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为 了 送 应 广大 在 职 人 员 和 和 社会 青年 自学 成 才 的 需要 ， 根 据 
加 家 建立 高 等 元 育 自 学 考试 制度 的 精神 ， 以 满足 学 员 自 学 教材 
的 要 求 ， 由 辽宁 人 人 民 出 版 社 出 版 一 套 大 学 涩 学 系 白 学 从 书 。 

本 丛书 花 由 本 北 师范 大 学 数学 系 ， 根 指教 育 部 规定 的 普通 
高 等 院 校 本 科 必 修 谋 现 行 元 党 计划 和 教学 六 纲 编写 的 。 教 村 内 
容 系 统 ， 数 据 充 实 ， 条 型 清晰 ， 深 入 浅 出 ;每 章 均 有 学 习 训 
和 习题 解答 ， 便 于 自学 。 经 过 刻苦 自学 ， 即 可 无 师 眉 通 ， 达 到 
本 科举 业 水 平 。 

本 共 书 有 ， 空 间 解 析 几 何 、 高 等 代数 、 数 学 分 析 、 高 等 几 
何 、 和 党 竹 分 方程 、 复 变 区 梁 论 、 近 世代 数 、 实 变 画 数论 、 微 分 
妮 何 、 计 算 机 与 算法 证 言 BASIC、 构 家 论 与 数理 统 计 、 计 算 
方法 等 。 本 总 书 既 可 供 自学 应 试 之 用 ， 了 世 可 殿 大 专 院 校 的 本 科 
在 校生 和 函授 生 及 业 佘 大 学 学 生 使 用 。 

本 从 书 由 于 水平 所 限 ， 不 当 之 处 在 所 难免 ， 我 们 热诚 希望 
广大 和 学 读者 批评 指正 。 
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第 一 草 国 数 


匡 数 是 变量 与 变量 之 间 相 互 依赖 关系 的 一 种 数学 抽象 ， 它 
不仅 是 中 学 数学 的 重要 组 成 部 分 ， 而 旦 也 是 数学 分 析 要 研究 的 
主要 对 象 ， 在 这 一 章 里 ， 我 们 将 在 中 学 数学 的 基础 上 进一步 讨 
论 函 雪 概 念 ， 以 及 函数 的 重要 性 质 。 


YY 1.1 实 数 


由 于 数学 分 析 是 在 实数 范围 内 讨论 的 ， 因 此 ， 在 这 一 节 

里 ， 我 们 将 简要 地 复习 实数 及 其 人 性质， 
一 实 数 

1 实数 的 组 成 

数 是 计数 和 度量 的 结果 。 在 度量 中 ， 当 被 度量 的 量 是 单位 
量 的 整数 倍 时 ， 则 度量 的 结果 将 得 到 整数 ， 当 被 度量 的 量 与 音 
位 量 可 通 约 时 ， 则 度量 的 结果 将 得 到 分 数 ， 当 被 度量 的 量 与 单 
位 量 不 可 通 约 时 ， 则 度量 的 结果 将 得 到 无 理 数 ， 例 如 ， 正 方形 
的 对 角 线 的 长 度 与 每 边 的 长 度 是 不 可 通 约 的 ， 度 量 的 结果 将 得 
到 元 理 数 v/ 台 ， 阅 的 赂 长 与 其 家 和 色 的 长 度 也 是 不 可 通 约 的 ， 度 
量 的 结果 将 得 到 无 理 数 r。 

正 、 负 整数 与 正 ， 负 分 数 ， 连 同 零 ， 统 称 为 有 更 数 ， 任 何 


有 再 数 均 可 表示 成 分 数 上 的 形式 ， 其 中 /是 整数 9 是 正 整 数 ， 由 
于 有 理 数 可 化 为 无 限 十 进 循环 小 数 ， 而 任 条 无 限 十 进 循环 小 数 


1 


买 可 以 化 为 有 理 数 ， 因 此 也 常 乓 无 根 十 进 循环 小 数 米 表示 公理 
数 。 与 此 人 朵 时 ， 无 理 数 可 用 无 限 二 进 非 循环 小 数 表 未 ， 当 我 们 
按 一 定 规则 能 写 出 一 个 无 限 非 备 环 小 数 的 任意 位 数 时 ， 这 个 无 
理 数 就 是 已 知 的 ， 

有 型 数 和 无 理 数 统称 为 实数 . 

2 实数 的 运算 

对 实数 可 进行 加 ，、， 减 ， 滋 ， 除 除数 不 为 零 ) 四 则 运算 ， 
并 和 且 对 任意 两 个 实数 进行 四 则 运算 的 结果 仍 是 实数 ， 

3 实数 的 性 质 

实数 的 有 序 性 ”任意 两 个 实数 4,5, 必 满足 下 述 关系 之 一 ， 

axg, a=8, ab 

实数 的 传递 性 喇 2* 是 任意 实数 ， 如 果 有 sa< 加 Se 则 
00 
详 数 的 稠密 性 ”在 任意 两 个 不 同 实数 之 间 存 在 着 无 穷 多 个 
有 理 数 和 无 理 数 ， 

实数 的 连续 性 ”实数 与 数 轴 上 的 点 是 一 一 对 应 的 ， 即 任 一 
实数 在 数 轴 上 必 有 了 唯一 的 一 点 与 之 对 应 ， 反 之 ， 数 辖 上 任 一 点 
也 必 有 了 唯一 的 一 个 实数 与 之 对 应 ， 这 样 一 来 ， 全 体 实数 在 数 轴 
上 记 对 应 的 记 有 点 无 空 队 地 充满 了 整个 数 轴 ， 因 此 ， 从 几何 上 
反映 出 实数 的 连续 狂 。 在 数 轴 上 ， 把 有 理 数 让 对 应 的 点 叫做 有 
更 点 ， 把 无 理 数据 对 应 的 点 叫做 无 更 点 ， 
”实数 的 疗 基 米 德 性 ”对 于 任意 商 个 正 实 数 “ 与 4， 存 在 自然 
数 5， 使 得 #5> a 

二 数 和 集 

1 集合  .. 

在 现代 数学 中 ， 和 集合 是 一 个 最 基本 的 概念 。 为 了 研究 问题 
的 需要 ， 现 叙述 如 下 ， 具 有 某 种 特定 性 质 〈 具 体 的 或 抽象 的 》 
的 对 象 的 全 体 称 为 集合 (简称 集 ) ， 组 成 集合 的 对 象 称 为 这 个 
集合 的 元 素 ， 由 数组 成 的 集合 称 为 数 集 ， 例 如 ， 自 然 数 全 体 组 

本 


成 了 自然 数 亿 有理 数 全 体 组 成 了 有 理 数 集 ， 实 数 全 体 组 成 了 
实数 集 ， 平面 于 一 切 点 的 全 体 组 成 了 平 协 点 集 等 等 ， 

对 于 给 定 的 集合 来 说 ， 可 以 判定 任何 -个 对 象 或 是 这 个 集 
合 的 元 素 ， 或 不 是 这 个 集合 的 元 素 ， 二 省 必 具 其 一 如果 4 是 
集 4 的 一 个 元 素 ， 就 记 作 a€ 4, 读 作 4 属 于 才 ， 如 果 a 不 是 集 44 
的 元 束 ， 就 记 作 4 .44 读 作 < 不 属于 了 4， 例如 ， 如 果 刀 是 情 数 
集 ， 则 32E€E A, 而 5€ 4, 

2 集合 的 表示 

有 的 集合 可 以 用 列举 其 元 素 的 方法 来 表示 。 例 如 ， 集 合 忆 
是 由 元 如 1，23，5 ，6 四 个 自然 数组 成 ， 将 记 作 

A={1,2,5,6}, 

有 的 集合 也 可 以 用 其 元 带 具 有 人 性质 .局 来 表示 ， 集 合 有 4 的 

元 素 具 有 性 质 P, 将 集合 4 表示 为 | 

= (x|x 具有 性 质 P}. 
在 4……} 中 ，“ | ”之 前 表示 集合 帮 是 由 元 素 *x 组 成 ,“ | ”之 后 表 
示 其 元 素 * 所 具有 的 性 质 。 例 如 ， 

zd = {= 1 2 3 

A,= {x Ix Sx +6=0), 

= + 1}, 
分 别 表示 4 是 自然 数 集 , 4, 是 方程 x -5x +6=0 根 的 集 , 4， 是 
以 原点 为 心 的 单位 圆 内 所 有 点 组 成 的 集 ， 

凡是 含有 有 限 个 元 素 的 集合 叫做 有 限 全， 上 述 储 合 4 是 
个 有 限 集 。 在 有 限 集 中 ， 仅 含 一 个 元 素 的 集合 叫做 单元 集 。 例 
如 ， 才 是 方程 2* ~6=0 根 的 集 就 是 单元 集 ， 即 

4= 居 jx-6=0) 或 A4={3), 

非 有 限 集 叫做 无 限 集 ， 上 述 集 全 4 和 .4, 孝 是 无 限 集 。 

为 了 研究 问题 的 需要 ， 把 不 含 任何 元 束 的 集合 叫做 空 集 ， 
记 作 中 例 妨 ， 4 是 方程 后 二 =0 实 根 的 党 ， 人 4 就 是 空 集 ， 期 
= 由 

3 ”集合 的 关系 


两 个 集 A 与 B， 若 集 刀 的 记 有 有 元素 都 属于 集 B， 则 称 集 B 
包公 着 集 4 或 4 是 8 的 子 集 ， 记 作 4CE.、 和 车 4CB， 而 3 中 
存在 元 素 不 属于 4， 则 称 4 是 下 的 真子 集 ， 例 如 六 是 上 自然 数 
集 ，Z 是 整数 集 ，IN 是 之 的 真子 集 ， 

两 个 华 .4, B ， 如 时 4CB，BC4， 则 称 4 与 了 相等 , 记 
作 才 = 了 

4 ”集合 的 运算 

属 丁 -或 展 于 BB 的 所 有 元 素 记 组 成 的 集合 称 为 4 和 B 的 并 
集 ， 记 作 AU BE， 

既 届 二 有 4 又 属于 8 的 所 有 元 素 记 组 成 的 集合 ， 称 为 4 和 3B 
的 交集 ， 记 和 作 AMmMB， 

例如 ，AA={1,2,3,4}，B={3，4，8，6}， 那 么 AWB= 
{1,2,3, 4,5,6}, AMB = {3,4), 

5 区间 和 邻 域 

在 数学 分 析 中 我 们 最 常用 的 数 集 是 区 间 和 分 域 ， 

设 45 为 两 个 实数 ， 且 4 过 #5 

数 焦 4x |s<x 扎 分册 做 开 区 间 ， 记 作 《ee 分 ， 在 数 办 上 ， 
它 表 示 介 于 a,8 丙 点 闻 的 所有 点 ， 但 端点 a 和 不 包括 在 内 ， 

数 集 {x] a<x 近 分 岂 做 闭 区 间 ， 记 作 【o 殷 。 在 数 轴 上 ， 
它 表 示 介 于 a5 两 点 间 的 所 有 点 ， 且 端点 4 和 5 包括 在 内 

把 数 集 

《本 的 = 人 YXS 委 有 或 [4 加 = {x| asx 拒 分 ， 趾 获 半 开 
区 间 ， 

除了 .上 述 那 些 有 限 区 间 外 ， 还 有 无 限 区 疗 

《fp +00) = {x| 9x)}, 
《一 co 中 {x|x 所 个， 
《oor +90) = {x| x 十 一 切实 数 }。 

谨 0 为 正 数 ，a 为 某 一 个 实数 ， 把 以 点 4 为 心 以 5 为 举 径 的 开 
区 间 

Ca 0, at+0) ={x 1a- dx<a+td) 


叫做 点 # 的 5 邻 域 ， 用 记号 UC, 表示， 


$ 1.2 绝对 值 不 等 式 


在 数学 分 析 中 ， 绝 对 倩 及 其 不 等 式 是 币 罩 的 工具 之 一 ， 下 
面 将 给 出 绝对 值 的 定义 ， 并 讨论 其 性 扶 ， 
定义 ” 某 一 数 < 的 绝对 值 用 记号 |q 才 示 ， 册 
| -人 和 当 售 0 时 ， 
外 ~- 妆 x<0 时 
二 
来 定义 。 即 ， 若 40， 那 么 a 的 绝对 值 就 是 它 本 向 4 车 x<0 
那么 = 的 绝对 值 就 是 它 的 相反 数 - a 
在 数 轴 上 ， 数 < 的 绝对 值 ia| 表示 点 4 与 原点 0 之 筷 的 距离 
根据 绝对 慎 的 定义 ， 对 任 一 数 « 不等式 
- | 四 才 a 志 14q| (1.1) 
总 成 立 ， 事 实 上 上， 如 果 a33>0, 就 有 一 zl 委 <4= | 对 如 果 e< 0 
就 有 -~ 四 = wa< 14 ， 因 此， 对 在 一 数 4 (1.1) 式 总 是 戌 立 的 ， 
绝对 值 具 有 如 下 性 质 ; 
性 质 ] jj 相 魏 5 (人 0 成 立 的 充 要 条 人 忻 是 -bss 
证 明 必要 性 已 知 |4| 声 妃 求证 -5 近 4 必 6。 特 不 等 式 
|al &# {1 .2) 
两 边 乘 以 ~1， 得 
-~ idl， 
苦 应 用 民 .1) 和 民 1,2) 式 ， 得 
-8 和- la ale sh, 
于 是 ， 不 等 式 
— be ad 
成 立 。 
充分 性 已 知 - < es 加 求证 14| sb 
盆 酚 种 情况 证 而 
如 果 #0， 央 #4= 1a ,从 而 有 1a] < 名 


如 果 2 “0， 风 一 4= jl ， 出 已 知 的 不 每 式 - 2 两 过 乘 
以 一 了 人， 得 
- db 
于 是 ， 有 
| a = - qb. 口 
同 理 可 证 ，|4i < (6 半 们 成 立 的 充 要 条 件 是 
-palh, 

性 质 1 涯 明 ， 不 等 式 1a| 乏 4 与 -SS 是 等 价 的 。 当 
6> 0 时 不 等 式 |x~-x| 之 6 与 Xx, -6<x<xs+9 也 是 等 价 玖 ， 
这 是 数学 分 析 中 经常 使 用 的 不 等 式 ， 

柱 质 2 。 14 污 5 届 放 0) 成 立 的 充 琶 条件 是 

dt 或 4- 上 - 

证 明 ”必要 性 已 知 ]jsj 站 5 求证 42l 或 x 所 一 

如 果 4>>0， 则 1 = a， 得 4 

如 果 <s<0， 则 [Id = -as 得 -4z 久 两边 同 滋 以 -1， 得 
4 一 J, 

充分 性 已 知 a 人 ls 或 4 迟 ~5 求证 问 宏 &. 

如 果 s 庆 5 清风 =#a, 得 | 产 

如 果 s 和 ~5<0, 删 la| = 一 “从 而 有 
la = -ab, 口 
性质 3 ”和 和 的 绝对 什 不 大 于 每 个 数 的 绝对 值 的 和 ， 即 
+ 由 安放 二 加 。 
证 明 由 (1,1》 有 
~ lal <ae jal, 
-四 所 才 | 下， 
将 两 个 不 等 式 相 如 ， 得 
-a + 加 ) 委 4+tc 人 加 上 + 用 。 
中 性 质 荆 有 
+ 中 委 加 + 国 ， 日 
由 性 质 3 可 直拨 锥 竺 


le ~ 有 = e+- 有 和 妥 人 + 辣 。 
性 质 4 差 的 绝对 值 不 小 于 两 数 绝对 值 的 关 ， 即 
lz- 引 宇 |a] 一 占 ， 
证 明 ”由 于 a = (4 一 如 + 根据 性 质 3， 有 有 
jal = 1(c 一 玉 + 表 迄 攻 -下 寺 轩 ， 
物 项 后 得 
-~ 引 深 加 上， 口 
由 性 质 可 评 接近 得 
15+ 引 = a-(- 引 守则 一 |- 引 = ]aj~ 国 ， 
性 质 5 积 的 绝对 值 等 于 各 内 数 绝 对 值 的 积 ， 即 
lz 下 = 人 国 。 
性 质 昌 “次 的 绝对 位 等 二 被 除数 及 除数 的 结对 信 的 商 ， 妈 


_ | 2| 


由 
人 人 0 


性 质 5 和 性 质 6 显然 成 立 ， 
用 数学 归纳 法 可 以 把 性 质 3 和 性 质 5 推广 到 任意 有 限 数 的 
情形 ， 
[atretat+..+k| 1al + A + lel 二 十 |， 
eA |!. 
例 1 解 不 等 式 ”jz -1 之 一 一 


退 向 性 质 1 有 


- 1000 T1000 ~* 10 1000 0 


000 


10 一 


1 
0 ~*<10+ 1000 * 


10~ 0.001<x<10+0.001, 
9.999<x<10,001, 

例 2 解 不 等 式 |2x +4| >10， 

解 ” 出 性 质 2， 有 


2x +4210 或 22+1d< 一 10。 
分别 解 得 
xD3 或 并 一 了 。 


例 3 解 不 等 式 | 这 | > 


x+1| +1" 


解 。 当 “=2 >>0 时 ， 原 不 等 式 为 


+1 


吕 一 此 区 一 了 
区 十 二 +1* 


四 这 个 不 等 式 对 任意 x 都 不 成 立 ， 赦 此 时 无 解 。 
当下 一 2. < 一 0 时 ， 原 不 等 式 为 


过 十 1 


一 了 XX 一 2 
“十 1 > wt 


多 一 各 
即 2 wi ~ 


王 此 解 不 等 式 
一 上 
六 十 二 


就 可 以 了 ， 
当 x 一 2<0，x+1l2>0 时 ， 解 得 -1<x<2; 
当 %* 一 2 之 090， x+1<0 时 ， 此 时 无 解 。 于 征 ， 诛 霖 等 式 的 解 
是 开 区 间 (-1，2).， 
例 4 解 不 等 式 关 + 人 + 区 ~ 外 < 委 12。 
和 解 ” 由 于 不 等 式 里 含有 |x+ 引 入-- 引 的 项 ， 当 考古 x+2 
与 x -2 的 符号 时 ， 自 然 要 把 实数 轴 分 为 三 个 区 间 ， 
(~ 00, ~2), L—2,2)], (2, 十 Co) 
当 *E -oo 一 区 时 ， 尖 不 等 式 为 
— (x+2)- (x -2)<12, 
从 中 解 得 x 产 -6 故 其 解 为 (-50, -2 站 [C-6,+900) = 人 ~6， 


Fh 


mm- 


< 恬 


当 *EC- 2 31 时， 原 不等式 为 
(x +2) — (x—2)<12, 
整理 得 4 之 12， 此 时 表明 当 x€E 人 -3,2 时 原 不 等 式 恒 成 立 ， 坝 
[~ 2，23 也 是 原 不 等 式 的 解 . 
当 x Et2， 二 00) 了 时 ， 原 不 等 式 汶 
tx + 2) + (x 2) 12, 
和 解 得 x* 志 6， 故 此 时 其 解 为 (2, + oo) 门 (- co 的 = (2, 介 ， 
于 是 ， 原 不 等 式 的 解 为 
C-6,— 2)UC-2,2U (2,6) =C- 6,0, 


31.3 应 数 


一 常量 与 变量 

当 我 们 观察 自然 现象 时 ， 常 常 遇 到 各 种 不 同 的 量 。 例 如 ， 
长 度 、 备 量 、 压 力 、 温 度 、 速 度 、 降 十 最， 光照 时 间 等 等 ， 
并 且 各 种 量 在 过 程 中 有 着 不 局 的 状态 ， 有 有 的 量 在 过 程 进 行 中 保 
持 不 变 ， 有 的 量 在 过 程 进行 中 每 时 每 刻 都 在 变化 。 

在 过 程 中 ， 我 人 把 数值 保持 不 变 的 量 叫做 常量 ， 而 数值 变 
化 的 量 叫 做 变量 . 

例如 ， 在 加 的 半径 变化 过 程 中 ， 疗 的 面积 和 周 长 都 是 变 
量 ， 而 周 长 与 其 直径 的 比 信和 是 不 变 的。 这 个 比值 就 是 我 们 熟知 
的 癌 周 率 x 。 

然而 , 常量 与 变量 又 是 相对 的 , 它们 依赖 于 过 程 和 条 忻 。 同 
一 个 重 在 某 种 情况 下 可 能 是 常量 ， 而 在 另 一 种 情况 下 亲 能 是 变 
量 ， 雇 以 在 一 定 的 条 件 下 它们 之 间 是 可 以 相互 转化 的 ， 例 如 ， 
在 地 球 表 面 上 测量 物体 的 重力 加 速度 ， 如 末 测 量 工作 在 同一 高 
度 不 辐 地 点 进行 ， 那 么 重力 加 速度 是 常 明 ， 如 果 测 县 工作 在 局 
一 地 点 不 回 高 度 进 行 ， 那 么 重力 加 速度 不 是 常量 ， 而 是 变量 ， 

加 


遂 肖 用 学 垃 


XC, 站 各， 如， pp, - fy 的 
表示 亚 墙 。、 而 用 衬 母 
a Bb, Es dy 
二 男 数 概念 


在 某 一 过 程 中 ， 会 遇 到 许多 变 请 ， 这 些 变量 在 过 程 中 不 是 
孤立 进行 的 ， 面 是 相互 依赖 的 ， 
例 1 一 辆 汽车 以 每 小 时 60 公 里 的 等 速 在 公路 上 行驶 ， 汽 
车 所 走 的 路 程 了 与 时 间 ! 有 如 下 关系 ， 
$ = 60f 《0 
路 程 与 时 间 这 两 个 变量 按照 规律 3= 601 相 互 依赖 着 ， 当 i=0 
时 ，4= 如 当 i = 5 时 ，3 =300。 这 就 是 说 ,对 于 时 间 i(f 字 从 每 
取 一 个 信 ， 依 规律 3= 60# 都 有 了 瞧 一 确定 的 路 程 与 之 对 应 。 
例 2 嘛 的 面积 4 与 它 的 半径 ?之 间 的 相依 关系 为 ， 
A=xr: (re0), 
杞 是 依 着 规律 xf 随 车 ”的 变化 而 变化 ， 当 + = 1 时 , 4 = xt 当 F = 
7 时 ， 了 = 49x。 这 就 是 说 ，+ {之 们 每 取 一 个 值 ， 按 照 规律 4 = 
Tf 都 有 唯一 确定 前 面积 人 4 与 之 对 应 。 
例 35 荣 货运 公司 1978 年 六 月 份 上 半月 的 货物 周转 看 记录 
如 下 于 
日 括 


货 屈 周转 量 
( 千 王 公里 》 


1 # 3 4 8 § 7 8 9 10 1 12 74 11 15 


2080 206¢ 2050 2015 212¢ 2087 2130 2197 
| 2002 2075 2052 2070 2110 2182 2217 


从 表 中 可 以 看 出 ， 货 物 日 周转 是 是 随 着 日 期 的 变化 面 蛮 
化 ， 如 第 三 天 的 货物 周转 量 为 2067， 第 九天 的 货物 周转 量 为 
2120 等 等 ， 总 之 ， 在 周转 量 记录 表 上 ， 每 天 都 有 唯一 移 定 的 
货物 周转 量 与 之 对 应 。 


0 


例 4 某 气 象 站 用 自 
动 记录 仪 ， 记 录 了 某 地 茶 
日 24 小 时 气温 的 变化 悄 
况 ， 如 图 1.1 示 ， 其 中 横 
奉 标 轴 表 示 时 间 !， 纵 沧 标 
轴 表 示 泡 度 工 ， 

图 1.1 中 的 温度 曲线 
表示 了 渔 庶 与 时 间 之 间 的 
依 顿 关系 。 当 !=2 时 ， 在 网 1.1 
曲线 上 可 查 得 叭 一 确定 的 温度 与 之 对 应 . 

主 述 四 例 ， 由 于 所 研究 的 对 象 不 同 ， 因 此 ， 变 量 之 间 的 表 
达 形 式 也 不 相同 。 但 大 它们 痢 有 一 个 共同 点 ， 上 就 是 其 中 的 一 个 
变量 在 菜 个 范围 内 变化 时 ， 员 一 个 变 便 接着 基 种 对 应 规律 也 随 
着 变化 。 当 一 个 变量 在 某 个 范围 内 取 某 信 值 时 ， 另 一 个 变量 有 
唯一 确定 的 值 与 之 对 应 ， 

定义 ” 设 有 两 个 谈 基 x 和 yy， 变量 x 的 取 值 范围 为 数 集 X、 
如 果 在 内 所 取 的 每 一 个 值 >, 按 着 某 一 种 确定 前 对 应 规律 ， 都 
有 唯一 确定 的 实数 7 与 之 对 应 ， 则 称 》 是 变量 x 的 函数 ， 记 作 

=f(x), xEX, 
其 中 x 叫做 自 变 量 ， 而 jy 沁 做 因 变 量 ， 自 变量 x 取 值 的 范围 六 岂 
做 该 到 数 的 定 多 域 。 

为 了 更 好 地 理解 函数 的 定义 ， 现 说 明 如 下 ， 

1 对 应 规律 

函数 7 了 =f/(x) 中 的 符号 全”, 中 示 自 变 量 x 与 因 变 量 y 之 同 的 
对 应 规律 。 

在 倒 1 中 ，5 = 601， 当 然 可 以 写成 了 =f(1) = 60t， 这 时 不 
应 当 把 了 理解 为 的 ， 而 是 极 数 4 与 自 变量 # 成 正比 的 关系 ， 其 
中 60 是 比例 系数 ， 

在 例 2 中 ， 圆 的 面积 是 其 半径 + 的 函数 ， 可 写成 4 = 
一 mm。 这 里 的 应当 理 解 为 图 的 面 各 本 与 半径 > 的 平方 成 
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正比 的 关系 ， 其 中 x 是 比例 系数 ， 
在 例 3 和 例 4 中， 函数 的 对 应 规律 4 学 ” 不 是 用 解析 式 给 由 
的 ， 而 是 用 列表 和 图 象 的 方法 给 出 的 ， 
由 于 对 应 规律 汪 ” 只 是 一 个 符 导 ， 因 此 也 可 以 用 其 它 字母 
表示 ， 如 
了 =，y=Ax)，=SCx =ox) 等 等 。 
尤其 在 同一 个 问题 中 在 几 个 不 同 的 画 数 ， 其 对 应 规律 就 要 
用 不 同 的 符号 表示 . 
2 国 数 定义 域 
在 实际 问题 中 ， 自 变量 前 取 值 范围 总 要 根据 实际 问题 的 意 
义 来 确定 ， 困 此 它 常 常 是 有 一 定 眼 和 制药。 例如， 在 例 1 和 例 3 
中 ， 从 冰 数 解析 式 看 ， 自 变量 ! 和 + 的 取 值 范围 可 以 是 〔- ee， 
+ 90), 但 是 从 实际 问题 的 意义 来 说 ， 时 间 ! 与 半径 + 的 取 值 范围 
都 应 当 是 从 0 到 正 无 穷 大 ， 即 它们 的 定义 域 都 是 C0， + co) ， 
如 果 函 数 =f(x) 是 由 一 般 的 解析 式 给 出 的 ， 那 么 它 的 定 
义 域 破 是 在 实数 集 内 使 有 意义 的 那些 x 的 全 体 。 例 如 ， 函 数 
?=w 1 一 w* 的 定义 域 。 因 为 负数 开平 方 在 实数 范围 无 意义 ， 所 
以 使 y 有 音义 的 x 满足 不 等 式 1 - x: 守 0, 即 
1—x = (+x)(l -x)>0. 


两 个 关 式 必须 同 导 
(人 或 1 
1~ xz 1 x0 , 


解 得 ”一 1 和 x 才 1， 即 这 个 函数 定义 域 是 阔 区 间 [~ 1,13 ， 

3 函数 的 值 域 

在 函数 y=f(x) 的 定义 域 式 中 任意 一 点 x,， 按 照 对 应 规律 
所 对 应 的 2 记 作 /xx ,叫做 在 点 的 函数 值 ， 有 时 也 用 了 ， 
表示 。 

设 男 数 =f(x) 的 定义 域 为 XX， 对 于 四 中 的 每 一 个 值 x， 
都 对 应 一 个 兢 定 的 函数 值 7, 函数 值 的 全 林 岂 艇 该 函数 的 值 域 ， 
记 作 Y ， 即 

i2 


二 xh 


YY = {Wy=/(x), xEX)}. 
便 如 ， 范 数 ?= wv 工 - 关 的 值 域 是 
[0, 17= {Hy=yw 1- xEC-1,1)), 


且 当 > = 时 ， 函数 值 为 


$= 1-x | .= 


三 孟 数 的 图 和 泉 

如 果 =Jtx) 是 定义 在 革 上 的 一 个 函数 ， 在 平面 上 建立 直 
角 上 坐标 系 0x, 对 于 式 中 的 每 一 个 x， 部 确定 坐标 平面 上 的 一 点 
ptx,7)。 当 x 取 遍 光 中 的 所 有 入 时 ， 在 坐标 平 商 上 的 点 集 {x， 
DI =Axy，xE 和 ) 称 为 函数 ) =) 的 国 象 . 

当 函 数 Y=/(x) 的 定义 域 革 是 一 个 区 疗 了 时 ， 通 党 函数 .y= 
的 图 象 是 坐标 平面 上 一 条 曲线 。 

例如 ， 在 例 1 中 国 数 的 图 象 是 包括 原点 的 六 直线 {如 图 
1.2) 。 在 例 2 中 本 数 的 图 旬 是 包 插 原点 的 平方 抛物 线 〈 如 图 
1.3) 。 而 通 数 7 = w 1 一 x 的 图 象 就 是 在 区 间 [ 一 1,13 上 的 上 
半 回 周 (如 图 1 .4) 。 
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总 之 ， 将 画 数 了 =) 
的 图 象 措 绘 出 来 ， 合 我 们 对 
函数 有 个 直观 形象 的 认识 ， 
进而 有 助 了 于 我 们 掌握 函数 的 
各 种 性 态 ， 


$ 1.4 范 数 举例 


为 了 进一步 理解 是 数 的 概念 ”以 及 以 后 各 章 的 需要 ， 现 举 
例如 下、 

一 半数 举例 

例 1 设 有 一 克 永 ， 甚 训 度 为 ~- 10"C， 给 已 芍 义 加 热 使 它 
化成 其 谣 庆 为 10"C 的 水 。 在 刘 一 过 程 中 ， 求 六 从 热源 吸收 热 晤 
随 温 度 的 变化 规律 ， 

解 ” 设 温度 用 :下 示 ， 热 量 用 0 宪 示 ， 

当 开 始 塌 热 时 ， 冰 的 温度 为 -10*C， 此 时 六 从 热源 吸收 的 
热 禾 9 是 零 。 因 为 冰 比 热 为 0.5， 因 此 温 府 上 型 到 1EC~ 10,0) 
度 时 ， 琢 收 的 热量 是 

Q= [Ct-{-10] x0,6 
= (t+10 x0.5 
= 0.5t+$6, 
这 就 是 在 区 闻 [5- 10, 0) 上 热 呈 的 变化 规律 . 

当 冰 的 温度 达到 0“C 时 ， 六 开始 柄 化， 一直 化 成 0"C 的 
水 。 在 这 个 过 穆 中 ， 它 还 要 吸收 热量 ， 但 是 混 度 不 升 高 ; 于 吸 
收 欧 热 叫做 融化 热 。 实 验 表 明 ， 一 克 的 冰 化 成 水 记 需 的 融化 热 
为 外 卡 。 因 为 冰 的 温度 刚 开 到 0 时 ， 所 吸收 的 热量 为 5 卡 ， 
当 人 多 部 化 成 0 "的 水 以 后 ， 共 吸收 热量 增加 到 85 卡 ， 肝 此 在 
f=0 时 热量 的 变化 有 了 区 度 ， 

当 涅 度 继续 上 升 时 ， 上 四 于 水 的 比 热 旺 1， 因此 温度 上 升 到 
14 


局 ,1 所 绕 时 ， 暖 收 的 趣 区 臣 
Y=85+f, 
这 不 是 焉 区 问 (0,199 上 热量 的 变化 规律 。 人 Q 
从 二 商 兴 ， 0 与 1! 的 对 席 规 律 是 
.51+5,， 一 102i20 时 ， 
及 ,= es, 当 0<<<10 时 . 
函数 0 (0 在 上 = 0 处 没有 定 
义 ， 因 为 此 时 热 上 G 不 能 确 
定 。 函 数 8 =90() 的 图 集 如 图 
1 ,5230 
例 1 号 发 我 们 ， 一 个 图 数 
的 定义 域 哥 能 是 车 下 个 区 间 ， 
图 数 在 这 起 区 间 上 分 别 用 不 同 
的 解析 式 尼 未。 图 1.5 
例 2 我 们 规定 , 当 x 0 时 ， 令 7=1; 当 x = 人 0 时 令 = 引 
当 x < 时， 邻 Y= 一 1， 避 报 区 雪 全 它 是 定义 在 实数 集 


名 必 


I hh 和 


(一 so +o0) 上 的 阔 数 ， 因 为 对 任 了 
意 实 数 x 都 对 应 》 的 叭 一 确定 值 . ! 


此 汕 数 叫 徐 符 号 函数 (如 图 1.6) ， 


记 为 了 =sgnx， 即 - 力 E> 
EF | 1， 当 x20 时 ， i 
?=Sgnx= 0 x= 08, | 


[i 当 x -二 0 有 时， 图 1.6 

例 3 2 代表 不 超过 x 的 最 大 整数 。 用 记号 了 = [x] 表示 ， 
由 微 x 的 整数 部 分 。 根据 函数 的 定义 ， 它 是 定义 在 实数 集 
(《- co +co) 上 的 函数 ， 央 为 对 任意 实数 x 都 对 应 着 》 的 唯一 
确定 值 ， 例 如 ， [-3.9)=~4,，， 人 -0.125] = 一 1，[0] = 0 
C1.25] =1，[n] = 8,- [567 =6 等 等 . 其 图 象 如 图 1.7 示 ， 

3 代表 x 的 小 数 部 分 ， 可 表 为 

p= x) = Ex), 


i i 


根据 画 数 的 定义 ， 它 也 是 定义 在 实数 集 〈- ec, +so) 上 的 一 
个 请 数 。 因 为 对 任意 实数 x 都 对 应 着 了》 的 叭 确定 值 。 例 如 ， 
{2.5} =2.5—-2~=0.5, 
{3.14} =3,14—-3=0,14, 
44.12} = -412-( -5 =0.88 等 等 。 


函数 图 象 如 图 1.8 示 。 y 
. 例 4 令 
-{ jx] ， 当 >x 关 0 时， 1 
1， 当 x = 0 时 ,。 
根据 荡 数 定义 ， 它 是 定义 在 实数 集 0 由 
(一 00, +eo) 上 的 函数 ， 
消 数 图 旭 如 图 1.9 示 ， 图 1,9 


例 5 当 x 是 有 理 数 时 ， 令 = 1 当 x 是 无 理 数 时 ， 令 = 
0 。 根 据 函 数 定义 ， 它 是 定义 在 实数 集 (~ coy + ceo) 上 的 函 
数 ， 记 为 = 了 kx)， 明 做 狄 利克 菏 由 国 数 ， 妇 
1， 当 x 是 有 理 数 时 ， 
2= DoO=1{ 


0， 当 x 是 无 理 数 时 ， 


全 至 利克 药 ，JDPiricnlet， 王 , 什 . 工 ,德国 数学 深 ，13035 一 1859 年 ， 
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由 于 有 理 点 和 无 理 点 在 实数 轴 上 是 稠密 的 ， 故 狭 利克 攻 范 
数 的 函数 图 象 在 儿 何 上 无 法 精确 地 两 出 . 

例 6 现在 研究 黎 盟 @ 函数 ， 为 了 使 问题 简化 ， 仅 限于 在 
区 间 (0，2) 上 讨论 。 它 的 定义 如 下 


| 汪 ， 当 *= 世 时 ，m 和 a 为 互 质 的 正 整数 ， 且 #2>1， 
= 
|, 当 x 为 无 理 数 时 。 
由 于 xE (0,3)， 因 此 省 
0 < 


即 0 二 下 和 入 之 2#, 
当 # 三 1 时 ， 和 加 只 能 到 1 ，- 故 x = 1 时 ，y = 1， 


当 *= 2 时 ，#m 只 能 取 1, 3， 故 x= 于， 立时 ，》= 圭 ， 
当 #= 3 时 ，w 只 能 取 1,2,4,5, 均 x = 地 ，， 亏 ， 太 时 ， 


当 #= 4 时 ，m 只 能 取 1, 3, 5,7, 故 * = 十，3.， 呈 ， 革 时 ， 


当 * = 6 时 ，m 只 能 取 1, 5,7, 11, 故 * = 言 ， 号 ， 本 ， 基 时 ， 
= 二 
当 # = 7 时 ， 关 只 能 取 4,2,3,4,5,6,8,9,10,11,12, 13， 故 


号 介 曙 Ricmann 避 . 下 ,B, 符 因数 学 家 ，1I826 一 1666 年 ， 


wl 23 4 5 6 8 9 10 1 1 1 


J 了 = 亏 等 等 ，: 
在 一 切 无 理 点 函数 值 为 零 ， 
红 二 所 述 ， 国 数 的 示 态 图 如 册 1 ,10 示 。 


二 数 列 


定义 “元 以 自然 数 为 定义 感 ， 旦 按 自 然 数 大 小 顺序 排列 起 - 
来 的 西数 信 全 体 ， 称 为 数列 ， 若 自然 数 s 的 函数 值 为 4。, 那么 数 
列 就 是 


A ry yy ry ds “ 
其 中 每 一 个 自然 数据 对 应 的 函数 秆 叫做 数列 的 项 , 而 第 # 项 4s 吊 
做 数列 的 通 项 ， 为 了 书号 简 恒 ， 简 记 为 {es。 
列 。 例 如 { 3 }, {三} 都 是 常数 数列 。 
例 了 我 国 古 代打 学 家 庄园 《公元 前 369 一 286)》 ， 在 他 的 
《和 革 天 下 得 》 中 引 到 惠 施 的 话 ，“ 一 尺 之 极 ， 呈 取 其 半 ， 万 


让 不 渴 ”。 这 段 话 的 意思 导 有 一 尺 长 的 本 榨 ， 得 天 截 去 一 半 ， 
永远 也 截 不 完 。 而 每 天 剩余 的 木 棱 长 度 是 数列 


1 1 1..2... 
0? 2 m3 * on? 中 


显然 ， 它 是 一 个 等 比 数列 ， 
例 8 已 知 某 数列 的 通 项 是 1- 二 ， 试 写 出 数列 ， 并 夯 出 
数列 的 图 象 ， 
解 ” 因 为 通 项 是 1- 二， 所 以 依次 取 其 = 为 自然 数 就 得 到 


数 州 


0,. 工 二 3 .2371 .,. 
9" 入 二 ” wy ? 中 


其 函数 图 象 就 是 对 应 自然 数 了 全 3 在 平面 上 的 一 列 


绝 立 点 
(1,0), (2 地), 人 …， 
其 痪 数 图 象 如 图 1.11 示 。 


1 8 钙 总 


图 1,11 


例 9 号 出 数列 


{ 是 
的 直 变 量 与 其 对 应 的 函数 值 ， 并 画 出 秃 数 图 象 。 


Sin 
2 


解 自 变 量 * 与 { 的 对 应 是 


末 


多 1,12 
例 10 ” 写 出 数列 
{7} } 
的 自 变 景 与 其 对 应 的 阔 数 值 ， 并 画 出 画 数 的 疼 象 ， 
解 ” 自 变量 # 与 {#1} 的 对 应 是 ， 


1 1 2 站 上 5 : 丰 了 | 
1 全 1 p 6 | 324 oa | ra | aaa so 
其 函数 图 象 如 
图 1 ,13 示 ， 
图 1.13 


为 


$ 1.5 某 些 函数 的 重要 性 质 


末节 我 们 将 要 讨论 函数 的 奇 倡 性、 周期 性、 单 油性 和 有 有 办 
性 ， 


一 ”函数 的 奇人 性 

定义 ” 设 函 数 =x) 的 定义 域 关 于 誉 标 原 点 是 对 称 的 ， 

如 果 对 其 定义 域 上 的 任意 x， 恒 有 
f(— x) = (x), 
则 称 阔 数 f(x) 为 偶 函 数 ， 如 果 己 有 
ft x) = -f(x), 

则 称 函 数 A(x) 为 奇 函 数 ， 

因为 f( 一 x*) =7(x)， 
崭 以 俱 天 数 的 图 象 是 关于 
2》 轴 对 称 的 (如 图 1 .14)， 
这 就 是 说 ， 如 果 点 Atlx， 
》 轴 的 对 称 点 A'(-x， 
f(x)) 也 在 图 象 上 . 

因为 ff(-*x)}= -f (x), 
所 以 奇 函 数 的 图 象 是 关于 众 标 
原点 对 称 的 《如 图 1,15》。 这 
就 是 说 , 如 果 点 (x，f(x)) 在 
图 条 上 ， 则 关于 原点 的 对 称 点 
-4400-x，-x) 也 在 图 和 象 
上 ， 

例如 ， 泪 数 y》=cosx,》= 
x 二 19》 都 是 
个 辐 数 。 旺 数 .=sinx，J = 图 1.15 


a, 


wn + CO3s% 
7 =:5 = logsx 剖 是非 奇 非 伪 的 ， 
二 了 备 数 的 周期 性 
定义 ”对 十 函数 了 = 了 (x), 和 如 果 存 在 常数 /0, 对 其 定义 域 
六 上 的 任意 x， 醒 x 圭 1E 关 ,有 
fx t+)) =f(x), 
则 称 =/ (x) 为 周期 函数 。 而 数 ! 丈 为 函数 的 周期 ， 
从 崩 期 图 数 的 定义 可 以 看 出 ， 如 果 了 上 是 As) 的 周期 ， 则 
2 所 是 它 的 周 期， 事实 上 ， 
fxro) = rt D+ =/ x+ 0) =7), 
一 般 地 ， 如 果 / 是 f(x) 的 周期 ， 则 对 干 任意 的 禾 数 下，{ 也 
是 了 (x) 的 周期 ， 即 
二 下 门 三 六 2 
遥 常 房 说 的 盘 数 周期 是 指 基 小 正 周期 〈 如 果 最 小 冰期 存在 的 
话 ) 。 
例如 ， 3》 =slnx，7= cosx 是 以 2 为 局 期 的 周期 函数 ，) = 
tgx， = ctgx 是 以 = 为 周期 的 周期 函数 ， 


三 函数 的 单调 性 

画 数 =x! 的 定义 域 为 (- ce, + eco) 不 蕉 看 到 ， 在 C0, + 
co2) 内 冰 数 随 着 自 变 量 的 增 大 而 增 大 ， 面 在 (- cey0) 内 函数 随 
着 自 变量 的 增 大 而 减 小 ， 立 数 的 这 种 性 质 在 数学 分 析 中 有 着 重 
可 应用， 

， 定义 设 荡 数 了 =j(x) 在 某 区 简 羡 上 有 有 定义， 对 于 关内 的 

任意 两 点 x,，x,， 且 有 x 过 x 

如 果 租 有用 (x) 之 /A(x;)， 则 称 (x) 在 XX 上 为 严格 递增 
浅 数 《如 图 1.16(a)) 

如 果盘 有 xD) 计 f(x,) ， 则 称 f(x) 在 人 上 为 严 烙 禾 和 
洲 数 《如 图 1.16(b)) 


了 


yof (0%) 一 一 


国 1.16 . 

如 果 恒 有 六 xs 三 (x0， 则 称 f(x》 在 了 上 为 递增 (或 
不 减 ) 本 数 〈 如 图 1.16(c)) 
如 果 恒 有 f/x)) 守 疙 Xx:) ， 则 称 A(x) 在 区 上 为 递减 (或 
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不 增 ) 函数 《如 图 1.16(d)) 。 

以 工 四 种 函数 统称 为 单调 函数 。 前 两 种 叫做 严格 单调 范 
数 ， 并 把 区 间 民 叫做 函数 x) 的 单调 区 间 ， 

例如 ， 证 于 范 数 f(x) =x 在 (~oo,+o0) 内 是 严格 递增 
型 数 。 

事实 上 ， 在 〈- seo +oco) 内 和 任 取 两 点 x, 之 x,， 有 

fx) ~ fx,) = 和 一 时 于 
一 


网 为 XN 所 以 we 一 和 人 而 


: 
X= (* 十 地 xi + 了 se >>0 ， 


于 是 ， fx) 一 产 x>>0， 即 xX) 之 fx,) ， 故 函数 fw) = 
”在 (- co +oco) 内 是 严格 递增 的 。 

然而 函数 = sinx，y = cosx 在 (- co，+ co) 内 不 是 单 ， 
调 的 ， 

类 似 地 ， 也 有 数列 的 单调 性 ， 


例如 ， 数 询 | 去 }， 由 于 有 南 > 二 ， 因 此 它 是 严格 递减 
的 ， 
数列 全 十}， 由 于 有 1~ 二 <1- -二 -， 因 此 它 是 严格 则 


增 的 ， 
数列 {lgx}， 由 于 有 lg# 过 lg(#+1)， 因 此 它 是 严格 递增 
的 ， 


而 数列 { ( -1)* 寺 】 不 是 单调 数列 。 因 为 当 s 是 偶数 时 ， 有 


nl nl “< 
《一 1) 本 人 > 人 一 侧 当 # 为 奇数 时 ， 又 有 (1) 


1 
~ 1 
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四 ”函数 的 消 界 性 


定义 ” 设 评 数 =/(x) 在 数 集 苹 上 有 定义 ， 如 果 存 在 常数 

村 ， 对 任意 x*EX， 和 者 有 
Ax) 所 放 (或 f(x) 之 MM)， 

则 称 7%) 在 六 上 有 有 上 界 (或 有 下 界 ) ， 如 果 f(x) 在 匡 上 既 有 
上 界 又 有 下 界 ， 称 .六 wx) 在 区 二 有 界 ， 反 之 称 A/(x) 在 外 上 无 
界 ， 

不 难 证明 ， 子 数 f(x) 在 并 上 有 界 的 充 要 条 件 是 ， 存 在 正 
数 K ， 对 任意 x*EX， 有 1f7(x)| <<K， 

事实 上 ， 由 于 (x) 在 区 上 有 界 ， 司 存 在 数 光 程 圭 ， 使 
之 于 代 JX) 丰 于 。 令 天 是 四 | 与 1 中 最 大 者 ， 显然 对 任意 
xEX， 有 |f(x)| 所 K， 反 之 ， 由 于 17(x)| 委 K， 根 据 不 等 式 
的 竹 质 1， 有 -天 < 委 .Ax)<K ， 再 根据 有 办 的 定义 ， 故 知 函 数 
xy 在 其 上 有 界 。 

例如 ，? = sinx 在 (~ co + co,) 内 有 界 ， 因 为 对 于 尾 准 的 
xE(-coy +oo)， 有 |sinx| Si ?=a 在 (-oco+oeo) 上 有 
下 界 〈 对 任意 xE(- oo +co)， 有 wr 户 介 ， 而 无 上 界 ; ?= 
x 在 (- co + eco) 上 片 无 上 界 又 无 下 界 ， 根 据 定 多， 后 两 种 情 
吏 都 是 无 界 。 然 而 ， 函 数 的 有 界 性 与 它 所 在 的 区 间 有 直接 关 
系 。 例 如 ，.》 = s*， 当 za 时， 并 限制 在 区 间 《〈《- oo 的 上 ,最 
然 ， 函 数 y= 2 在 该 区 间 上 是 有 界 的 ， 因 为 对 于 任意 的 we 
《~ oo 10，0<4 Ol], 

类 似 地 ， 有 数列 欧 有 界 性 ， 
sin 一 5 


} 各 (分别 


1 1) 
全 如， 对 数 列 [ 玄 ]， 人 1 一 二 ,1 
0 < 高 < 区 (x = 1,2,*…), 
0<1- 二 <1 Cn =12， 0)， 


ag 


玫 开 


2 三 1 (#=1,2,..), 


sin 
~ 二 上 


3 之 站 (Cx#=1,2,.…"), 
因此 它们 部 是 有 者 的 ， 
而 数列 CC 一 Dw， 中 和 4#! 都 大 无 罩 的 ， 


$ 1.6 反 函 数 与 复合 函数 


一 反 函 数 
在 函数 定义 中 ， 有 两 个 变量 ， 在 变量 变化 中 日 变量 处 于 
主动 的 地 位 ， 而 因 变 和 证 处 于 从 属 的 地 位 。 然 而 ， 在 一 定 的 条 件 
平 两 者 可 以 互相 转 尼 ， 
例如 ， 在 初速 度 为 零 的 睛 由 落体 运动 中 ， 下 落 的 路程 4 与 
了 朵 间 上 的 关系 为 
$= 5 0 中. 


一 般 认 为 :是 由 变量 ， 4 是 因 变 重 ， 当下 落 时 间 ! 葵 定之 后 可 求 
得 路 程 * 。 但 是 ， 有 时 给 定 下 落 路 程 训 求 下 落 时 间 。 那么 内 样 
求 下 落 时 间 呢 ? 显然 ,应 从 上 式 中 将 ! 解 出 来 ， 即 
/3 
i 
在 这 个 解析 式 中 5 成 了 自 变 量 ， 而 成 了 汉 变 量 ， 
此 例 表 明 ， 同 一 问题 在 不 同 的 条 件 下 ， 自 变量 与 鲍 变 量 可 
以 互相 转化 ， 
定义 ” 设 函 数 =A(x) 的 定义 域 为 六 ， 值 域 为 ， 如 果 对 
于 Y 中 的 每 一 个 值 y， 在 外 中 都 有 了 叭 一 的 值 x 与 之 对 应 (对 应 
规律 仍 是 ;=f (x)), 则 得 到 一 个 以 》 为 自 变 喇 ， 以 x 为 因 变 量 
的 新 应 数 ， 称 为 =Ax) 交 反 消 数 ， 记 为 
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% = 广 :7 让。 

从 反 困 数 的 定 交 中 可 以 看 出 : 

《1 》 如 果 函 数 =f(x) 存 在 反 耳 数 ， 则 其 定义 域 获 和 值 
域 Y 之 问 必 存在 一 种 特殊 的 对 应 规律 ， 在 函数 定义 中 ， 村 求 下 
中 的 每 一 个 值 x 对 应 了 中 的 一 个 确定 信 7 。 在 及 半数 定义 中 ， 
艾 要 求 了 中 的 每 一 个 值 7 对 应 区 中 的 一 个 确定 佑 x， 即 对 任意 
的 xi，xiEX， 当 wy 时， 必 有 (xD) 半 了 (x,) 通常 把 这 种 
对 许 叫 做 一 一 对 应 ， 

(2 ) 实际 上 ,3 = 与 x =/'(y) 是 互 为 反 函 数 ， 即 

FF) x XE RD = IEY, . 

通常 都 用 字母 x 党 示 白 变 量 ， 用 字母 y 表示 函数 。 为 了 与 
书 惯 一 致 ， 将 反 函 数 x= 广 入 7) 中 的 7 改 为 x, 把 x 改 为 y。 这 样 
就 将 反 务 数 x = 广 ( 如 表示 为 y= 六 "(x). 

例 J 证 明 消 数 y= 3x+1 在 区 间 《- cc， + co) 上 存在 反 
消 数 ， 求 其 反 画 数 ， 并 画 出 西数 与 反 沙 数 的 图 形 . 

证 明 在 (-%%, +00) 内 任 联 Xx，x,， XX 也 就 是 
x1 一 XE0， 且 有 

xD ff x) = 3 + (B+1) = 3 一 和 于 

即 函 数 的 定义 域 与 值 域 之 
间 是 一 一 对 应 的 ， 故 存在 
反 函 数 ， 

其 反 函 数 为 


-~D, 
因为 函数 y=3x+1 
及 其 反 函 数 了 = 二 (x- 续 


都 是 直线 ， 所 以 利用 裁 上 中 
法 很 容易 作出 它们 的 图 象 
‘如 图 1 ,17》， 赂 1.17 


下 面 我 们 来 研究 国 数 7 = 六 与 反 融 数 2=f "(x) 图 象 之 
间 的 关系 ， 

上 图 1.17 不 难 发 现 ， 静 数 y= 3x+1 的 图 象 及 其 反 国 数 
3 = 二 (x 一 了 的 图 银 是 关于 直线 = x 对 称 的 ， 对 于 一 般 函 数 是 
不 是 这 样 呢 ? 

函数 =) 及 其 反 范 数 =. 广 (的 图 象 关 于 坦 线 =x 
对 称 ， 

事实 上 ， 在 函数 ;=ftx) 的 图 象 上 任 了 到 一 点 (x,，24)， 当 
然 有 J =/ (x). 由 反 函 数 的 定义 知 ， x,=/ (0), 这 家 朋 点 
Cs x 在 函数 ?= 广 :(x) 的 图 象 上 ， 而 点 《xsy 了) 与 成 《js 
xD 到 直线 7 = x 上 任 一 点 (xy) 的 距离 分 别 是 


VX) PI RI Cy oY, 
由 于 =x， 因 此 容 
VT TH) = yo), 
故 点 (x0 290) 与 点 《J4，*w,) 关 于 直线 = x 是 对 丈 的 ， 再 根据 
点 《xi yo 的 任意 性 ， 从 而 知 函 数 y=/(x) 及 其 反 浮 数 y= 
广 (w) 的 图 得 关于 直线 7 = x 对 称 ，. 
一 个 函数 在 什么 条 件 下 ， 存 在 反 芍 数 呢 ? 下 面 的 定理 给 出 
了 一 个 函数 存在 反 画 数 的 充分 条 件 ， 
定理 ].1 如 果 函 数 )=_/(x) 在 区 各 和 上 是 严格 递增 . (或 
严 社 递减 ) 的 ， 则 它 存 在 反 消 数 x= 广 !( 旋 ， 有 也 是 严格 递增 
(或 严格 递减 ) 的 ， 
证 明 我们 仅 就 严格 递增 的 情况 证 明 ， 

” 设 了 =x) 的 信 城 为 了 ， 关 于 反 函 数 存 在 性 ， 只 须 证 明 ， 
对 了 中 任意 一 个 和， 在 区 闻 式 中 必 存 在 唯一 的 一 个 品 与 之 对 
应 ， 且 

Fw) = 
x 的 存在 性 是 显然 的 ， 班 证明 唯 一 性 。 
用 反 让 法， 假设 在 蔷 中 存在 x, 夺 x,， 也 满足 
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xD = 
则 有 六 re) = f(x) = yo 
这 就 与 ”= 了 (x) 是 严格 递增 的 相 矛 盾 。 畴 此， 函数 A(x) 存在 
反 函 数 x = 广 '(9)， 

再 证 反 函 数 x = 六 1()) 在 Y 上 也 是 严格 递增 的 ， 即 中 本 
首 两 虞 为 与 3， 当 了 之 时 ， 避 有 有 Dy), 

用 反 证 法 ， 假设 六 (0) 守 了 ?9 令 X= 了 (9 X= 
广 '(y,)， 即 . 

x = 2 
四 为》 = 上 的 在 上 是 严格 递增 的 ， 所 以 当 x 这 x; 轩 ， 有 
P= x PA) = 为。 . 
最 然 这 与 假设 的 类 之 3 相 了 矛盾， 故 证 明了 反 函 数 x = 广 :( 力 在 
+ 了 是 严格 递增 的 ， 口 

类 伏地 可 以 证 明 严 格 递减 的 情 带 ， 留 给 读者 作为 练习 。 

例 2 证明 两 数 = xzEN) 在 区 陪 (- eco, +ee) 上 
存在 反 函 数 ， 

证 明 根据 定理 1,.1， 只 贷 证 明 画 数 =x = 二 2 
在 区 闻 〈- so, +o0》 上 是 严格 递增 的 即 可 。 事 实 上 ， 任 取 两 
后 | ,Et-00, +o0), 

显然 ， 妆 0 时， 在 Xxx 和 (12 

当 守之 x 所 0 时 ， 两 了 边 乘 以 -1, 有 于 ~x, 之 9， 于 是 ， 

(— XI) > x 
即 ~ x ~ x 
故 得 XN no 

闻 理 可 证 ， 当 xi 环 0<xs 时 ， 也 有 有 x 人 x 

综 上 所 述 ， 函 数 7 = “在 〔〈~ oo，+eco) 上 是 严格 递增 
的 ， 故 存在 反 阔 数 =! wx， 

例 3 证 明 隔 数 y=x: 在 区 间 〔- =, + om) 上 不 存在 反 
前 数 ， 

证 明 事实 上 ， 对 函数 的 什 域 C0，+o0) 内 任意 一 点 .> 
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0; 在 画 数 的 定义 威 《- so, + 9) 内 对 应 于 .jy， 有 疯 个 x， 妓 
党 = + 

它 不 满足 一 一 对 应 的 条 忻 ， 故 沙 数 =x 在 t-c2，+o0) 上 不 
存在 反 函 数 ， 

如 果 将 函数 =x’ 仅 限制 在 区 闻 (~ 0, 站 或 [0; + 0) 上 ， 
别 函 数 y = x 在 区 间 ( -oo, 们 或 [0, + o0) 上 存在 反 鲨 数 ， 反 函 
数 分 别 有 是 2》= -~ wy 与 了 =wx。 这 是 因为 函数 7=x: 在 区 间 
《~ 00,0] 上 严格 递减 ， 在 区 间 [0, + oo) 上 严格 递增 。 


二 复合 话 数 
由 两 个 或 多 个 简单 函数 能 构成 新 的 复杂 的 函数 ， 除 经 过 简 


单 函 数 的 四 则 运算 外 ， 大 量 的 是 用 复合 的 方法 构成 的 。 例 如 ， 
质量 为 ”的 运动 物体 的 动能 孔 是 速度 的 函数 


E = Tm 


而 速度 :又 是 时 间 ! 的 酉 数 ， 如 果 所 研究 的 是 初速 度 为 怜 的 自由 
落体 ， 则 其 下 落 速度 为 + = 81。 这 时 物体 的 动能 和 通 过 中 间 变 
其 "是 时 间 ! 的 男 数 ， 即 

B= 地 mi = 汪 人 人 


国 数 己 = 二 就 是 由 函数 日 = 于 mr 与 v= 81 用 复合 的 方法 


构成 的 ， 
定义 ” 设 画 数 =f(w) 的 定义 域 为 U0， 函数 = mtx)? 的 定 
义 域 为 和 ， 其 值 域 为 避 '， 且 
UN 
则 称 其 数 
=/Cptx)) 
大 由 =/ 与 r=2(x) 记 构成 的 揽 含 函数 ，* 隐 为 中 间 穴 是， 
复合 泡 数 的 定义 域 由 = wk(x) 的 定义 中 使 p(x) 属于 
= 上 矿 弛 的 定义 域 的 那些 x 的 全 体 组 成 。. 
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这 里 把 一 个 订 数 “代入 ” 另 一 个 函数 的 运算 叫做 复合 和 运 
算 ， 
例 4 函数 y=sin'xw， 可 以 看 成 = 和 w=sinx 复 合 而 
成 ; 
函数 y= + cos'x, 可 以 看 成 7 = 址 ， #=1+g? 和 ?= 
cosx 复 合 而 成 ， 


函数 ?= w1+]g(3+coses) ,可 以 看 成 
# 


#=1+tlps 


了 = 


F=3+ co 
= 
复合 而 成 ， 
例 5 下 列 函 数 也 是 复合 函数 。 
机 数 7 =a 7， 可 以 看 成》=a*，#= ~x 复合 而 成 ， 
函数 y= 《~ sx) 可 以 看 成 了 = 如 和 # = ->x 复 合 而 成 ; 
函数 y= sin(x) 可 以 看 成 了 = sins 和 # = x!: 复 合 而 成 ， 


函数 = cos-- 可 以 看 成 7 = cosx 和 w= 二 复合 而 成 ， 


例 6 求 复合 函数 y=1opusinx 与 1=arccos 2x 的 定 


1+x: 
解 ” 复 合 函 数 .7 = logsinx 是 函数 y=1logo# 与 #= sinx 复 
合 而 成 ， 其 定义 域 是 所 有 使 sinx2>0 的 x 的 集合 ， 即 
24T wt 1} ra, 六 二 和 j， 主 1, 土 2 


咎 合 函 数 =arcecos 2 是 函数 4 =arccosa 与 #= 


]+x: 


-Ey 
1+w? 


出 六 对 任意 的 x， 都 有 2x|] 二 1 +x:， 即 


复合 而 成 ， 其 定义 域 是 所 有 使 上 2x_ | <1 的 x 的 集合 ， 


1+x’ 
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| 2x | 
| | 14 | 


故 函 数 的 定义 域 为 (~ ce，+ co)。 


1， 


$ 1,7 初等 函数 


一 ”基本 初等 血 数 
在 中 学 数学 中 ， 学 过 如 证 函数 ， 
藉 函 数 了 = x (ce 为 实数 ) 1 
指数 函数 y=a* (a>0, a1); 
对 数 函 煞 y=1log,x (a0 dl1)) 
三 前 函数 y=sinx, = Cosx， 
y=tgx, J = CtExs 
友 江 负 函 数 y=arcsinx，y = afccosx， 
p=arctgx, 二 arCcctgx。 
为 了 区 知 其 它 更 复杂 的 国 数 ， 把 这 五 种 国 数 巴 做 基本 初等 函 
数 。 
由于 基本 初等 函数 是 构成 〈 如 复合 等 》 复 淋 函数 的 基础 ， 
因此 在 应 数 的 研究 中 它 起 着 重要 作用 ， 下 面 集 中 复习 这 些 函 数 
欧 基 本 性 质 和 它们 的 图 象 ， 
1 “和 顶 次 数 
了 =w (a 为 实数 ) 。 


笑 函 数 的 定义 域 与 a。 有 直接 关系 。 当 a= 二 时 ， 画 数 的 定 


义 域 为 [0, + oo)i 当 a= 训 时 ,函数 的 定义 域 为 (~ oo， + oo) ， 
但 是 ， 不 论 c 为 何 值 ， 函 数 在 区 间 (0, + ce》 上 总 是 有 定义 的 ， 
(1) 当 c>0 叶 ， 
此 时 丽 数 的 图 象 胃散 次 撼 物 线 ， 且 过 点 (0,0) 及 点 (1 1) 
32 


‘如 图 1 ,18)，。 


图 1.18 

特别 地 ， 当 a=2x (n=1,2,…) 时 ， y= xz 、 

图 数 的 定义 虐 为 〈【- co0，+o0); 

郑 数 的 值 域 为 [0, + ee) 

函数 都 基 偶 应 数 ， 

炒 数 在 [0, + 55) 上 是 严格 递增 的 ， 而 在 《- 00; 们 上 是 严 
柠 递 城 的 。 如 图 1.18，a = 2 情形 . 

当 C = 24 -1 (x=1,2,3,0), P= x 

图 数 的 定义 域 和 值 域 都 是 (~ co，+ ec) 

轩 数 都 是 奇 沙 数 ， 

明 数 在 《00, +cc) 上 是 严格 递增 的 。 如 网 1.19，a = 3 的 
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情形 ， 
当 “ 是 正 的 嫉 约 分 数 时 ， 即 a= 全 ，#， 为 孔 质 的 正 束 


煞 ， 如 果 ? 为 奇数 ， 则 其 定义 域 为 《- coy f+ cc)， 如 图 1,18， 


a= 本，c= 等 的 情形 。 如 果 ， 为 偶数 ，w 为 奇数 ， 则 其 定义 域 


为 [0, + o0)， 如 图 1.18，a = 二 ，Qa= 池 的 情形 。 这 两 种 情况 
函数 的 单调 性 种 奇 惕 性 也 不 礁 判 断 ， 留 给 读音 作为 练 可 。 

(2 ) 当 a<0 时 ， 

此 时 通 数 的 轿 杀 叫做 区 (w= -a) 次 双 上 昌 旨 ， 而 且 过 点 
《1,1) 【如 图 1.19》 ， 

畦 串 地 ， 当 &= 一 2 一 12 0 了 时 ， 二 

函数 的 定义 域 为 《- 00,0) U (0, + oo); 


纯 数 的 伍 也 六 (0， + 09)， 
天 数 神 是 偶 函 数 ; 
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函数 在 区 闻 (- ee, 的 上 是 严格 递增 的 ， 裔 社区 间 (0，+ co) 
上 是 严格 递减 有 的。 如 图 1.19，a= -2 的 情形 

当 之 = -2x 一 1 时 ， ?=x 

函数 的 定 交 域 和 值 域 都 是 【~- se, 们 10， + ce) 

防 数 都 是 奇 函 数 ! 

函数 在 〈《- ec;0) 和 (0, +o0) 上 都 是 严 杰 递减 的 。 如 图 
1.19，w = -3 的 情形 ， 

当 a= - 子 时 ， 通 数 是 奇 函 数 ， 当 a= -二 时， 函数 的 定 
浆 环 是 〔0，+ ec)， 

2 指数 函数 

= 【40，01)， 

孜 数 的 定 迪 域 是 〈《- eo, + oo)、 值 域 是 (9, + 00) 函数 的 
图 象 都 过 点 (0,1) (如 图 1.20) ， 

当 # 守 1 时 ， 落 数 是 严格 递增 的 、 

当 0<s<1 时 ， 消 数 是 严格 递减 的 ， 


3 ”对 数 函 数 
y=logx (a>0, ael). 
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由 半 指 数 耳 数 =a* 在 其 定义 域 上 是 严格 单 谓 的 ， 因 此 它 
存在 反 函 数 ， 即 对 数 函 数 ， 

对 数 酒 数 的 定义 域 就 是 指数 水 数 的 值 域 (0, + 00), 而 对 数 
谓 数 的 值 域 就 是 指数 函数 的 定义 域 (- so， f co) 《如 图 1 ,21)， 


图 1.21 

当 # 之 1 时， 对 数 阔 数 是 严格 递增 的 ， 当 0<x<1 时 ， 其 天 
数值 为 负 。 当 >>1 时 ， 其 函数 值 为 正 。 

区 0<4<1 时 ， 对 数 通 数 是 严格 遵 减 的 ;区 0 二 x<1 时 ， 其 
晃 数 值 为 让， 汝 *> 1 时 ， 其 函数 值 为 负 , 

特别 地 , 以 10 为 底 的 对 数 叫 项 常用 对 数 , 用 “lg” 表 示 、， 以 无 
理 数 :为 底 的 对 数 叫 做 自然 对 数 ， 用 “ln” 表示， 

4 ”三角 函 数 

正弦 函 数 与 余 荡 画 数 

=Sinx 与 = Cosx， 


它们 的 定义 域 都 是 《一 00, +so)，* 值 域 都 是 C- 1 1 


它们 都 是 以 2 为 周期 前 周期 男 数 。 
因为 有 
sin(— x)} = ~ sinx 与 cos(~ x) = cosx, 


所 以 正 演 函数 是 闸 函 数 ， 消 数 图 象 关 于 原点 对 称 ({ 如 图 1 ,22)， 


号 和 


余弦 函数 是 偶 函 数 ， 范 数 图 象 关于 》 轴 对 称 (如 图 1 ,22) 。 


因为 有 
inx] <1， icosx| 1, 
所 以 两 个 兆 数 在 整个 定义 域 上 是 有 界 的 。 
从 图 1.22 看 到 ， 函 数 ?= sinx 在 [ - 至 ， 互 | 上 是 严格 递增 
的 ， 而 少数 y=cosx 在 [50,5] 上 是 严格 递减 的 ， 
正切 委 数 与 余 切 函数 
=tBx y=ctgx, 


正切 函数 的 定义 域 是 实数 集 去 控 x = kr + 了 《大 是 整数 )) 


完 切 函数 的 定义 域 是 实数 集 去 掉 x = &r (二 是 整数 ) ; 它们 的 
慎 域 都 是 【〈- co, + 0c)，, 
它们 都 是 以 工 为 周期 
的 周期 函数 (如 图 1,23)。 
因为 有 
tg(~x)= ~tgx 与 


I 
| 
Ctgt— xw) = — Ctgx, 1 二 
所 以 它们 都 是 奇 画 数 . 它 1 9 IANA ! ” 
们 的 图 象 都 是 关于 原点 对 1!/\| 人 
称 〈 如 图 1.23) 1 
从 图 1.23 看 到 ，2= 1 中 | | 
和 和 


tgx 在 (一 孔子 ) 上 是 严 
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炸 递 增 的 ; > = ctgx 在 (0, =) 上 是 严格 递减 的 . 

5 反 三 角 函 数 

因为 三 角 函 数 都 是 周期 泡 数 ,所 以 在 值 域 中 任 取 一 个 ? 值 ， 
都 对 应 定 头 域 中 元 穷 儿 个 x 值 ， 恕 果 把 x 仅仅 限制 在 使 兰 角 通 
数 严 格 单调 的 区 间 上 ， 就 会 得 到 无 穷 儿 个 反 函数， 通常 总 是 取 
忆 原 点 为 端点 或 以 原点 为 中 点 的 最 小 的 且 乓 县 取 正 的 严格 单调 
区 癌 作 为 讨论 及 计数 的 基本 区 间 ， 在 这 个 区 间 所 得 到 的 反 函 数 
记 做 它 的 主 值 部 分 。 

反 三 角 函 数 的 定义 虑 号 是 它 对 应 的 三 角 函 数 的 值 域 ， 反 三 
衣 上 耐 数 的 值 域 就 是 限制 x 的 那个 严格 单调 区 间 ， 

反 三 角 函 数 的 图 象 就 是 三 角 范 数 的 图 象 关 于 直线 ?=x 的 
对 称 图 象 ， 

反正 续 函 数 7 了 =arcsinx ( 主 vy 
值 部 分 ) 前 定义 域 是 [-1，17， 全 ) 


t 
- | 
城 是 | - 互 ， 壮 ]， 它 在 定义 域 上 是 y=-arbeoax 
严格 递增 的 ， 而 且 是 奇 函 数 ， I 


l 

及 作怪 函数 =arccosx { 主 - | 
值 部 分 )》 的 定义 域 是 -it TD, 值 | 
1 

1 

上 


域 是 C6, zx， 它 在 定义 域 了 上 是 严格 
递减 的 。 
它们 的 是 数 图 象 如 图 1,34 示 ， 
反正 切 落 数 ?= afctgx 《主公 
部 分 》 的 定义 域 是 (~ eey + eo), 值 
域 是 [也 ， 字 |， 它 在 定义 域 上 是 
严格 递增 的 ， 而 旦 是 奇 函 数 ， 
反 众 切 画 数 了 = arcctgx ( 主 值 部 分 ) 的 定义 域 是 (oo0， 
+o0)， 信 域 是 50,7]， 它 在 定义 咸 上 是 严格 递减 的 ， 
它们 的 了 航 数 图 象 如 图 1 .25 未 ， 
2 


I x 
1 
| 

对 
I 
1 


图 1.24 


人 ee eh ee 


a 


区 


图 1.25 


二 ”初等 函数 


定义 ” 凡 由 基本 初等 函数 和 常数 ， 经 过 有 限 次 四 则 运算 及 
有 有限 次 复合 运算 而 构成 的 函数 ， 称 为 初等 函数 ， 


例如 ， 
$=logcosx’, =x sin 二 ， 
y= tem, T=arcCSinv 0 — x , 
和 


=1tx + x: — Snx, = 一 log +x) 等 等 ， 
都 是 初等 函数 . _ 
三 双 曲 冰 数 
现在 介绍 与 三 角 函 数 类 似 的 一 类 初等 函数 一 一 双 岗 函数。 
(1 函数 生生 串 做 双 曲 正 攻 函 数 ， 记 作 


6 oo 一 


shx = 


shx 在 { - ee, + eo) 上 是 奇 函 数 。 事实 上 ， 
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EE 
sh(—wxwx) = 7 一 = 5 shx, 


(2 ) 函数 个人 叫做 双 曲 余弦 画 数 ， 记 作 


chx = + 
chx 在 〈《- seo，+co) 基 偶 函数。 事实 上 ， 
ch 
根据 指数 函数 的 图 象 我 们 
三 难 画 出 双 曲 正 艾 和 双 昌 祭 弦 
的 葡 数 图 象 《 如 图 1.26) 。 
《3) 函数 
Shx _ er—e-* 


thx=>” = 
chx ee 


一 chx, 


cthx = chx = 二 
shx 


gr— ge*? 


分 别 叫 散 双 曲 正切 荔 数 和 双 
曲 余 切 函数 ， 其 函数 图 象 如 了 图 1 24 
图 1 .27 示 。 


a 


印 1.37 


根据 双 曲 亏 数 的 定义 ， 不 中 证 明 ， 下 列 四 个 合式 ， 
shfx +y) 一 SPhxchy + chxshy, 
shfx 一 人 =Shxchy -Cnxshy， 
Chfkx tH) = chxchy + shxshy, 
ch{tx—) = chxchy — shxshy, 
这 里 给 出 第 一 个 公式 的 证 明 。 册 定义 得 
Br eT* Ete YY erte-" er—eY 


shxchy + chxshy = 5 St 


+ 1  ， - i 
et ts 
4 ri Fa 


-1, 
4 


1 1 1 Lig 
4 


Te 
4 4 和 


# 3 一 和 
= 一 一 人 一 shex +7), 


其 余 三 个 公式 留 给 读者 作为 练 避 ， 

在 第 四 个 公式 里 ， 令 x*=y， 并 注意 到 ch0 = 1, 得 
chix ~ sh:x = 1, 

在 第 一 个 公式 里 ， 令 x=X， 得 
sh2x = 2shxchx, 

在 第 三 个 公式 里 ， 令 xx=y， 得 


ch2x = chix + shix, 


t1 


一 ”内 容 概要 

1 重点 及 要 求 

本 童 最 基本 的 概念 是 函数 ， 在 函数 概念 中 一 定 要 理解 好 函 
数 的 定义 域 和 对 应 规律 ， 其 中 特别 是 对 应 规律 。 要 掌握 好 基本 
初等 丽 数 的 重要 性 质 和 图 象 。 

要 善于 将 几 个 简单 函数 经 过 适当 的 复合 运算 写 出 它 的 复合 
钞 数 ， 又 要 善于 将 一 个 复合 函数 分 成 几 个 基本 初等 钞 数 ， 这 是 
以 后 进行 微 积分 运算 所 必须 的 ， | 

2 ”实数 系 


a- 一 | 名 整数 | 元 限 但 环 小 数 ， 


光 限 非 循序 小 数 


全 通 常 把 殊 若 ， 证 尽 小 数 才 看 成 无 限 钴 环 小 数 ， 峭 规 ，125 = 125. 人 0 
1 2.690. 
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3 ”初等 函数 的 分 类 
代数 运算 ”把 加 ， 减 、 匡 、 除 、 回 数 次 乘 方 和 开 方 等 运 


算 称 为 代数 运算 ， 
代数 函数 凡是 对 自 变 量 及 常数 作 有 时 次 的 代数 运算 ， 便 
可 以 求 得 函数 值 的 函数 ， 叫 做 代数 函数 ， 


现 将 初等 函数 类 列表 如 下 ， 
一 | 有理 娩 钾 数 |( 一 | 多 项 式 | 
一 | 有 有理 甬 数 | 一 2 
六 | 代数 函数 “六 -| 在 弄 分 尖 歌 | 一 -| 有 理 假 分 式 
| 
E 一 | 无理 曾 数 | 
了 | | 
数 i 
类 一 | 二 市 反 三 角 函 数 | 


二 aa 
一 /其 它 南 数 等 | 


4 求 函 数 定 又 域 常用 的 方法 

关于 函数 的 定义 绒 ， 在 数 的 定 又 中 强调 了 “ 自 恋 重 取 人 
的 范围 ”， 什 么 是 自 变量 取 值 范围 呢 ? 就 是 在 实数 集中 ， 使 函 
数 有 意义 的 自 变量 的 变化 范 图， 因此 ， 对 常见 的 初等 函数 指出 
求 其 定义 域 的 常用 方法 蚌 必 要 的 。 现 搞 基 要 者 归纳 如 下 ， 

(1) 分 式 前 分 母 不 能 为 堆 ， 

‘2 ) 开 偶 次 方 的 被 开 方 式 子 应 为 非 负 ; 

(5 )》 当 方 丢 的 指数 是 无 再 数 或 含有 变数 时 ， 方 底 的 武子 
应 为 正 

(4) 对 数 符号 后 的 式 子 应 为 正 ; 

《5 ) 反正 弦 、 反 余 交 符 号 后 的 式 子 的 绝对 信 不 超过 1， 

《6 ) 有 限 个 函数 的 四 则 运算 得 到 的 新 冰 数 ， 其 定义 域 是 
各 函数 定义 域 的 公共 部 分 等 等 。 


人 3 


5 ”初等 活 数 的 构成 


一 个 4 对 应 一 个 - 
二 A 1 (uy 


六 定义 y= tr) 
全 反 备 数 存 在 的 等 价 荣 件 ， 六 与 二 疗 前 一 一 对 应 ; 
便 反 也 数 存 在 的 充分 条 件 ， 沙 数 在 让 上 严格 单调 ， 


一 | 区 廿 数 | 


加 指数 血 教 Y= 0 1) 
贪 对 数 画 数 y=1ogtta0, dl1) 
是 三 角 画 数 区 =Sinr， Y = wosr 等 | 


( 岁 三 着 《 衬 为 赛 表 》 1 
\ 全 反 三 前 通 散 4=aresiry 等 . 


条 等 本 数 | 由 基本 初等 机 数 及 常数 ， 经 有 限 次 四 则 运算 及 有 思 
一 ~ 一 一 次 复合 运算 而 构成 


| 代入 
一 复合 奖 数 | y=f00), up Sy jp(z)， 


二 儿 点 说 明 
1 两 个 函数 相同 
在 函数 定义 中 有 三 要 案 ， 即 定义 域 ， 对 应 规律 和 人 导 域 。 其 
中 定义 域 和 对 应 规律 是 基本 的 ， 因 为 值 域 完 全 可 由 定义 域 和 对 
应 规律 而 确定 ， 
车 两 个 阔 数 的 定义 域 和 对 应 规律 相同 ( 即 对 任意 的 xEX， 
按照 两 个 函数 的 对 应 规律 在 了 中 将 得 周一 个 力 ， 则 称 两 个 函数 


相同 。 
例如 ， 下 面 三 个 函数 
wx! jx 1 1 当 x 半 时 
x x 2 


-1 当 x<0 时 

它们 的 定义 域 都 是 实数 集 去 掉 x = 0， 而 且 它 们 的 对 应 规律 也 是 

一 样 和 的 ， 好 当 x 为 正 数 时 ， 对 应 的 了 都 等 于 1; 当 x 为 负数 时 ， 

对 应 的 ?都 等 于 - 1， 所 以 这 三 个 函数 是 相同 的 , 只 是 澡 达 式 不 
| 


同 而 已 ， 

当然 ， 洪 函数 的 定义 域 和 对 应 关系 这 两 者 之 中 有 一 个 不 
同 ， 那 入 函数 就 不 相同 ， 

例如 ， 1 三 lgx: 与 = 2lgx, 
由 于 函数 思 = lgx*: 的 定义 域 是 实数 集 去 掉 x = 0, 沙 数 y= 2lgx 
的 定义 域 是 (0, + o0), 妈 两 者 的 定义 域 不 一 样 ， 故 两 个 函数 不 
相同 ， 不仅 这 样 ， 如 果 两 个 务 数 的 定义 域 仅 有 一 点 之 差 ， 那 么 
两 个 函数 也 不 相 阅 。 创 如 ， 

= Je 二 人 二 

最 然 ,， 37， 的 定义 域 是 实数 华 去 掉 xx=1， 而 3 的 定义 域 是 实数 
集 ， 故 两 个 函数 不 相同 ， 

除 此 之 外 ， 藻 数 定义 域 相 同 ， 而 对 应 关系 不 同 ， 两 个 函数 
也 不 同 ， 这 样 的 例子 是 很 多 的 ， 

2 复合 函数 的 对 应 关系 

在 复合 消 数 定义 中 ， 强 调 了 函数 =j(x) 的 定义 域 口 与 孙 
数 #=wtx) 的 值 域 U" 的 交 不 空 ， 即 

Un TY 

它 有 如 下 几 种 可 能 ， 
《1) U' 是 UU 的 真子 
集 ， 此 时 ， # = p(x) 
的 定义 域 关 就 是 复合 
函数 =f[p(lx)) 的 
定义 域 ， 在 这 种 情况 
下 ， 由 于 U' 真 包含 在 
U 时， 内 此 复合 函数 
了 =fCgp(x)23 的 值 域 较 图 1 .28” 
函数 =f(x) 的 值 域 缩小 了 (如 图 1.28)，{2) UU 与 VU’ 是 相 
等 和 的， 此 时 沙 数 # = ptx) 的 定义 域 区 就 是 复合 函数 3》=/ [p(x)) 
的 定义 域 ， 并 且 复 合 函数 y= [p(x)] 的 全 和 域 与 五 数 7 = Fo) 
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的 值 域 相 等 (如 图 
1.21), 《3) UU! 的 一 
部 分 包含 在 0 里， 此 
时 冰雪 # = Pt》 的 是 
义 域 的 一 -部 分 XX!' 起 复 
合 图 数 y= p(w) 
的 定义 域 ， 由 于 U0!' 的 
一 部 分 包 念 在 局 里 ， 
因此 复合 函数 = 
Jp 的 值 域 较 范 
数 .7 =. 关 se) 的 值 域 缩 
小 了 如 图 1.30) 。 
然而 ， 可 能 有 
DNU" = 名 ， 例 如 ,在 
开 区 间 (0, + cc) 内定 
义 了 国 数 了 =7(9) = 
log,n, 区 在 开 区 同 
(~ co 二 90) 内 证 六 
了 画 数 #=g(lx) = 几 1.36 
(1+x:)， 册 于 遂 数 g(x) = - 人 t+x59 的 值 域 永远 小 于 霍 ， 所 
以 与 函数 ay = logss 的 定义 域 不 变 ， 鼓 经 过 复合 运算 所 得 色 
的 表达 式 


= logrt ~ (1+%’)) 
在 实数 集合 内 无 意义 ， 
5 ” 米 数 概念 的 推广 一 -- 喘 射 
”在 了 解 函 数 概 念 的 基础 上 ， 我 们 来 讨论 映射 ， 
设 站 ，Y 是 两 个 和 集合， 如 果 对 于 广内 的 每 一 个 元 索 x， 依 
着 某 个 对 应 规律 六 在 了 中 总 有 了 唯一 确定 的 元 周 7 与 x 对 应 ， 
则 称 六 是 从 关 到 了 的 映射 。 称 是 x 在 /下 的 象 ， 记 作 .= 了 (x) 
或 了 =fx。 叉 称 x 为 7 的 原 象 ， 集 六 称 为 映射 /的 定义 域 ， 由 
生生 


所 有 的 象 Ax) 庚 组 成 的 集合 称 为 站 的 象 集 ， 论 作 
Rj={y|y=/(x), *EX), 
有 时 为 了 简便 ， 常 把 从 关 到 RyCY 的 映射 写成 
f; X->xY， 或 x | fn), 
特别 地 ， 如 果 关 ， ”部 是 由 实数 组 成 的 数 集 ， 它们 之 间 的 
映射 就 是 数学 和 轴 析 中 所 讨论 的 阔 数 ， 
例如 ， 阔 数 了 = ”是 从 定义 城 【- oo, +co) 到 值 威 【- cc， 
+ co) 上 的 映射 ， 


汞 数 ?= sinx 是 从 定义 域 《- co + oo) 到 值 域 [ ~ 1 菇 前 
映射 ， 


区 数 
i， 当 x 记 0 时 ， 
= SBNX = 0， 当 x= 人 0 内， 
-1， 当 x<0 时 ， 
和 是 从 定义 域 《- co, + ce) 到 值 域 {1,0, -二 的 喘 射 ， 
由 此 可 见 喘 射 是 函数 概念 的 推广 。 
三 ”例题 选 讲 


例 1 在 平面 上 通 出 满足 x +; 是 整数 的 一 切 点 (x, 了 ) 的 集 
合 ， 

过 本 思路 ”在 平面 上 首先 考虑 x+y=0 的 点 的 集合 ， 然 后 
考虑 x+y=#(s 是 不 等 于 0 的 整数 )， 

解 因为 x +y=0 就 是 真 线 ?= - x， 在 这 条 直线 上 的 各 
点 多 满足 x+J=0， 所 以 ?= -x 是 使 x+y =0 的 一 切 点 集 ， 
再 令 x+3=#， 且 让 #= 士 1， 土 2，…， 在 直线 y= 一 次 十 用 
(= 土 ， 圭 9，…》 上 的 各 点 均 满足 x +7 等 于 正 、 负 整数 的 要 


求 。 《如 图 1,31) 。 于 是 ， 满 足 x +y 是 整数 的 一 切 点 集 为 喜 
线 族 


杂 . 


图 1,31 
例 2 解 不 等 式 l2x+2| - [x| 这 1, 
基本 思路 ”根据 绝对 值 的 定义 及 本 题 的 特点 ， 将 实数 轴 分 
成 三 个 区 间 ， 以 使 确定 不 等 式 中 2x+2 和 x 的 符号 ， 
解 令 |x| =0 lx+3 引 =0， 从 中 解 得 x=0,x= 一 1。 
它们 将 实数 四 分 为 三 个 区 闸 
(~ so —1), (—1,0), {0, + co)， 
当 x >0 时 ， 原 不 等 式 为 
2x + 2 % 1, 
解 得 x>~1， 故 其 解 为 (0， +o0) 人 (=-1, +oo) = (0,， -+ 00)， 
当 -1<x<0 时 ， 原 不 等 式 为 
2x+ + xX>], 


解 得 *> ~ 地， 故 其 解 为 (40)N(- 卫 ,+ 9) = (~ 地 ,0). 


当 x<< ~ 1 时 ， 原 不 等 式 为 
~ 2x ~—2+x>1, 
解 得 x 二 ~ 3， 故 其 解 为 〈- ec ~ 二 和 (一 oo -3) = 《oo， 
一 3) 。 
又 因为 = 0 原 不 等 式 成 立 ，” = -~ 1 原 不 等 式 不 成 立 ， 综 
上 记述 ， 原 不 等 式 的 解 为 
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(-co, -3) UL- 本， +eo)， 


例 5 证 明 不 等 式 
x 
亲本 思路 ”利用 不 等 式 的 性 质 4 ， 
|z- 引 之 上 -有 
证 明 出 不 等 式 的 性 质 4 得 
[十 和 十 和 十 十 XI 二 | 世 一 C1 十 交 十 :十 | 
[x[ | Crt wt t+ xn) | 
= |x| 一 x+ t+ we 
再 根据 不 等 式 的 性 质 3，|]a+ 站 所 + 国 ， 有 
[rt t+ 
< x) + | + + Nx, 
或 一 | tt + wa Ce + xsl + jd) 
代入 上 面 不 等 式 里 ， 最 后 得 - 
et Xt wot + a Ix) — Cxd+ xsl + 二 |) 


例 4 求 汕 数 y= I-x + w+ 一 的 定义 城 . 


x—1 


基本 思路 ”被 开 方 数 不 能 小 于 零 ， 分 母 不 能 为 零 ， 

解 ” 要 求 1-x: 字 9， 解 得 xEC-1, 二 ) 又 要 求 x 守 0，。 邯 
xcEr0 +o90); 以 及 要 求 xA1， 即 xE(-o0,1)U (1, +oo)。 

于 基 ， 基 数 的 定义 域 为 - 

C-i,1 Nc, to fc( ~-o0, DU UU, +00)) = 50,1), 

例 5 求 丁 数 y= (x 一 |x|)w sinsxrx 的 定义 域 。 

基本 思路 ”主要 考虑 零 乘 任 何 数 都 为 零 ， 

解 ” 因 为 个 次 方 根 的 被 开 方 的 式 子 不 能 为 负 ， 所 以 寡 
- sinzrx 六 加 但 是 要 使 - sinrxz0 成 立 ， 只 须 sinrx = 0, 即 
wx 一 下 《下 =0， 土 1， 士 2) 

男 外 ， 当 x 一 |x| =0 时 ， 即使 Vi -sin:ax 不 是 实数 ， 也 全 
= 0.w-Ssinzrx = 0 于 是 ， 当 x 这 0 时 ， x 一 |x| =0， 认为》 


奏 


是 有 定义 的 ， 

综 主 记述 , 函数 的 定 史 域 为 x 交 0 以 及 % = 一 让 (起 = 二 2) 

例 6 证 明了 =sinx: 不 是 周期 函数 ， 

证 明 ”应 用 反 证 法 ， 假 如 了 是 函数 f(x) = sinx? 的 周期 . 
由 于 .六 0 的 =sin 人 =0 故 TY =rO+T) = =, 即 

sin7:=0, 

由 此 可 知 ，T* = x 或 T= kz (=1,2,'")。 

因为 了 是 函数 A(x) 的 周期 ,可见 2T = 2w kz 也 是 f(x) 
的 周期 ， 而 和 且 有 /A(2T) =0， 所 以 Aw) 在 区 间 (0，w Ar ) 和 
(w 4r ，2w x ) 内 的 零点 个 数 相 问 。 

由 于 sinT?=sinkx =0, 记 以 函数 f(x) 在 (0,v xn) 内 
有 下 -1 个 零点 Vi  ，v 27 ，…wV -1x 而 在 区 间 
(A kr ，2w Tr ) 里 有 3 引 一 1 个 堆 点 ， 这 是 因为 

(2 Ar) 一 (vv Rt):=3kr 

的 缘 肯 ， 共 零点 ，w (用 +T)T vv (2 (A 
又 因为 上 > 人 0 故 让 -Ts3 有 -1 记 夺 的 出 现 说 明了 xy = sinx: 不 
是 周期 沙 数 ， 

例 7 证明， 定义 在 对 称 区 间 ( 一 4, 仿 内 的 任何 应 数 f(x) 
可 以 表示 为 个 函数 与 碍 函数 之 和 。. 

证 明 范 数 fx) 在 (- 4 全 内 可 表示 为 ， 


A (x) -x) _ NM(-x) 
IO 3 


SHO) ,ofO) -f (x) 
2 2 ， 


px) “0., $x) = Fx) — f(x) 
人 和 


不 难 证 明 ， 函 数 p(x) 在 区 间 《一 4， 内 是 偶 函 数 ， 阔 数 (x) 
在 区 间 《~ sa， 名 内 是 奇 函 数 ， 事 实 上 。 
0 


站 


op{—x) -A+ 三 人 fw 


地 -A A A 


= 一 (x) 
故 函 数 .A() 在 区 间 《一 而 多 内 可 以 表示 为 一 个 偶 函 数 p(x) 与 
一 个 奇 函 数 (x》 之 和 ， 
例 8 已 知 g(x) =sgnx ， 办 (x) =sinx ， 求 复合 画 数 
PC PPX PIPEXYI, BIE)Y, 
解 wrgp(x)I = sgn (sgnx) = sgnx, 
Pp(x) = spn (sinx) 
1， 当 2#7T x (2 二 1 时 ， 
0， 当 x = FT 时 ， 
一 3， 当 (8 一 <X<28T 时 ， 
二 和， 村 土 2 1)， 
BB) = Sinsinx, 


sin1, 当 x 守 0 和 ， 
ds x 一 0 时 ， 


WCCex)I = sin(sgnx) = 
~slinl1， 当 x<0 时 ， 


全 9 回答 下 列 各 问题 ， 
(C1) 设 f(x) =1+x， 对 任意 的 函数 g(x)，f[p(x)] = 
[Ax 成 立 芭 ? 
(2) 设 x) 是 常数 ,p(x) 取 什么 样 的 函数 使 fCp(x)] = 
FOX) 成 立 ? 
(3) 证 明 ， 当 A(x) = x 时 ,并 g(x)I = pe 对 任意 
的 沙 数 p(x) 都 成 立 ， 
基本 思路 ”要 用 到 常数 函数 玫 x) = C， 它 将 弄 轴 上 的 全 一 
数 集 对 应 到 纵 轴 上 一 点 的 特性 ， 以 及 /xy = x， 它 将 模 轴 上 的 
某 -- 数 集 对 应 到 狼 轴 上 同一 - 数 集 的 特性 ， 
解 (1) 不 成 立 ， 例 如 g(x) =sinx， 有 
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fp (XI = 1 + sinxesint + x) = gif C(x), 
(3) 只 要 取 g(x) = x 即 可 ， 因 为 f(x) =C 和 w(x) =x， 
所 以 
q(x) = fx) = C0, 
而 ef) = PC) =C， 
放 攻 有 有 /Co {x)= OF 
(3) 因为 fx) =xw， 所 以 
/to (x) = gx), 
所 有 FLA)I= C(x), 
玻 有 x) = v(x)Y. 
例 10 通 出 下 列 函 数 的 图 象 ， 
1 


(1 7=sgntgxs C2) 7= 3),x>0 3»=1- {2} 


“0, 
基本 记 路 利用 符号 函数 和 最 大 整数 函数 的 性 质 ， 


解 (1) 因为 tgx 在 区 间 (kx, kr + 三) 内 是 正 的 ， 在 区 间 


(kr -于 ，4) 内 是 负 的 ， 在 点 x= kr 处 是 零 ， 代 入 符号 卫 
数 ， 有 


=n 


图 1,32 
53 


是 
机 


1, 当 4r<<x<&r+ 记 时 ， 
了 一 ， 0, x = AH， 
| 
' 一 1， 当 Ar 一 本 <x<tr 有 时 ， 
《上 =0D， 土 1， 土 2， ‘1 
其 郑 数 图 象 如 图 1.32 示 ， 


(2 ) 因为 讨论 的 是 函数 二 的 最 大 整数 部分 ， 所 以 有 
[ 0， 当 1<x< +oo 时 ， 
1， 当 于 <x<1 时 ， 


了 二 [2 = 2， 当 二 <<* < 地 时 ， 
1 1 
， 4 < 时， 
其 商 数 图 象 如 图 1.33 示 ， 


(3 ) 这 是 从 双 曲 线 y= 二 ， 减 去 | 二]， 在 图 1.33 的 基础 


上 不 难 画 出 琢 数 7 = 二- [十] 的 图 象 ， 如 图 1,34 示 ， 
? 


| 
, 
放 
1 
1 
| 1 y=f 
IN 
1 1 所 
11 所 
i -二 二 一下 
1 1 
1 4 
1 上 
| 
1 kk 
341 
[1 


网 1.33 图 1.34 


二 | 


例 11 证 明 员 努 里 不 等 式 
(+x + iu) + x 1 tx + Xt + Ny 
其 中 x,，x:，*…，xs 是 符 屿 相 周 量 大 于 一 1 的 数 , 
证 明 应 用 数学 妇 纳 法 。 当 *x = 1 时 ， 要 证 明 的 不 等 式 显然 
成 立 。 设 对 # 成 立 
CL + wx) li x) + wp lw 
证 明 z + 1 时 也 成 立 。 两 边 同 弱 (1+xss1)， 出 于 xaw 庆 -1， 册 
+xo zf， 圳 
Ctl tw} Fx) (Cl + wr) 
tt wt) + ) 
二 十 tt ws tt Wpt Kast Ft Earl 
由 于 x， wo 符号 相同 ， 故 - 
ai tt 二 x) 0 
由 此 得 
(1 + x)) C1 + ws): (0) CL Fa) 
Lx wt 
这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
在 贝 努 里 不 等 式 里 , 当 x,= x =… = xs= x 时 ,不 等 式 就 成 为 
{1 +x 上 gx (R11)., 


下 ， 题 
312 - 
1， 解 下 列 不 等 式 ， 
C1 全 -2 r+ (2) l2x+3| >>13 
” 03) lx lr1is (C4) lx-1| > l2x"-1|: 


(C5) 人 + 别 - -+30 C8) iri dr+2 >r!~ Sr, 
2. 六 民 了 列 等 式 的 7 的 入 合 


Ti- ” 和 
(1) il 2 C8) |x:—7x+ 1 


(Xt x+ 12)s 


{£32 | 可 =x+T C4) lsinx| = sinx+ 2 
(5) lj2x+ 2 =x:, 
3， 证 明 不 等 式 ， 

[lal =- Bil je-i, 


§1.3 

4， 求 下 列 画 数 的 定义 域 ， 

(1) y=VI-%7] (2) y = -7 
《3) y=lgCx+2) +lgtr- 2); (4) y = ett 
(5) y= Vle(Eoe) (0) Y= sinr+v 16- x 
(7) y= Veint a (8 ) y= arcsin(1g 艺 )。 


5， 求 下 列 函 数 在 指定 点 的 函数 值 ， 
C1) 车 fC = 了 -4 求 1 一 JC0), jf flatbys 


(2 ) 车 /xz) = >?， 求 1(2)，f1 一 29，10)， 信访 


(3) 着 1(*) = 二， 水 je dx) - frys 
1+x* 当 Y<0 时 ， 
*—1 当 #2z0 时 ， 

求 fC-29, 1- D, fC0), f(D (2). 


C4) 者 1(z) ={ 


6， 解 方程 ， * 
《1 >》 设 兵科 = 和 -25+3， 解 方程 Fz) = 了 (DD 和 f(r) = D3 


(C2) 投 j(7) =1+x pOx) =*-2, 镍 方程 村 (xz pr 1= 弛 Gx3| 十 
p(x) |. 


?, 证 明 
C1) 车 1(x2 = er， 刚 1 一 2 14) 一 1=0 


=1nlT 7 =w{ st 
《2 ) 车 g(x) ln 则 p(y) + p02) A 
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(3) 闫 pg) =t80， 出 p(a+b) = +) 


§1.4 
和 8。 是 出 下 烈 函数 的 图 形 ， 
1 
本 和 下 
1) ?= 0 X= 0 
-3 和 :二 


C4) y= |sinx| ，0<xS273 
(5) y= 0/ x) 

3$1.5 

3， 讨论 下 列 隙 数 的 闸 偶 性 ， 


CEY Y=ert+t cosxs 


l1~ Pua C0)" 


ix ~ 1| 和 0 
| 
8 2 或 光合 


(4) y= 一 00 oo 
-rl 
《KE 3 {1+ Dj 


C2 y= ainr— COSX 


好 十 1 


(4) ?= 全 


{6) y=0+ bcosr, 


10。 讨论 下 列 函 数 的 周期 性 ， 对 于 周 期 函数 指出 其 局 期 ， 


(1) y=einl, 
党 


(8) y=eintxt 1)4 

15) Y=x— Cr) 

11、 寻 论 下 列 咽 数 的 单调 性 ， 
11) y= oot + oo 


(C3) 7=[=) #>0 


12， 讨 沦 下 烈 函数 的 有 界 性 ， 
(1) {sinl 


ni 


(C8) Y= im3w+ 11 
13。 生 胃 迪 里 严 列 滑 数 
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(2) Yl+ cos 了 


(4) Y= ter! 
6) Y= aintnxr, 


{2 y= loglxs 04 


CE) Pagntgw, 


2) 3 了 = [= x 0 


| 
(C4) 了 = 和 的 0 


几 Y 为 有 理 数 ， 
Dx 三 1 
10，x 为 无 理 数 ， 


任何 有 理 数 都 是 它 的 周期 ， 
14. 证 明 数 列 [< 基 -| 是 单调 递增 的 ， 且 有 界 ， 


§1.6 

15. 求 下 列 函 数 的 反 梢 数 ， 

(1) y=$xi+1} C2) eT 
(3) y= 1+2singTi; (4) y=1+1lg(x+ D1 
(8S) 鱼 一 第 二 和 (6) y=w1l-xt, 


16. 下 而 各 复合 攻 数 是 抱 祥 复 台 而 成 的 ? 

(1) f(D =2: (其 中 应 注意 ，a! 意味 着 4 1 ) 1 
C2) FO0) = sin(2r+ 2 )} 

(3) fm =sin(sin(22" "7 + 1))3 

【4 fixy = Duiny + sin(x+ 19: 十 站 4 二 (as2 二 ia 


17， 求 下 列 复合 通 数 的 人 
(1) 设 /9 = 了 求 1(z+ Df》 


(2) 设 兵 gz = 和 mk Ce 
(3) 设 j(x+1}=x: -3x+2， 求 fry 


C4) 设 放 z+ 二)=x*+ 二， 求 f(x)， 


18. 设 = 了 (7) 的 福 义 起 是 50,1)， 辐 


C1Y CE {2) filsinxys 

C8) flr+a, o>0 (Cay fettaoyt fx-d), o>0 
的 定义 域 是 秆 么 ? 

§1.7 


19, 证 明 ， 法 函数 Y= {fr = 1, 2 在 心 ， + ce) 上 是 遂 增 的 ， 
20， 证明 ， 在 5-~ 业 匡 上 的 在 何 z#， 恒 有 


TChiDE 中 BICcnax 天 


21， 证 明 ， 对 于 线性 菌 数 
fx) = ax+b, 
车 自 变 量 的 渚 值 =z fa = 1 2 …)》 组 成 一 个 等 差 数列 ， 则 对 应 的 函数 
值 y= 了 =1， 2 也 组 成 一 个 等 车 数列 . 
22. 已 知 通 数 y = 了 x} 的 图 形 ， 作 出 下 列 各 函数 的 图 形 ， 
CI) y= -fl (2) y=10- x 03) y= -1(-x), 


第 一 章 极 限 


在 第 一 章 里 ， 我 们 已 指出 ， 数 学 分 析 研 究 的 对 象 蚌 少数 ， 
那么 数学 分 析 用 什么 方法 研究 函数 呢 ? 这 就 是 本 章 要 讲 的 极 
假 。 数 学 分 析 中 的 所 有 的 重要 福 念 ， 如 导数 ， 仿 导数 ， 定 各 
分 、 重 积分 等 ， 都 是 建立 在 极限 概念 基础 之 上 的 ， 因 此 说 极限 
概念 贯穿 于 数学 分 析 的 始终 ， 从 方法 论 来 说 ， 数 学 分 析 应 用 极 
限 方法 研究 册 数 是 数学 分 析 有 别 于 初等 数学 的 重要 特征 ， 

在 这 一 章 里 ， 我 们 将 要 给 出 极限 概念 〈 数 列 极限 和 冰 数 极 
限 》， 讨 论 极 限 的 性 质 和 运算 ， 以 及 极限 存在 的 判别 法 ， 


$ 2,1 数列 极限 


一 极限 思想 


极限 思想 是 人 们 在 社会 实践 中 总 结 出 来 的 我 国 古 代 的 数 
学 家 们 为 之 敌 出 芒 大 的 贡献 。 魏 晋 时 数学 家 间 徽 的 “ 荐 图 术 ” 
明显 地 渡 透 了 极 殷 思想 ， 

刘 短 的 “ 制 圆 本 "是 “ 割 圆 求 周 ” 
的 方法 。 他 首先 做 加 的 内 接 正 六 边 
形 ， 并 利用 已 知 的 半径 求 加 的 内 接 
正六 边 形 的 辕 发 ， 彰 平 分 每 个 边 所 
对 的 弧 ; 做 圆 的 内 接 正 十 二 边 形 , 又 可 
求 加 的 内 接 正 十 二 边 形 的 周 长 〈 和 如 图 
2.1) 。 用 同样 的 方法 继续 做 下 去 ……。 
刘 拆 说 ，“ 割 之 弥 细 ， 所 失 弥 少 ， 制 
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之 叉 贿 ， 以 至 于 不 可 制 ， 赔 与 圆 合体 而 无 荔 失 侨 ”， 这 网 是 
说 ， 用 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 代 赫 加 的 周 长 ， 其 近似 程度 与 
被 分 割 的 圆 的 内 接 正 多 边 形 的 边 数 有 直接 关系 。 当 边 数 较 少 
时 ， 近 似 程 度 就 差 些 ， 当 边 数 较 多 时 ， 近 拟 程 度 就 好 些 。 当 边 
数 无 良 的 增加 时 ， 贺 的 内 接 正 多 边 形 的 周 长 就 无 限 地 趋 近 于 出 
的 周 长 ， 


于 述 过 程 可 总 结 如 下 ， 
分 振 的 序 寻 人 如) 1 |2 n 沉 限 增 大 
下 多边形 的 党 数 (3.20) 3.2 | 3+22 | 边 数 无 限 供 并 
正 多 边 形 的 局 长 (1n) 村 ls | 无 限 的 返 于 


上 述 事实 表明 ， 男 的 周 长 ! 本 来 是 未 知 的 ， 但 是 圆 的 周 长 
并 不 蚌 一 个 弧 立 的 匣 ， 它 与 该 加 的 已 知 的 内 接 正 多 边 形 的 周 
长 数列 Ls) 联系 着 。 当 数列 {1s} 中 的 序号 w 无 限 增 大 时 ， 数 
列 {i} 就 无 限 趋 近 于 图 的 周 长 /。 在 任意 一 个 有 限 过 程 ， 即 
对 任意 给 定 #, i。 都 是 加 的 内 长 /的 近似 值 ， 只 有 在 无 限 的 过 程 
中 ， 我 们 才能 认识 贺 的 周 长 7。 这 就 是 刘 币制 圆 术 所 包含 的 极 
限 思 想 ， 


二 数列 {1 一 二 } 的 极 当 


i. 1 2 3  #-t 
数列 {1 }; 昌林， 3? 4? " 9? 机 


在 第 一 章 里 兽 指出 它 是 一 个 严格 递增 而 且 有 界 的 数列 ， 不 
难看 出 ， 数 列 | 1 - 二 | 随 着 的 无 限 增 大 而 源 趋 稳定 的 变化 


冰 势 ， 也 就 是 说 当 # 无 限 增 大 时 ,数列 和 1 一 工 】 无 限 地 趋 近 于 
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1， 数 1 就 是 数列 { 1- 十 上 的“ 极限”， 然 而 ， 这 种 定性 的 
描述 不 能 满足 数学 中 严谨 论证 的 需要 ， 为 此 我 们 通过 分 析 的 广 
法 给 出 数列 { 1- 二 上 无 限 地 趋 近 于 1 《 当 * 无 限 增 大 时 ) 
的 定量 刻 划 . 

当 # 无 限 增 大 时 ， 数 列 { 1~ 土 ) 无 限 趋 过于 + 的 具体 合 
意 是 ， 数 列 的 通 项 1- 二 与 1 之 差 的 绝对 值 可 以 无 限 地 变 小 ， 


”也 就 是 两 者 间 的 距离 可 以 元 和 限 地 变 小 ， 现 在 进一步 讨论 无 限 变 
小 的 含意 . 


对 给 定 的 数 放 ， 要 想 做 到 |( 1- 二 ) -1j< 涉 , 即 二 < 去 
Ra aa 
有 项 1- 富 ，1 -十 ，1 一方，…“… 都 能 清 足 与 1 之 差 的 绝对 
信 小 于 地 的 要 求 ， 

对 给 定 的 数 了 5， 要 想 做 到 |( 1 一 二)-1| < ， 即 二 < 


1 ， {1-1 
了 ， 只 须 *>100 即 可 ， 就 是 说 从 数列 1- 工 } 的 第 100 项 


1 1 1 
以 后 的 所 有 项 ， 1 - 了 0T， 1— oa 工 -了 0 ， …… 都 能 满足 
与 1 之 差 的 绝对 值 小 于 -5 的 要 求 ， 
对 给 定 的 数 一 一 


op 15 都 可 以 做 同样 的 叙述 . 然而 ， 仅 
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1 1 1 
对 行 ， 1 T1000 TD 一 一 一 这 些 珊 定 的 数 刻 划 I( 1- 二 1 | 


无 限 变 小 是 不 够 的 ， 为 此 必须 对 任意 的 e>0 《其 中 包括 性 意 
小 ) 都 能 做 到 |( 工 -二 ) -1 <s 才 行 ， 于 是 有 


对 任意 给 定 的 e>0， 要 想 做 到 |( 1- 二) -站 <e 即 工 < 
。， 只 须 *> 二 即 可 ， 就 是 说 从 数列 | 1~ 过 | 的 第 m= | 二] 因 


为 = 不 一 定 是 整数 ) 项 以 后 的 所 有 项 ; 1 ,1-—!1 


1 #2 


… 都 能 满足 与 1 之 差 的 绝对 值 小 于 的 要 


.1 

#0 十 人 
来 

于 是 ， 当 “= 无 限 增 大 了 时， 数列 和 1~ 二 } 无 限 趋 近 于 1 ， 
它 的 定量 描述 是 ， 

对 任意 给 定 的 >0, 总 存在 自然 数 mm = | 二 |, 当 *> 和 时 ， 
有 (1-4) -1|<e. 

这 句 话 共有 四 小 自 ， 一 、 四 小 眉 是 说 数列 和 1- 二} 的 通 基 


1~ 二 与 1 之 差 的 绝对 值 任意 小 ， 二 、 三 小 自 是 说 在 # 无 限 增 
大 的 过 程 中 ， 上 述 要 求 是 能 够 向 到 的 ， 即 当 mr>m 时 ， 就 有 
(1- 二 ) -1 |<e， 现 列表 如 下 


性 


; 
对 任意 给 全 的 大 在 自然 数 | 当 … 时 有 
本 | 
沁 10 nl10 | l 1 二 -1 | < 二 
一 一 | 
1 1 
100 100 1 ] (01-1) -1| < 
1 | 
oo 1000 n>1000 im I 1 -1)-1 本 二 
| -一 
| | TD 
三 ”数列 极限 概念 


定义 ” 设 有 数列 {e,) 和 数 “。 如 果 对 任意 给 定 的 e>0， 总 
存在 @ 自然 数 mmE N， 当 > 时 ， 有 
| 了 ,一 a ey 
则 称 数 烈 {4} 存 在 极限 或 收 化》， 电 极限 为 《或 收 钱 于 4) 
记 作 
lima, = a 或 da 《Nmoo) 

车 数列 《es} 不 存在 极限 ， 则 称 数列 {zu} 发散 . 

根据 数列 极限 的 定义 ， 上 段 讨 论 的 数列 | 1- 二 } 存在 极 
眼 ， 其 极限 是 1 ， 即 

lim 1) 1 或 《了 人) 一 tre， 


数列 极限 有 明显 的 几何 意义 。 

数列 {as} 的 极限 为 <。 将 数 a 及 数列 44， 
在 数 坦 上 用 它们 的 对 应 点 表示 出 来 ， 再 以 a 为 中 心 以 。 为 半 
径 截取 两 点 a-e，a+e (如 图 2.2) ,在 $1.2 中 曾 指 出 ,不 


名 在 以后 的 般 述 中 ， 也 可 以 省 志 “总 ” 字 ， 即 存在 ， 


等 式 
[an — a < 
人 3 
ds fH 人 1 人 
图 2.2 


与 不 等 式 
六 一 十 

是 等 价 的 ， 所 以 当 *>>m 时 ， 所 有 的 点 as 都 落 在 开 区 向 (a 一 
Ee，4#+E) 附 ， 而 只 有 有 限 个 《至 多 有 m 个 ) 点 落 在 这 个 区 间 
以 外 ， 由 于 es>0 是 任意 小 的 。 所 以 开 区 间 (e -es， aa+5) 的 长 
度 2e 也 是 任意 小 的 ， 但 是 不 论 22 冤 么 小 ， 其 开 区 间 肉 几 含 有 所 
有 的 碟 ， rptt Antes ， 因此 说 点 swro sm …… 装 聚 
在 点 4 的 附近 ， 这 就 是 limas= 4 的 几何 意义 ， 


四 ”对 数列 极限 概念 的 儿 点 说 明 


] 2 的 作用 。 就 其 极限 的 全 过 程 而 言 ，。 必须 具有 任意 
性 因为 只 有 这 样 才 能 保证 ds 无 限 趋 近 于 ve， 即 je 一 4 是 任 
意 小 ， 伍 总 ， 就 其 极限 全 过 程 的 某 一 时 刻 而 言 ，e 必须 具有 图 


定性 ， 因 为 只 有 这 样 才能 完成 具体 的 定量 刻 划 .如 ，。= 150， 


存在 自然 数 1000， 当 #2>1000 时 ， 才 有 


业 曲 咯 昌 转业 


1 1 
1001 ” 1002 ” 


与 1 的 耻 离 小 于 To 。 但 是 必须 指出 ，s 的 任意 性 是 绝对 


的 ， 癌 定性 是 相对 的 ， 而 绝对 的 任意 性 基 通 过 无 限 多 个 相对 的 
固定 性 来 下 现 的 ， 
2 加 与 & 的 关系 、 一 般 说 来 与 & 有 着 相依 关系 ， 从 
第 二 段 的 表格 中 可 清楚 地 君 出 ， 当 < 取得 小 些 ， 对 应 的 自 
Bd 


然 数 ”就 要 大 些 。 因 为 自然 数 是 随 着 。 的 变化 而 变化 ， 
所 以 通常 把 这 种 相依 关 肝 启 为， 加 = Pofe)。 

3 ”和 % 不 是 唯一 的 。 上 面 我 们 仅仅 指出 #， 与 8 的 相依 关 
系 ， 但 是 这 绝 不 意味 着 (2) 由 。 唯一 确定 ， 这 就 是 说 ， 对 于 
给 定 的 se>>0， 所 对 应 的 不 只 是 一 个 ， 例 如 ， 当 e= I 
时 ， 从 第 二 上 段 的 当中 可 以 看 出 ， 自 然 数 由 = 100， 当 wz 时， 


有 |( 1- 十 ) -1 |< 了 5， 然而， 不 难 发 现 ， 把 m 取 为 101 也 


可 以 ， 因 为 当 4 之 时 ， 也 有 |( 1- 工 )-1 |< 于 


并 
Tod 把 "到 


为 150 由 可以， 因为 当 # 汪 4 时， 也 有 人 1- 二 )- 1 | < 
等 等 。 因 此 说 ，z 不 是 唯一 的 . 

4 limas= a 的 否定 叙述 为 了 证 明基 些 极 限 妆 题 的 需 
要 ， 在 此 给 出 数列 {4,} 以 a 为 航 限 的 藻 定 拖 述 ， 即 数列 {#,}) 不 
以 4 为 极限 (iimee 关 “7 的 叙述 ， 其 中 包括 两 种 情况 ， 一 是 144。} 
有 极限 存在 ， 但 是 极限 和 不 是 zj 二 是 {aa} 根本 没有 极限 。 否定 
的 方法 是 将 原 定 义 中 的 不 等 号 “<” 收 为 不 等 号 "之 "， 将 原 叮 义 
中 指 “任意 ” 疏 为 “ 某 个 ”， 而 特 “ 某 个 ” 改 为 “任意 ”， 对 
lime 关 < 叙述 如 下 : 

存在 基 个 ao2>0 对 任意 的 自然 数 ww， 存在 其 个 办 >>H# 有 
| a, — 下 8, 

为 了 更 好 地 掌握 两 种 形式 的 叙述 ， 现 对 比如 下 ; 


100 


lim c。，= ak | lim Sa (=) 

人 | 存在 某 个 85>0 
存在 《 某 丰 》 自 拓 数 m1EN | 对 任意 的 自然 数 7 
让 《性 章 ] 人 1 于 | 大 在 茜 个 nen 
”有 lo, -al<e | 有 eal 


全 ”符号 一 ?> 南 示 “充分 必要 ”或 “等 剧 ”， 
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五 举 人 馈 
证 明 极限 limas= s， 就 是 看 它 是 否 符合 极 跟 定义 ， 具 体 说 
来 就 是 要 证 明 : 


对 任意 给 定 的 e>0， 在 在 自然 数 %， 当 xm 时 ， 有 |。~ 
a <e. 


这 个 证 明 关 键 在 于 对 任意 给 定 的 e>0， 使 14,~ ol <a 咸 立 
的 那样 的 办 十 特 存 在 . 如 果 存 在 了 ， 当 # 旋 加 时 ， 必 有 |4, - 
4 |<e, 因 此 证 明 极限 lima,= < 的 步骤 是 ; 

‘ 1》 对 任意 给 定 的 e 六 中 建立 不 等 式 ; 

《2 ) 解 不 等 式 ， 从 中 找 出 自然 数 x,， 在 证 明 极限 存在 的 
问题 中 ， 这 是 最 主要 的 一 步 ; 

(3 ) 对 任意 给 定 的 e 汪 9， 和 找 出 的 办 用 极限 定义 再 复 
述 一 遍 。 

例 1 证 明 lim= = 0， 


证 明 ”对 任意 给 定 的 *>0， 解 不 等 式 
1 1 
3-0| -F< 


得 "> 二 ， 寺 于 立 不 一 定 是 正 整 数 ， 故 取 m= 二}. 


于 足 ， 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 自然 数 = | 二 ]， 当 *> 


已 


个 ” 当 e 较 小 时 ， 可 梨 | 、 二 | 之 1, 以 后 竹 俏 及 元 特殊 说 明 者 几 各 此 ， 
当 & 软 小 时 ， 立 不 一 定 是 正 整数 ， 故 到 = [二 | ,这 祥 取 就 桂 用 了 ， 因 为 
m= [|<E<n + 当 > ne 时 ， 喜 意味 容 二 ca + 1cn， 所 以 有 滤 <e， 


部 


#, 寻 ， 有 | 二 -0 I<e. 


例 2 设 数列 【ceo} 是 常数 数列 ， 即 {as} = tsa) ， 证 由 
lima, = lima = a, 

证 明 对 任意 给 定 的 >0， 解 不 等 工 

laa— al =|a-al =0<e. 

显然 ， 对 任意 的 自然 数 *， 都 有 汪 0， 对 此 不 妨 肥 =1， 

于 是 ， 对 任意 给 定 的 2 之 0， 存 在 自然 数 = 1, 当 # 之 1 时 ， 
有 lo- 4 =1a-al <e 

. f+2 .1 

例 35 证 明 lim= = = 可- 

证 明 对 任意 给 定 的 e>0， 解 不 等 式 


入 十 名 7 
3#—1 3r3#—1) 


< 


1 i 
-二 =- 


解 得 x> 二 (二 +1 )， 故 取 “= [二 (+1 )|. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 自然 数 = [ 滤 ( 志 + 二)]， 


当 > 时 ， 有 | 志和 -二 | < 


这 里 应 当 指 出 ， 加 = [3+l )] 是 从 不 等 式 -了 


<e 解 得 #>> 计 (入 +1 ) 后 而 取 的 ， 根 据 的 不 唯一 竹 ， 对 
这 类 证 明 题 ， 为 使 mw 的 形式 简单 ， 可 用 “交大 法 * 《或 叫 加 
强 不 等 式 ) 进一步 简化 不 等 式 ， 例 如 : 


7 12 12 


2 
3(43# 一 1) < Bn+ (34—3) ™ 6# = 


67 


解 得 > 之 ， 故 取 %= | 二 |. 这样 做 是 合理 的 , 因为 不 等 式 二 < 


2 的 解 记 必然 满足 不 等 式 <e。 因此 放大 法 可 简化 不 


gar 1) 


等 式 ， 从 而 简 尼 了 运算 ,特别 是 解 基 些 超 越 不 等 式 放 大 法 更 为 
要 。 究 竟 怎 样 放大 ， 则 应 因 题 而 异 ， 
tim_ l= 
例 4 证 旺 im 0, 
证 明 ”对 任意 给 定 的 e 盖 0， 解 不 等 式 
1 | 1 
| 六 -0 < 或 < 


解 得 "> 去 ， 取 = | 到]. 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 。>0， 存在 自然 数 = [和 ] 


当 ,ee 时 ， 有 
1 
让 -0 < 4 
例 5 如 果 |y| 二]， 则 limg"= 0。 
证 明 对 和 在 意 给 空 的 “>0， 解 不 等 式 
Jg"~ 0| = | 全 <e,. 
两 边 取 常 用 对 数 得 


nlg |g} <lge, . 
因为 | 之 1， 所 以 ll 4 之 0， 两 边 除 忆 记 14 |， 得 
lge 


多 
ji 
lg |a| 


到 由 = [生生 | (只 要 。 到 得 足够 小 ， 总 可 使 8E ->>1 》 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 “> 0， 存 在 自然 数 m= [jeT]， 当 
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#m 村， 有 | 因 - 有 0 去 e， 
例 6 证 明 lima™ =1, 其 中 a>0. 
证 明 ”分 三 种 情况 证 明 ， 
(1) 4>>1。 对 任意 给 定 的 e>0， 解 不 等 式 
je-1 <e, 
因为 “> 了 所 以 oY 沁 1， 从 而 有 


ja 1l=a™ 一 1 过， 或 qa™ Te 
两 边 取 常用 对 数 ， 得 


lga<lg(1+e), 
最 后 解 得 *>T 2 ， 取 六 = [到 ge | (只 要 。 取 得 足够 
9 lgt1+e)’ ” llg(l+e) 
lga 
小 ， 总 可 合计 (a 空 1 )》 
于 是 ， 对 任 章 给 定 的 e>0， 存 在 自然 数 "= [ga | 
人 外 igtl + ey # 


当 wm 时 ， 有 le -让 <e， 


(2) =1。ar =1， 即 (er) = {1) 是 常数 数列 ， 由 例 2 
知 lima™ =1, 


[ek 


(3) 0<a<1， 这 时 令 二 = b>1， 则 有 


| 
be bn 


因为 b>1， 所 以 二 > 1， 与 情况 (1) 相同， 即 有 ， 对 任意 


给 定 的 e>0， 存 在 自然 数 m， 当 #>% 村 ， 有 小 -11<e， 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>>0， 存 在 自然 数 m ， 当 za 时 ， 


$9 


有 lar -ic -1<e 

例 7 证 明 数 列 《(- 1 9 是 发 散 的 。 

因为 数列 是 

11,—1,1,-1,. 

可 见 当 # 一 0 的 过 程 中 ，(- 17” 时 而 为 1， 上 时 而 为 - 1， 不 可 
能 与 某 个 确定 数 任意 克 近 ， 现 利用 本 节 第 四 段 极限 limee=a 的 
否定 叙述 证 明之 ， 

证 明 对 任意 数 尹 有 lim 《一 功 "天 久 

不 妨 设 5>0。 丰 在 基 一 个 sa = 1， 对 任意 的 自然 数 " 存在 
二 = 0 1 2 0)， 当 得 8 了 时， 有 j(- 1 二 -中 二 二 + 
bp>e= 1， 邯 淄 oo 时 ，〔- 1D9 不 趋 癌 志 

例 8 证 明 ， 和 如果 lHimas= >0， 则 limwes=wz ， 


证 明 已 知 lima, = 4， 到 对 任意 给 当 的 e>>0， 存 在 和 EM， 


当 > 有 8 时 ， 有 [a <e, 当然 对 同一 个 > 又 存 在 
EEN， 当 # 沁 > 加 ' 肝 ， 有 14n-al <erw 4 


又 因为 有 
|v a -va | =| 人 ev Ot 4 ) 
Vat 
an— al |a, ~ al 


Ww Ht va 
所 以 ， 对 上 述 的 > 四 存在 z' 蕊 N， 当 # 活 加 肘 ， 有 
iv 


lan 一 了 | ea _ 
~ 已。 


于 是 ， 由 极限 的 定义 有 
limv/a, = a, 
例 8 天明， 当 #-xoo 时 ， 有 zu->a， 也 有 ww 了 
例如 ， 当 xc 时， 如 有 1+ 二 -> 也 有 4A/ 1+ 了 ->v 开 -1 
站 # 
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$ 2.2 收敛 数列 的 性 质 及 四 则 运算 


一 ”收敛 数列 的 性 上 质 
定理 2.1 (有 界 性 ) 如 果 数 列 {a 收敛， 则 数列 {es} 必 
有 界 . 
证 明 ”内 为 数列 {a} 收 人 各， 不 护 设 limae= a。 根据 极限 定 


义 ， 可 取 定 e= 1， 存 在 mnEN， 当 *>>mm 时 ， 有 la-al 过 1 
从 而 当 *>> 加 时 ， 有 不 等 式 
[ad = lan— atal sia -al+ lal <1+ lal. 

取 于 = max{ la |adl Tenl 1+1a|}D， 则 对 任意 rEN 有 
| 所 末 。 故 数列 {as} 有 界 . 口 

定理 2 ,1 表明 ， 收 和 伍 数 列 必 有 界 ， 即 有 界 是 收 敏 的 必 要 
条 件 。 当 必要 条 件 得 不 到 满足 时 ， 数 列 肯 定 发 散 。 因 此 ， 上 收敛 
必 有 界 与 无 界 必 发 散 是 等 价 的 。 利 用 数列 收 伍 的 必要 条 件 可 以 
判别 某 些 数列 的 发 散 性 。 例 如 ， 数 列 {a-(-1)”" s; 是 无 界 
的 ， 事 实 上 ， 对 任意 的 可 汪 0， 存 在 自然 数 坟 = 2&+1(=0,1， 
2,…)， 当 # 半 加 时 ， 有 


[#— CC— 1)" = 2x > AM, 
这 只 要 到 am> 邱 ， 当 奇数 4 时， 有 28>>M， 故 数列 fs- 


《一 所) 发 散 ， 
然而 定理 3.1 的 逆 命 感 不成立 ， 上 一 节 的 例 ?7 是 有 界 数 
列 ， 但 是 发 散 。 


DD =mear{ ja et loan:l+ 人 ol 要 示 开 是 | fasl s+, lanl ， 
1+ lal 中 最 大 者 ，max 是 inazimum 的 缩写 ， 最 大 前 寻思 ，mipn 基 minimum 
的 缩 号 ， 最 小 的 章 因 ， 
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定理 2.2 〈 保 号 性 ) 如 果 lima, = a, 且 a 之 0 (或 4 
0), 则 存在 HEN， 当 sm 时 ， 有 4s 记 0 (或 < 中， 
. 证明 忆 知 mas=4>0， 册 极限 定义 ， 取 定 e= 忆 0% 
存在 自然 数 mE N, 当 > 时 ， 有 


| a 4 | < 
工 -< 
出 此 得 ao > = 
因为 了 > 0 故 当 #>> 时 有 ao>0， D 


对 于 limas= a<0 的 情形 贸 给 读者 作为 练习 ， 
推论 (不 等 式 性 质 ) 如 果 lima。= a， 上 且 存在 mEN， 当 


#> 时 ， 有 ao<0《 识 4, 盖 0)， 则 有 <0 (或 a2 站. 
证明 用 反 证 法 ,假设 “>>0 (或 “< 人 ,根据 定理 2。 2 
知 ， 存在 目 然 数 EN， 当 x# 记 加 时 ， 有 zs>0 (或 (4 之 人 0 
这 与 题 设 的 当 wm 时 有 aoc<0 (或 o 记 从 六 盾 。 故 有 4 所 
《或 “送信 。 口 
定理 2.3 《唯一 性 } 如 果 数 列 {4,} 上 监 人 黎 ， 则 被 限 必 唯一 。 
证 明 假设 数列 {ar) 和 室 在 两 个 极限 a 和 上 即 lima,= 
a, lima,= 6, 根据 极限 定义 ， 对 任意 给 定 的 e 汪 0， 分 别 有 
存在 自 热 数 #E N， 当 s>n 时 ， 有 as~ ea| 二 所 
存在 自然 数 EN， 当 # 沪 有 时 ， 有 1]an-5 目 < 
取 而 = maxti,#}， 当 # 站 #1 了 于， 同时 有 
lan al <e 和 les- ds, 
于 是 ， 当 4 定时 ， 行 
[zz- 引 = -ao+tr 一 下 < 狼 |e 一 可 十 je 一 明 扫 


< 十 有 = 22。 WD 
因为 3 是 任意 ， 其 绝对 值 比 在 意 正 实数 还 小 的 数 只 有 1 ， 改 
4= 沪 即 极限 唯一 . 品 


二 . 收 人 敦 数列 的 四 则 运算 
定理 2.4 如 果 数 列 《as} 与 人 6》 沽 收 人 证 ， 则 它 术 的 科 ， 
差 数 列 fa 十 下 {a by 也 收 敦 ， 且 
jimres 土 六 ) = lima,s tlims,. 
证 明 设 lima,= a 各 lim b=4。 报 据 极 限定 义 ， 对 任意 
给 定 的 es 站 分 别 有 
存在 让 然 数 # CN， 当 x>n 时 ， 1, 一 < 
存在 上 自然数 开 它 N， 当 大 -> 放 ? 时 ， 有 | 加 一 引 < 
了 可 而 = maxt{n,, #2}, 当 和 > 时 ， 河 时 有 
ia 一 可 < 和 | 现 - 开 < 
当 fn 时 ， 故 有 
last bs) ~ (at! = 14 -0) + (6 -A Is- al 
+ jb —| <e+e= 2e, 
由 数列 极限 定义 知 ， 数 列 {at 5 和 {0a, 一)} 均 收 
使 ， 且 有 
limga tb )=att= lima, + limb, 口 
定理 2.4 表明 ， 代 数 和 的 极限 等 于 极限 的 代数 和 . 
定理 2.5 如果 数列 {as 与 {5 暂 收 伍 ， 则 数列 {9b 
也 收 襄 ， 且 
lim (a80) lmaolimt 
分 析 设 limas=a 和 limb= 如 知 [4,- 且 与 |- 


中 6 是 任意 的 正 数 ， 当 热 %e， ,0.8Le>0, 常数 ) ， V8 ,62，*…u' 也 锦 酸 性 
症 正 数 、 
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是 任意 小 。 往 下 js 如- 4 人 也 是 任意 小 ， 为 此 ， 在 js 加 一 2 
中 。 同 时 加 减 一 个 数 ,将 lss 如- sa 人 变形 ， 再 利用 放大 法 使 之 
不 等 式 公 含 有 js-es 与 各 ~ 引 的 因子 ， 根据 已 知 条 件 即 可 
证 明 . 
证 明 ”由于 数列 {as} 收 仑 ， 根 据 定 理 2.1 知 数列 (a,} 
有 界 ， 即 存在 一 个 数 昌 >0， 使 
| SM, EN, 
设 lima, =4 与 lim 6,=6, 根据 极限 定义 ， 对 任意 给 和 定 
的 e>0， 分 别 有 
存在 日 然 数 zs,EN， 当 *> 有 时， 有 jos-a| 反 e 
存在 自然 数 如 EN， 当 ma>> 有 时， 有 | 加 -车 二 ge。 
联 # = magfay J， 当 # 疡 wz 了 时 ， 同 时 有 
| 一 可 <e 与 | 下 之 5, 
于 是 当 #2> 时 ， 有 
(ad — ad| = lasds— 4rd + 4 — 4 
< 4 [54 -B+ 6 lss~ al Me+|éd| -2e 
= (M+ |B):e 
其 中 刘 + 图 为 正 的 常数 ,由 数列 极限 的 定义 知 , 数 列 和 fa 如) 收 
就， 县 有 


limats = op=1ime lim 0 


Lh 


定理 2.5 表明 ， 策 积 的 极限 等 于 檬 限 的 魏 积 . 
推论 如 果 数 列 (Las} 收 合 ， 则 数列 {eas} 也 收 伍 (* 为 当 
数 ) ， 且 有 


limeas = ¢ lima,. 
推论 的 证 隐 是 明显 的 ， 只 要 把 常数 * 帘 为 常数 数列 ， 利 用 
定理 2.5 即 可 证 明 。 


推论 卖 明 ， 常 数 因子 可 以 所 到 极限 符号 外 面 来 . 
引 理 ” 如 果 数 列 《bo》 收敛 ， 且 6. 六 0 与 lim 加 天 0， 则 数 


?4 


列 [大 } 也 收 敏 ， 用 


iiml- 1 
四 mn lims, ” 


hi 


分 析 根据 lim 5. 尖 0， 利 用 极限 定义 ， 证 明 对 于 充分 大 的 
”数列 仁 -上 有 界 ， 另外 利用 | 和 -中 能 任意 小 的 条 件 ， 证 


也 能 任意 小 。 


证 明 设 lim4e= 4。 根 据 极 限 的 定义 ， 有 


对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 maEN， 当 #>m 时 ， 有 | 如 - 
bl <e. 
又 因为 lim5。= 5 天 0， 所 以 根据 极限 的 定义 有 ， 取 定 6= 


->0, 存在 mEN， 当 x#>m 时， 有 |5。~ 引 < 下 ,又 


有 
B= + 由 5 一下， 


当 #>n 时， 有 |54 之 下-- 引 =- 或 了 i< 育 - 取 
#0 二 I 全 区 1 #:}， 当 站 > 大 时 ， 有 

Ii_1i_ Tt | 2 . 

页 本 


其 中 的 - 太 是 正常 数 ， 由 数列 极限 的 定义 知 ， 数 列 {天 } 收 俩 ， 


且 有 
Y5 


lim 寺 -了 =- 1 
obs im B,° 出 | 


卓 十 过 


定理 2.6 如 果 数 列 ta,} 与 《be》 篆 收 化 ， 且 4 六 
lm 名 关 0， 则 数列 {名} 也 收 化 ， 且 有 


a - 
lim 3 = 
由 6 太 ， lt -A * 


证 明 由 定理 2 .5 和 引 理 知 


lim a, 


1 En 
limg: = lim (a -元 ) = me。 ‘im = 口 


有 “CS 


定理 2.6 表明 ， 商 的 极限 等 于 极限 的 商 . 
不 难 用 数学 归纳 法 将 定理 2, 4 。 定 理 2.5 推广 到 ww 个 收敛 
数列 的 情形 ， 


jimfatb 士 4 人士,… 土 g) = lima™ 二 lima® 


戎 a mm 


士 … 寺 limew ， 


lim (Cat .ala in 人。 lima® ， lima‘®), 


De md 


例 1 求 lim 一 (其 中 m 为 某 个 自然 数 ) 。 
解 利用 推广 的 乘积 极限 运算 和 上 节 的 例 1 {lim> =0)， 


不 难 推 出 lim— i = 0, 


事实 上 
m 个 
本 
lim lim (本 -二 3) 
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一 lim 寺 ,lim 圭 ,TIim 工 


用 -oo 时 时 一 co 癌 


=0.0..…0=0, 


一 闻 


例 2 求 limn 3 计 . 


解 ” 将 分 式 的 分 子 分 母 风 除 ss， 得 


1 1 
9 St 
了 于 _ ”人 
sn —1 6- 
| 
利用 定理 2.4 定理 2.,8 和 和 例 1， 得 
工 _ 工 
1im_ Stim 
用 过 如 nn Eo -1 
Bo 
tim(3+ 二 一 去 ) 
lim3 + lim= 一 lm 
如 本 一 串 晶 


一 于 


me 
mr 


lim 与 一 liml 


间 -0 qm rm 


-3+0-0 -3 


5 一 人 5 


例 3 求 lim- 二 全 二 了 rr 《4 是 正常 数 ) 


半 


解 由 人 .1 的 例 5 知 lim(- 和 一 ) = 0 于 


lm tt)" -。 ]; erp) + 
和 urDeLCR) + 
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1 
lim( 让 1 ) 


pr 


1 


。 1 
| 局 
1m jt pa 十 


| “全 昌 呈 


[+ 


=lim(1- 二 


和 一 


出 5 求 lim 工人 


1 
tar 


1 
在 二 十 


1 


和 解 ” 因 海 1+23+ ++#= 5 D 


lim 


前 -aa 


1 十 号 十 十 站 
3 


， 所 以 得 


tat] 
t+ 


) =liml- lim 


但 一 


1 


用 一 并 十 1 


G- 


出 6 求 lim (Vari-vV7)， 


解 ” 因 为 
FITTS 2 lv) tit ) 
ww 十 二 十 ww 人 
_ 1 
< 十 十 8 


根据 说 .1 的 情 8， 记 以 有 
1I 
lim(vVati -Vs ) = limn 一 一 一 一 


Vit +14 
下 


$ 2.5 数列 极限 存在 判别 法 


在 83.1 中 ， 我 们 廊 列 学 的 数列 极限 的 例子 都 是 给 出 了 它们 
的 极限 ， 然 后 根据 极限 的 定义 予以 证 明 。 丰 $232.2 中， 我 们 讨论 
收 全 数列 的 性 质 和 四 则 运算 。 在 极限 还 论 中 ， 一 个 重要 欧 问 题 
是 如 何 判别 一 个 数列 的 收敛 或 发 散 。 为 此 ， 首 先 介绍 数 集 的 确 
界 松 念 。 


一 确 过 


定义 、 设 是 一 个 数 集 ， 如 果 能 找到 一 个 数 困 ， 使 数 集 EE 
中 的 一 基数 x， 有 x 之 人 (或 加 x)， 则 称 数 集 E 有 上 界 (或 
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有 下 界 ) ， 且 拖 数 邓 叫 向 数 集 三 的 上 界 〈 或 下 界 )》 。 如 果 -个 
数 集 既 有 上 界 又 有 于 界 ， 则 称 数 集 也 有 界 。 


例如 ， 数 集 G={(-D" 2, | 是 有 界 的 、 


大 十 二 


因为 ， 可 取 其 =1， 且 对 中 任意 数 都 小 于 1 ， 记 以 有 上 界 ， 再 
取 划 = -1 ， 且 三 中 任意 数 都 大 于 ~ 1， 记 以 有 下 界 ， 

一 切 上 自然 数 所 成 的 数 集 ， 有 下 界 ， 而 无 上 漠 。 显 然 ，1 或 
比 革 小 的 数 都 是 它 的 下 界 。 

一 切 整 数 所 成 的 数 集 ， 既 无 上 界 ， 又 无 下 界 。 

从 数 集 的 上 、 于 界 的 定义 和 例子 中 不 难 发 现 ， 如 果 一 个 数 


集 有 上 界 ， 则 它 有 无 穷 多 个 上 界 ， 例 如 , 1 是 数 集 C={(-D* 


一 7 = 卫 , -小 上 办 而 1,5， 2， nx,100 等 等 都 是 它 的 
上 寞 如 果 一 个 数 集 有 卡 界 ， 则 它 有 无 穷 儿 个 下 界 。 例如 ， 
- 1 十 数 集 G= -1D” 一 2 = 一 ] 的 下 界 ,而 -1.2， 


要 十 1 


-2， -2 一 50 等 等 都 是 它 的 下 界 。 对 此 ， 我 们 很 自然 的 想到 ， 
在 无 穷 多 个 上 界 或 下 界 中 ， 有 没有 最 小 上 界 和 最 大 于 界 呢 ? 

定 尽 ” 设 有 一 数 集 已 ， 如 果 存 在 一 个 数 有 满足 下 列 条 
件 ， 
(1) E 中 的 任何 一 个 数 x 和 <B， 

《 2 ) 对 任意 给 定 的 e 半 0， 至 少 存在 一 个 数 %EE， 使 

“Hs, 
刚 称 数 月 为 数 集 E 的 上 确 界 ， 记 为 
户 =supE 或 P= suptx), 


定义 中 的 第 一 个 条 件 说 的 是 ， 月 是 EE 的 上 界 ， 第 二 个 条 件 
说 的 是 ， 凡 比 户 小 的 任何 数 都 不 是 的 上 界 ， 于 是 ， 上 确 界 B 
就 是 BE 的 最 小 上 界 ， 


#8 


定义 ” 设 有 一 数 集 E， 如 果 存 在 一 个 数 a 满足 下 列 条 件 ， 
《1) EE 中 的 任何 一 个 数 x 这 a 
( 2) 对 任意 给 定 的 0， 至 少 存 在 一 个 数 mmEE, 使 
十 十， 
则 称 数 a 为 数 集 的 下 确 界 ， 记 为 
a=i#fE 或 如 = inf (x}, 


定义 中 的 第 一 个 条 件 说 的 是 ，a 是 E 的 下 界 ; 第 二 个 条 件 
说 的 是 ， 几 比 a 大 的 任何 数 都 不 是 E 的 下 界 。 于 是 ， 下 确 界 
2 研 是 三 的 最 大 下 需 。 


例 1 证 明 数 集 己 ={ 一 二 


六 j* 是 自然 数 ) 的 上 确 界 是 
1 ， 下 确 界 是 二 


证 明 (1》 因 为 s+1>s， 所 以 中 的 任意 数 一 了 


1 
(2) 对 任意 给 定 的 e>>0， 在 数 集 EE 中 必 存 在 一 个 数 
(只 要 加 充分 大 ) 9 使 


| 


i 2, 


事实 上 ， 从 不 等 式 一 二 -之 1-e 中 容易 解 得 > 二 ~ 内 


sm 


| >1-e. 
由 上 确 界 的 定义 ， 故 suPE = 1 
同样 地 ， 
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(2 ) 对 在 意 给 定 的 e 盖 0， 只 要 取 m.=1， 就 有 


由 下 确 界 的 定义 ， 故 jinfEB= 三 


例 2 闭 区 间 [a, 加 和 天 区 间 (4, 四 的 上 确 界 都 是 下 确 
界 都 是 a, 

证 明 ”我们 不 妨 证 明 开 区 间 的 情形 ，、 而 闭 区 间 的 情形 留 作 
练习 . 

¢ 1) 和 任何 的 xE (a,5)， 都 有 *<8， 

(2 ) 对 任意 给 定 的 2 记 6， 由 实数 的 禾 害 注 ， 必 从 在 
(40)， 售 之 858-2 加 必 5， 所 以 5 是 (a,5) 的 上 确 界 ， 
河 样 可 证 a 是 (a, 5) 的 下 确 界 。 

例 5 由 5 个 数 亡 组 成 的 数 集 { - 5, 0,3,9,13}， 它 的 上 确 
界 为 138， 下 确 界 为 ~ 5 ， 
证 明 《〈1) 数 集中 任何 一 个 数 x<13 
” “(3) 对 任意 给 定 的 e>0， 数 集中 存在 车 数 x,=13， 和 使 
多 | 
13—e<x, = 13, 
放 13 蚌 数 集 的 上 确 界 ， 
同样 可 证 ， 一 5 是 数 集 的 下 确 界 。 
.上述 例 子 表明 、 一 个 数 集 的 上 、 下 确 界 可 以 属于 这 个 数 
集 ， 也 可 以 不 属于 这 个 数 集 。 显然 ， 有 .上 (下 ) 确 界 的 数 集 必 
有 上 《下 》 界 。 反之， 有 上 下》 界 的 数 集 也 这 有 上 (下) 确 
界 ， 这 或 是 下 而 的 确 界 公 理 。 

确 界 公理 ”有 上 界 (或 下 界 ) 的 数 集 必 有 了 唯一 的 上 确 界 
《或 下 确 界 ) 。 


二 ”两 个 判别 法 
定理 2.7 《两 边 夹 ) 如 果 存 在 &eE N， 当 #> 上 时 ， 有 
$2 


Ac 
日 lim =limev = 六 则 mt,=1, 


证 明 已 知 lim a。=limc。=/， 根据 极限 害 义 ， 对 任意 给 定 
的 e>>0， 分 别 有 
存在 由 EN， 当 > 时 ， 有 je 一 上 <e 或 [eA 
存在 mEN， 当 #> 时 ， 有 | 一 中 <e 或 cn< 人 + 
取 =maxtk, 加 ， 而 }。 当 ?> 加 了 时， 同时 有 
dsb ca 与 cnc 6 
于 是 有 一 em 的 encC 二 
1 一 上 < 
即 5 一 下 < 之 e， 此 有 limb,= i. 口 


推论 ”如 果 存 在 上 E N， 当 #> 尼 时 ， 有 
Jeb rs (Ban), 
lime, = 了 7 或 lime = 让, 则 lim = 
应 用 定理 2.7， 内 要 注意 limes= lim i=/ (或 [im as = 
lim7 = 站 屿 可 以 了 . 
定理 2,7 也 称 为 迫 得 性 法 则 . 
例 4 求 lim 一 2 一 
玉 .本 ~ 
解 ” 当 #3 上 时， 有 #1 之 &(E 一 1) = 六 -二 ， 即 
# 是 一 此 十 天 Pt# 或 玉 (# 一 上 十 1) 演 #, 
当 E=1,2,.",# 时 ， 分 别 有 
1:sn, (rol) 
将 这 # 个 不 等 式 左 右 两 端 分 别 相 乘 ， 有 
(1)? 3 或 WV ， 


由 于 im 二 = 0 根据 定理 2 , ? 的 推论 得 


sz | 二 
例 5 求 人 十 二 "J ' Ww 十 
ft -1 + 1L ++-L 
V+ vw + 十 十 22 和 


并 
< 


= 1, 根据 定理 2.7 的 推论 ， 故 得 


lim 1 + 1 1 =1, 
oo A 1 人 二 人 于 二 


例 6 证 明 Him- = 4 是 正常 数 . 
证 明 因为 a 是 正常 数 ， 故 必 存 在 &E N， 使 之 4 上 有， 从 


而 得 z 
1>> ET 
当 #> 上 时， 有 
0 二 全 
<( 和 )( Er ) =- 世 - + 
( ET ) - 0 ( EI ) 
yr). 


证 | 


因为 人 是 常数 ， 所 以 -人 去 孔 一 也 是 常数， 又 因为 0<- 
<1, 由 2,1 的 例 5， 轩 此 


。 a (E+1)* J ™ 
lim ET) =0, lim— El (1) = 
再 报 据 定理 ?2.7 的 推论 最 后 得 
lim a = 0, 
n+ 不 1 


例 7 证 明 lim Wa = 

证 遇 因为 对 任意 的 XN， 及 # 字 l， 所 以 令 aa= 
Vn -1， 且 有 comz0 和 = (1+co 

利用 二 项 式 定 理 ， 有 


并 二 《1 十 CD -1+ sant T+ “oe 


+ rs 


A(#— 1) a 


一 


即 Nn 站 
当 #32 时 ， h 


人 


一 一 


A 和 
二 


= 0. 报 据 定理 ?2,7 的 推论 得 


由 32， 1 的 创 4 知 ， Hm 


lima, = 0, 


邯 iim ts — 1)=0, 


| 一心 记 


于 是 lim ww =1. 


| Wd 


定理 2.8 (单调 有 蛋 定 理 ) 单调 有 界 数 州 必 右 极 痕 .、 
证 明 个 妨 设 数列 {a。} 是 递增 有 上 上 漠 , 根 据 确 界 公理 知 ， 


数 集 fas} 必 在 在 唯一 的 上 确 界 户 = suptas}。 现 证 明 及 就 是 数 
列 {a,} 的 极限 ， 即 limeo= #, 


由 上 确 界 的 定义 知 ， (1) a 所 BB，#EN; (2) 对 任意 给 
定 的 >>0， 在 数 集 {a,} 中 董 少 存在 一 个 数 zs， 使 > 及 -es 
叉 因 为 数列 {4,} 是 递增 的 ， 因此 ， 当 # 守 时 ， 有 4 六 ga 从 
而 有 sg.>> 哺 -e。、 于 是 当 *>mm 时 ， 有 

HB-e<ap<p+e, 
即 [laa — P| < 
根据 极限 的 定义 ， 歼 知 lima。= 月. 0 


完全 类 似 ， 可 证 明 数 列 {sas} 是 递减 的 、 严 格 递增 《或 严 
略 递 减 ) 的 情形 。 


例 8 求 ”lim 和 (a>0) 
和 解 念 x= 多 有 
2 
ort (# + 1)! #1 n+l * w+1’ (1) 


当 一 人 一 < 之 1 了 时 《 即 #2>>4~ 1 时 ) ， 就 能 保证 数列 {x,} 是 严格 


党 十 卫 


递减 的 ， 又 因为 x>0，z*E N， 所 以 当 #>a -1 时 ， 数 列 {x。) 
是 严格 递减 ， 卫 有 下 界 ， 根 据 定理 2.8 知 ， 数 列 {x。} 必 存 在 极 
限 ， 并 设 此 极限 为 i 

现 求 I， 因 为 数列 {x 小 收 做 ， 且 极限 为 /， 所 以 有 


limx,= lim xi 
对 (1) 式 ， 故 有 


lim x。 = limx lim— < 
前 一 1+] 后 Ts 下 十 二 


即 f=1.0, (2) 
为 便 〈23 7》 成立 ， 只 有 /= 0， 于 是 和 
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。 a 
lim 
a | 


例 9 证 明 数 列 
Va VDErV I VOID ， 


= 从, 


# 个 根 号 
是 收 合 的 ， 并 求 其 极 根 . 
证 明 令 %=w 3+w + 首先 证 明 数 列 4xs} 


# 个 根 号 
是 收 钱 的 ， 


从 数列 本 身 不 难 着 出 ， :二 Vw > 2 =X 今 训 Xa 
xn- 往 证 xxn 即 可 。 事 实 上 ， 
X41 = 2+ > 2 十 Ma ~ Ns 
故 知 数列 是 严格 递增 的 。 现 在 证 明 它 有 上 界 ， 由 于 
Xo 二 十 | 或 Xi <3) 
因为 x>0， 所 以 有 


2 + Xn 
mn Nn 


二 


又 因 ws-y<<Xo， 所 以 一 -+ <1， 故 得 


vc +1, 
由 于 数列 {xs} 是 严格 递增 的 ， 对 于 每 一 个 自然 数 zs， 就 有 
xp 了 ， 即 -二 -<v 守 于 是 ， 对 sEN， 有 


xs 2 +1， 
故 知 数列 《xs}》 有 革 界 ， 根 据 定 先生 .8 知 ， 数 列 《xs 必 有 极 
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限 , 
最 后 ， 求 【xs。》 的 极限 。 设 数列 {xs} 的 极限 为 5 对 《3 ) 


起 两 边 取 帆 限 ， 得 
limx: = limx,_1 t+ lim2, 
即 2 十 呈 
解 二 次 方程 ， 其 正 根 【 因 *。>>0，nmEN， 售 去 负 根 》 为 : 


1L+wIi+g 


[= 


故 有 lim /2+ /3 T= 
oC 


» 个 根 导 
_ 例 10 证 明 数列 人 1+ 二 】 ] 收 全 


证 明 设 xs=( 1+ 二 ) ， 首 先 证 明 数 列 (x 是 严格 递增 


的 ， 根 据 二 项 式 定 理 有 


ro 人 1+ 二 ) =1+5 了 1 (一 1 1 


2 
C2) 、 工 1) 
31 nn 此 


量 1 ot 


一 十 
nt | A® 


“下 了 1 + 下 1- 2)(1 -+ 
0 9) 


同样 可 将 x 展开 ， 期 款式 中 的 * 换 成 g+1l， 得 、 


$8 


EC 
lt 


wr) 
比较 xi 与 x。， 不 难 发 现 ，xs41 不 仅 比 x 多 一 项 


TD 


而 且 此 项 为 正 ， 因 为 -二 <1G=12…, 办 而且， way 和 


净 十 1 


xo 从 第 三 项 起 ， 每 项 中 的 对 应 因子 有 如 下 关系 
i : ， 
1 Gb) 
出 此 柯 知 ， XUN 故 数 列 {x 少 是 严 烙 递增 的 ， 


其 次 征明 数列 tx 是 有 上 上 界 的 ， 
在 x。 的 展开 式 中 ， 由 于 所 有 的 圆 括号 的 因子 者 小 于 二 ， 


且 有 
i .1i 1 1 
又 因为 有 
1 , 1 [a 1 1 
上 .2.3 1.2.2 Fa 
(= 2, 3， 了 
1 1. 1 
子 是 Xn< Ft n+_2 之 pa 
2 2 5 1 
2 


=2+1- 2 <3， 其 中 wx€EN， 


即 数列 人 {x} 有 上 界 ， 
根据 定理 2.8 知 ， 数 列 {{ 1+ 十 ) 收 化 常用 字母。 下 


东 它 的 极限 。 即 
lm (1+) = 


数 。 是 个 无 理 数 ， 它 的 前 15 位 小 数 是 
s=2,718281828459045…. 


三 ” 柯 西 收 仇 准则 外 

上 上 段 我 们 给 出 的 两 个 定理 ， 即 数列 的 收 人 证 判别 法 ， 其 条 忻 
者 是 充分 的 。 下 面 给 出 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 ， 就 是 所 谓 的 
柯 相 收 误 准则 ， 

定理 2.9( 柯 西 收 效 准 则 ) ”数列 {aw} 收 敏 的 充 要 条 件 是 : 
对 任意 给 定 的 0 存在 加 信用， 当 5 pf 人 > 和 时， 有 law 一 4oj 
<<e， 

证 明 必要 性 设 limas= w 由 极限 的 定义 知 ， 对 任意 给 
定 前 e>0 存在 办 EN， 当 on zi zy 有 

le 一 本 < 与 ja 一 al < 


于 是 有 
| 一 ao| = [am ~ ta nl [an ~ 2] + | - 3 
e+e=2e, 口 … 
定理 的 充分 性 留 到 第 七 章 证 明 。 


柯 西 收 合 准 则 还 有 另 一 种 常用 的 形式 ; 
数列 ts。} 收 伍 的 充 要 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 
加 蕊 和 ， 当 #2 加 有 时， 县 对 人 尾音 的 PEN， 有 | ae a < 


全 柯 西 ! Cauchy ,了 守 国 数学 家 ，1789 一 1857， 
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柯 西 收敛 准则 指出 : 数列 {as) 收 笋 等 价 十 数列 (4s} 充分 
远 的 任意 二 项 sw 与 az。 的 距离 能 够 任意 小 。 柯 西 收 颌 准则 只 
依赖 于 数列 本 身 ， 不 需要 借助 数列 以 外 的 数 就 能 判别 数列 的 收 
证 性 。 因 此 柯 西 收 就 准则 深刻 地 揭示 了 收 合 数 列 的 本 质 属性 ， 

为 了 更 好 地 向 握 和 应 用 柯 西 收 伐 准 则 ， 现 将 正 、 否 县 述 列 
表 对 比如 下 ， 


数列 fn 收效 天 数列 {ao} 发 懂 守 


任 匮 给 定 的 6>0 存在 某 沾 eg 


存在 ( 荣 信 》 mc 对 厂 音 的 4E 所 


一 -mm = 一 一 "-- - - 一 


党 【全 意 ) 本 时 


存在 【 某 个 》 站 1 Ra 
有 len -om|<e 前 ini -ac 入 80 


例 11 证 明 数 列 x,=1i，x, = 1+ *y IT 工 十 


坟 ，… 是 收 贫 的 ， 


证 明 对 任意 给 定 的 2 汪 >0， 讨 论 


| xm 一 Xml 。 
1 1 
为 此 ， 不 妨 假 定 8 并 注意 二 <KR -i 1 ~ K-11 kK: 
-+ 1 ++_1L_ 
so = tI mt 
1 1 1 i 
< 全 -元 Th)+ (ET -Tt “+ 
1 N_i 土 一 至 
(~ 六) = 二 #; 元 < 


解 得 1 二 ， 取 加 = [2#. 


8@1 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0, 存在 = [jEN, 当 > 


8 有 时， 有 


x 一 xi] es 


根据 柯 西 收 敏 准则 知 数 列 收敛 。 
例 11 表 明 ， 由 于 不 等 式 js -aml <e 含有 两 个 任意 的 自 


然 数 ， 要 起 从 中 找 出 “EN 是 困难 的 。 本 题 使 用 了 不 等 式 点 < 


1 1 1 1 
KR ”KR-j 让: 且 在 此 基础 上 又 利用 了 不 等 式 -一 


之 < 过 ,使 不 等 式 仅 舍 一 个 me, 从 而 解 得 w> 荆 , 到 = [ 工 ]， 


例 12 车 数列 {x。 对 任意 的 *E N， 有 jw xl 之 er" 其 
中 “是正 常数，0<r<1， 则 数列 {xw} 收 敛 ， 
证 明 对 任意 给 定 的 >0, 讨论 


|x。 一 Xal E 


其 中 任意 的 PE NM。 为 此 有 
[was 一 xm| = | Yi 一 orp 1 十 Warp_i 一 Warpat Xntps 十 各 
+ Xl Xe 
Np — xn+P_-i| 十 | warp. ;~ Xnrp-al + "+ 
[xs 一 | 
< 
= (li+r+rt + rr !) 


pp ? 
= cr lor -cr"( L ) 
i~r 主 一 上 一” 


此 


1-r ~ 


< 


解 得 六 ac 7 
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取 常 用 对 数 ”slgr 志 lg t=. 


因为 9<r<1， 所 以 ljgr<0。 从 而 解 得 
go lg Uns 
gr 取 = 一 二 一 
于 是 ， 对 性 意 给 定 的 e 庄 0。 存在 EN， 当 2 时 ， 且 
任意 的 PE N， 有 lwrz- xs 之 8， 根据 柯 西 收 族 准则 、， 故 数列 
{xa 收 襄 ， 


例 13 车 Xo=1+ 计 + 二 之 ， 则 数列 《xs。}》 发 散 ， 


证 明 ”根据 柯 西 收敛 准则 的 否定 叙述 ， 为 此 取 %= 二 ， 对 
任意 的 rE N， 取 某 个 > 以 及 P=m， 则 有 


_ 1 t .了 
| 

芭 + + 
ji 个 

1 1 

Ba, 2 

由 柯 西 收 化 准则 的 否定 叙述 ， 帮 数列 {x 发散， 
四 子 数 列 


为 了 进一步 研究 数列 极限 的 需要 ， 下 面 讨论 子 数 列 ， 
定义 ”已 知 数列 
Gly Hry "yp ap 
从 中 选 一 数列 
ols ns 


共 下 标 应 满足 条 件 
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有 2 
称 数列 《〈w,}》 为 数列 《as。} 的 子 数列 . 
例如 ， 在 数列 (ay) 中选 出 
A ss ey sy ey 
翰 中 11<15<16< 25<28< 之 …， 且 11,15,16,25,28… 写 N， 此 
数列 是 原来 数列 人 ay 的 子 数列 ， 
特别 地 ， 把 数列 ta 的 子 数列 (zn-1:}， 即 
gy ys on 
称 为 数列 (qs,} 的 育 子 列 。 而 把 子 数列 {#4s)s 即 
dys dey doy 
称 为 数 州 as} 的 惕 子 列 ， 
定理 2.10 ”如果 数列 {4} 收 赵 于 as， 则 {e 的 任意 子 数 
列 也 收 化 二 4 
证 明 已 如 lima, = 4, 根据 极限 定义 ， 有 
对 任意 给 定 的 e 半 存在 加 EN， 当 >m 时 ， 有 |a, 一 
a| <e, 
在 子 数列 外 义 中 ， 下 标 数列 (wx} 也 是 无 限 增 大 的 ， 对 上 述 
定义 中 所 找到 的 ， 在 数列 (#3 中 一 息 存 在 自然 数 点 ， 当下 -> 
有 时， 有 nx 这 名， 由 上 述 志 义 有 


| 研 < 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e2> 洲 存在 EEN, 当 > 上 时， 有 
|an, — < 
炙 即 lima,, = a, [D 


定理 2.10 的 等 价 命题 还 有 ， 如果 数列 {ss 的 某 个 子 数列 
(ans) 发 裔 ， 则 数列 {ax} 也 发 散 ， 以 及 ， 如 果 数 列 《{as} 的 两 
个 子 数 列 不 收敛 于 同一 极限 ， 则 数列 《ea 发 散 . 事实 上 ， 假 
设 数列 《es 收入 ， 根 据 定理 2.10， 可 推 得 两 个 子 数 列 都 收 
化 ， 且 共 极 限 都 与 数列 {a,} 的 极限 相同 ， 可 见 与 已 知 条 件 了 矛 
盾 。 这 两 个 等 价 命 题 对 判别 某 些 数列 发 散 性 很 有 用 。 
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例如 ， 我 们 不 难看 出 数列 {+(- 了 2 的 侦 子 列 为 ，4,8， 
"AR 是 无 界 数列 ， 必 发 散 ， 根据 定理 2,10 的 等 价 命 题 知 
数列 {w+ (一 1) ”x 发 其， 

我 们 也 不 难看 出 数列 

1 1 1 3 1 7...1 2-1 ... 

2” 27 4 4 8 8 ?2 2" ? 
的 寿 子 列 以 0 为 极限 ， 侦 子 列 以 1 为 和 极限， 根据 定理 2,19 的 等 
价 命题 知 ， 该 数列 发 散 ， 


y 2.4 函数 极限 


以 上 我 们 讨论 子 定义 在 自然 数 集 N 上 的 一 类 特殊 的 函数 极 
限 一 一 数列 极限 ， 现 在 转向 讨论 一 般 的 函数 极限 。 


一 ” 当 %*>oo 时 ， 阴 数 放 x) 的 家 痕 
在 $2.1 里 ， 我 们 研究 了 数列 ， { 1~ 十 ) 的 极限 ， 即 当 
>| 


图 2.3 
oo 时 , ( 1~ 二 )->1。 现 在 考察 定义 在 (0, + co) 上 的 函数 


/Go =1~ 训 ， 显然 ， 当 * 无 限 增 大 时 ， 孝 数 F(x) =1~ 二 


无 限 地 趋 近 于 1 (如 图 2.3) 。 它 也 可 必定 量 的 刻 划 。 由 于 
1 


fe) -1| = -二 = | 


1 11 
当 6= 击 时 ， 要 想 做 到 1 f(x) -4| = 十 < 十， 只 须 x>10 


即 可 ， 


ws! 1 
当 2= 一 p05 时 ， 要 想 做 到 | f(x) -1| = 二 < 


须 x 六 1000 即 可 ， 
对 任意 给 定 的 e>0, 赛 要 做 到 /Ce) -1| = 二.<e, 只 须 x> 


1 
1000 


;} 只 


二 即 可 ， 这 就 是 说 ， 当 x-r+o0 时 ， 函 数 jx) =1- 二 以 1 


为 “极限 ”. 

现 对 一 般 情形 的 函数 极限 定义 如 下 ， 

定义 ” 设 玄 数 f(x) 在 区 间 (a, +co) 上 有 定义 ， 且 存在 
实数 44， 如 果 对 任意 给 定 的 e>0， 总 存在 正 数 X, 和 及， 当 > 
时， 有 

| f(x) — A| <s, 
则 称 活 数 A(x) 当 x->+o% 时 存在 极 卫 【或 收效 ) ， 晶 极限 
为 4 或 收 区 于 4) ， 记 作 
lim f(x)= 4 或 ff(X) A(x + 00), 


这 种 函数 极限 与 数列 极限 的 基本 思想 是 一 样 的 ， 所 不 同 之 
处 ， 在 数列 极限 中 自 变 最 * 只 取 正 整数 ， 是 离散 地 无 限 增 大 ， 
而 在 函数 极限 中 自 变量 x 可 耻 任 意 的 实数 ， 是 连续 地 无 限 增 
大 . 

关于 lim f(x) > 4 的 否定 权 述 与 数列 的 lima。= 4 的 将 定 令 
述 完全 类 似 ， 这 里 不 必 装 述 . 

为 了 更 好 地 理解 和 掌握 两 个 概念 ， 特 列表 对 比如 下 ， 
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lim mn=aa lim f(z)=4 
日 一 内 首尾 十 加 


记 号 
| 三 qn* Oo) 或 (To 
西数 | Fn ] tr) 
| 
定 问 域 | 自 热 数 集 对 | {qa, + 00) 
| 
捕 变 其 变化 趋势 和 0 | vo 
阔 获 变化 趋势 | Tn- 了 
对 任 间 给 定 有 站 | 对 性 意 给 证 & > 池 
定 多 在 在 自然 效 人 所 站 可 在 六 考 、0 
当 和 时 当世 
有 | an 一 可 世 二 有 Foy 人 过客 
由 于 不 等 式 


Hoo -4<e 与 4-e<foo0<4t+e 
是 等 价 的 ， 不 难 对 极限 lim_FKx) = 4 也 以 几何 说 明 。 “对 任意 
给 定 的 e>0?， 就 是 以 直线 ?= 4 为 中 心 ， 以 直线 y= 
Ee, ;= Are 为 边界 ， 其 宽度 为 2e 的 带 形 区 域 , 由 于 s 的 侍 
意 性 ， 其 带 形 区 域 的 宽度 2e 也 是 任意 的 。 “总 存在 正 数 


yixy 


有 就 是 在 数 轴 上 存在 一 点 X， “ 当 x > 时 ， 有 [fx) 一 | 


a7 


<e"， 衣 是 在 X， 右 侧 ， 疼 数 fx) 的 图 象 位 寸 这 个 带 感 区 
域 之 内 (各 图 2.4》 。 
下 面 给 出 当 x-> -ce 时 ， 画 数 fx) 的 极限 定义 ， 
定义 ” 设 通 数 f(x) 在 区 间 〈- < 人 上 有 定义 ， 且 存在 
实数 4。 如 果 对 任意 给 定 的 2>>0 总 存在 正 数 EGR， 当 x< 
一 及 皇 ， 存 
| 六 ~ A la, 
则 称 咀 数 (x) 当 x - ce 时 存在 极 跟 《或 收 仇 ) ， 且 极限 为 
志 《 或 收效 于 4) ， 记 作 
lim f(x) = 4 或 12) 一 A (x -00), 
最 后 给 出 当 x-*o0 时 ，【( 即 jx| 一 +0)， 哨 数 (x) 的 极 
限定 义 ， 
定义 ” 设 陌 数 /x) 在 区 间 {x [jx| 半 4} = (~ 00, -4a) UU {4 
+o9) 上 有 定义 ， 且 存在 实数 4。 如果 对 任意 给 定 的 让 总 
存在 正 数 XIER， 当 lj 法 X, 时 ， 有 
| tx) — “1| <&, 
则 称 函 数 (x》 当 x 一 ce 时 存在 极限 〈 或 收效 ) ， 且 极限 为 A 
《或 收 襄 于 A} ， 记 作 
lim Fr)=A 或 f(x) (yro00). 


例 1 证 明 lim-Sax =. 
证 明 对 任意 给 定 的 >>0， 解 不 等 式 
| Sin Sin x 
| -ax - 0 = | -2 < < 
1 
解 得 jx > 二 ， 取 X, = 二 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 0， 存 在 正 数 X,= 二 ER, 当 xl 
,| Sinx 
总 ， 时 ， 有 | -0 |<e, 
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例 2 证 明 lim afctgx= 了 
证 明 对 任意 给 定 的 e> 0 ， 解 不 等 式 


Arctgx 一 a — 4TCtgX 2, 


妈 arctgx>> 开 一 6 
对 不 等 式 两 边 取 正 切 值 ， 月 扫 据 tgx 的 单调 性 ， 有 x> t{ 工 
-6e), 取 X,=tg( 开 ~-e)( 当 < 于 时 ,X,>0). 

于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 0， 存 在 正 数 X, = tg( 工 -sj ER， 
当 x 盖 X， 时 ， 有 arctgx- 瑟 < 

例 5 证 明 lim 六 这 一 也 

证 明 ”对 任意 给 定 的 e> 0， 解 不 等 式 


*+1 _1 -3 -4 
2x-1T 2| 232721 212-d 
2 2 
a ~ 
2 
解 得 。 Ix 1 之 了 (+1 )， 取 X= 地 ( 宇 +1 )>0 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 。>0, 在 在 正 数 X,= 二 (+1) ER， 


当 |x| >X% 时 ， 有 这 二 -了 | < 


然而 ， 对 例 3 中 的 不 等 式 


| w+1 _ 2 
i2x~—1 2 1x| —1 


可 采用 “限定 变量 ”的 方法 使 之 继续 放大 ， 当 xi 之 1 时 (这 


$9 


到 < 


是 可 行 的 ， 因 为 自 变 中 jx| 一 +eo)， 即 jzl -1>0， 则 有 
x+1 1 2 _ 2 
2x~-1 2 2lx| -1 |x} +(jx| -1) 


< 
由 此 解 得 lx| > 之 ， 取 X。= max{1, 之}>0. 


于 是 对 任意 给 定 的 >0， 存在 正 数 X, = max 三) ER， 


当 | > Xe 时， 有 | 过 二 -二 | <e 


Txti+x~—8 7 
i 一 一 一 一 一 一- = -一 
例 4 证 明 im 二 ar-T = 可 
证 明 对 任意 给 定 的 se>0， 有 不 等 式 (x 一 一 忆 ) 
fx:+x-6 了 _ 8—17x 
Ix:— 2x—1 3 3(3x — Dx 1) 
18(1— x) 
~ ~ 3t1l1—-xw)}3xr+1) 
-6 
—3x—1” 


由 于 x-> ~ coo， 所 以 可 以 限定 x 之 -1， 有 


Tt 5 ?| 6 6 
3x ~ 2x~l1 3 —3x—-1 -2x+(—x-1) 
6 3 
“一 到 


从 而 解 得 x<<- 二 ， 取 Xi = maxf -1|， 过 }>0， 


于 是 ， 对 妊 意 给 定 的 > 站， 存在 正 数 六 ,所 好 ， 当 交 二 一 天， 
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X 时 ， 有 
Tx :+x— 


Bi Dx 1 引 <e. 


二 当 wa 时 ， 通 数 f(x) 的 极限 


在 区 间 [0 ，39 上 ， 求 白 物 线 y= 2x: 过 点 P(l 2) 的 
切线 射 率 让。 

怎样 求 切线 斜率 站 昵 ?在 抛物 线 
了 =2x 点 了 的 附近 , 任 取 一 点 yy 
V(x, 力 ， 由 解析 几何 知 ， 其 制 线 P20 
的 锤 率 是 

下 = ~ _ 2 一 过 

一 x—1 “ 


如 图 2.5 示 ， 因 9 不 亲王 P， 邑 
xl 所 以 帮 
kE' - 2x1— 2 
wl1 
2 tx+I) 1) 
x—1 


= Z(tx:+x+1), 


当 点 9 沿 着 抛物 线 7 = 2x* 无 限 地 趋 近 于 点 了 时 ， 制 线 P9 的 
斜率 上 就 无 限 地 赵 近 于 点 P 的 切线 斜率 上。 也 就 是 说 ， 当 x 
无 限 地 趋 近 于 1 时 ， 怠 =2(x+x+l) 就 无 限 邮 起 近 于 6 ， 即 
切线 斜率 上 为 6 。 

现在 进一步 地 做 定 基 的 刻 划 ， 


当 e= 贡 时 ， 要 想 煞 到 ~6 | << 亢 ， 色 


2x1—n 


_& 1- - - 1 
wei [2x+2) (x-1)| aA8 lx 1| < 


il 


《因为 0<xs27， 只 须 0< jx 一 习 二 而 即 可 . 


1 坟 2 ~- 工 
当 e= 时 ， 要 想 做 到 -2 5 | < 
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地 
| 2* -2 . < 1 
i < x- < 
1 
只 须 0< x -让 <-5065 即 可 ， 


对 任意 给 定 的 s>0， 要 想 做 到 | 一 6 < 地 


2 一 全 
x*—1 


只 须 0< x ~1| < 后 即 可 。 这 就 是 所 谓 当 x->1 时 ， 


以 6 为 “极限 ”. 
.下 面 给 出 ， 当 x-ra 时 ， 范 数 f(x) 的 极限 定义 ， 

定义 ” 设 罗 数 f(x) 在 点 4 的 某 个 去 心 邻 域 由 内 有 定义 ， 
且 存 在 数 444， 如 果 对 任意 给 定 的 e> 站 总 存在 6>0， 当 0 之 
x-al < 之 6 时 ， 有 

|f lx) ~ A| <e, 

则 称 函 数 (x) 当 x->a 时 存在 极限 (或 收敛 ) ， 且 极限 为 4 
《或 收 钱 于 A) ， 记 作 


limf(x = A 或 fr)>A (x->0), 


因此 ， 上 上 曾 讨 论 的 抛物 线 y= 2x” 在 点 Pll,2} 处 的 切线 
钳 率 点 为 


中 去 心 圭 域 ， 圾 基点 a 的 茶 个 分 域 ， 但 十 于 包含 点 而 记 作 UU itai5). 它 疆 
tz |-al 克基 等 价 的 ， 
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由 于 不 等 式 
0 lx-a < HH a6<x<atd (人 won) 
是 等 价 的 。 不 等 式 
| Fx) -Al<e 5S A~-e< f(Are 
是 等 价 的 。 不 难 对 极限 iim fCx) = 4 予以 几何 说 明 ， 


J 
XE 上 Te 十 -一 一 一 一 ss = 
丰 SS 1 
~ S [ 
= 点 ~ RS SR 一 -| 
1 01 | 6 | 
0 -6 a a+6 * 
国 2,6 


“对 任意 给 定 的 5 法 09， 就 是 有 以 直线 7 = 要 为 中 心 ， 以 
直线 j= 有 -2， = 村 +e 为 边界 ， 其 富 度 为 3 的 带 形 区 域 。 


由 于 。 的 任意 性 ， 故 知 其 带 形 区 域 的 宽度 2 也 是 任意 的 ， 


存在 全 >0”"， 就 是 总 存在 半径 5。“ 当 0 lx -本 < 时 ， 有 
] fx) 一 A| <e7， 就 是 在 以 a 为 心 以 5 为 半径 的 去 心 邻 域 
(za -~ 9,z+ 人 (x 疤 办 内 的 通 数 (x) 的 图 象 位 于 这 个 带 形 区 域 


之 内 (加 图 2.6) 。 


为 了 更 好 地 掌握 iim f(x) = 4 和 lim f(x) 夺 4 的 叙述 ， 


现 列 表 对 比如 下 ， 


lim f(r}=A4 lim fr} 
对 尾 媳 给 定 的 号 2 存在 革 涉 En 
存在 【 某 相 1 节 20 对 芷 意 的 售 220 


当时 


i -一 一 一 一 


看 [ire 


存放 革 相 Ti， 当 < 1 人 < 妆 要 时 


有 人 (zo) 一介 实 E， 


例 5 证 明 lim {5x 一 2)= 8， 
Et 


证 明 对 性 意 给 定 的 ce 汪 0， 解 不 等 式 
Sx — 2 —8| = |5tx -2| =51x- 2 <s, 


解 得 ”|x -| < 取 6= >0. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 *>>0， 存 在 6= 亏 >0， 当 0< 人- 
3| <8 时 ， 有 |(65x 一 2) -8] <é, 
例 6 证 明 (1) limsinx= sina 
(2) limcosx = COsa, 
证 明 (1) 对 任意 给 定 的 “>0， 解 不 等 式 


lsinx ~ sina| =2 > 了 


CO 


|. sin 
<21. -AD - | 一 如 < 


解 得 |* -eq <e 取 6=e>0。 于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>> 
六 存在 6S=e> 路 当 0<-al<6 时 有 


lsinx ~ sinal <<e。 


.TIT—n | | 一 人 | 
全 当 r 寺 4 了 时， 有 I aN | < 
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特别 地 ， 当 a= 时， 有 lim sinx = 0。 
《2 ) 对 任意 给 定 的 >0， 解 不 式 


|cosx — cosal =| — sin te ,sin 
2 2 
<21 3 = |x -al <e, 


解 得 |x 一 a <e， 取 6=e>0。 壮 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 
在 6=e>0， 当 0 之 lx-a| < 时 ， 有 
[cosx — cosal < e, 
特别 地 ， 当 a=0 时 ， 有 lim Cosx = C050 = 1, 
例 7 证 明 lim Vx =Wa {a> 人), 
证 明 对 任意 给 定 的 e 汪 0， 解 不 等 式 


A -Val = (Vx E43 ) (Vx +we ) 
Vx Fa 


-a la) 
Vr pr wt 


解 得 | x-a 1<wa 's， 故 取 6= wz .2e> 0 于是， 对 尾 意 
给 定 的 e>0， 存 在 6=wWa'e>0， 当 0 之 lx~al 之 6 时 ， 有 


lx -va | <e, 
例 8 证 明 lim2 to -= -二 
证 明 对 任意 给 定 的 上 >09， 有 等 江 
x+3 ty | x+3 1 
Ei ( 5) -| +t 襄 | 
= | |_ lx- (~3)| 
G(x +x—3) | 8-3 引 


由 于 等 式 的 右 端 分 于 和 分 母 中 都 含有 变量 x， 故 采取 “限定 变 
量 法 ， 来 加 强 不 等 式 ， 因 为 一 - 3， 所 以 可 限定 
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xEEC-4, 一 2)， 即 一 4 之 x 之 -2， 则 有 
43<x—3<-2-3. 


或 5< lx -3| <7, 
| x+3 1 x-C~3)| .lx+3l 
改 9 人 全 | 


解 得 jr+3| 二 30:e， 取 6= min{1, 30.e} 0, 
于 是 ， 对 任意 给 当 的 e>0， 存 在 6= min{1,30:8), 当 0< 
lx*-( -3) = jx+ 引 < 之 6 时， 有 


+3 _ -下 
X19 ( 8) ~ 


三 ” 单 侧 极限 
由 于 有 些 范 数 在 某 些 点 的 左 侧 与 右 侧 的 解析 囊 达 式 不 同 ， 
或 渔 数 仪 在 其 某 一 侧 有 定义 ， 讨 论 函 数 在 这 些 点 上 的 极限 问题 
就 存在 所 谓 的 单 鹦 极限， 如， 讨论 符号 沙 数 
1， 当 xf 和 时 ， 
= sgnx = 90， 当 x=0 时 ， 
-TI， 当 x<0 时 ， 


在 x=0 处 的 位 限 ， 就 必须 以 x>0 或 x<0 的 两 侧 分 别 讨论 
国 数 的 极限 ， 双 好， 讨论 范 数 
一 wx 0 


在 x=0 处 的 极限 ， 就 必须 从 “>0 -后 讨论 函数 的 极限 ， 

现在 定义 单 钠 极限 。 

定义 ” 设 困 数 六 x) 在 区 间 (4~+,a) (其 中 + 省 站 上 有 定 
义 ， 且 他 在 数 车 ， 如 果 对 任意 给 定 的 e 沁 0, 总 存在 6> 0 当 0 < 
#4- (6<r) 时 ， 有 

| ftx) ~ A| <e, 
则 称 函 数 (x) 在 点 a 看 在 左 极 限 ， 且 极限 为 4， 记 从 
lim f(x) = 刀 或 f(a-0)=A, 
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定义 ” 设 国 数 f(x) 在 区 间 (a,，a+r) 【其 中 7 六 人 上 
有 定义 ， 卫 存在 数 所 ， 如 果 对 任 写 给 定 的 >0， 总 存在 6> 忠 
当 0 过 #46r) 时 ， 帮 
| fix} — A |<e, 
则 称 表 数 j (x》 在 点 4 存在 右 极 限 ， 且 极限 为 4， 记 作 
lim j¢x)=4 或 et 的 = 


我 们 抒 填 数 .六 x*)》 在 点 2 的 碟 、 右 极限 称 为 单 侧 《 边 ) 极 
限 ， 扣 把 函数 六 wx)》 在 点 4 的 级 限 称 为 双人 删 【 边 ) 极限 ， 

定理 2.11 畏 数 fx)》 在 点 a 双 侧 极限 存在 的 充 要 条 性 
是 :上 大 拉 在 点 a 的 两 个 单 侧 极 限 存 在 也 和 相等 . 

证 明 ”必要 性 设 lim fw) = 有 ,出 极限 的 定义 , 对 任意 并 
定 的 e 半 了， 存在 6>0， 当 0 二 -可 过 6 了 时， 有 | f(x) -4| 
所 es， 因 为 不 等 式 

0 x-a < 与 4-Sx<atd (fxn), 
等 价 ， 有 -5<x<a (或 0-Za-x < 四， 

daate RR 0 一 < 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 ze>0， 存 在 00， 当 0<a -xc 时 ， 有 
if ~ Al<s, Bh lim f(x) = 4. 

对 任意 给 定 的 se0 存在 6>0， 当 9<x-a<6 时 ， 有 
| f(x) - A| <s， 靶 lim fx) = A. 

总 之 有 Jim f(x) =iim f(x)= 4, 

充分 性 已 如 lim fx) = lim f(x) = 44， 由 左 、 和 大 极限 的 
定义 ， 有 

对 任意 给 定 的 e 半 0， 存在 0,> 0, iE (或 六 一 
9<x<a) 时 ， 有 [f(x) -A < 

对 任意 给 定 的 e >0, 存在 6,>0, OY -2 {或 # 过 
Xa+ 人 By 时 ， 有 [Fx) -< 

取 6= mint{d,, 6,), 
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于 是 ， 对 任意 给 定 的 e> 中 存在 3>0, 当 0< lx~-al 9 
时 ， 有 | 后 -去 中 即 lim f(x) = 4, 汶 | 


例 9 证 明 符号 页 数 = sgnx 在 x=0 处 不 作 在 极限 ， 
证 明 ”由 于 
limsgnx = lim1 = 1, 


limsgnx=lim(~1}= ~1, 
dt 


根据 定理 2.11， 故 知 符号 函数 ?= sgnx 在 x=0 处 不 存在 极 
限 . 


例 10 设 f(x) = 一 ， 证 明 lim f(x) = 0， lim /0%) 
i+ Pir Ci bd i bn 


= 主 ， 
证 明 对 任意 给 定 的 e>0， 解 不 等 式 
| Fx) —0| = 1 <e, 


到 一 


1+e” 


或 "> 之 -1， 
两 边 取 自 然 对 数 ， 得 
二 >la( 二 -1 1) 或 x< 一 工 一 一 


= 
取 6- Er 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0(。 < 元)， 存在 9- 一 二 一 ~ 
(es -1) 
>0， 当 0 之 x 达 8 时 ， 有 Tx} -0 < 之 ze， 即 
lim ftx) = 0, 
对 任意 给 定 的 二 0， 解 不 等 式 
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| 1 
fo -= 一] 一 < 


1l+e* 工 十 


一 此 了 


或 8 < 
两 边 取 自然 对 数 ， 得 ， 
工 <la( 一 “ )( 当 e< 志 时 ， In ) 3 


1 
到 ln{i2 ) 
取 6=-- 1 .1 -~ 
hn 人 (一 ) 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0( e < 十 )， 存 在 和 
"(1-e_ 
2 
>0， 当 -3S<x<0 时 ， 有 【f(x) 一 1| 之 e， 即 
lim f(x) =1, 


< 一 


$ 2.5 画 数 极限 的 性 质 及 四 则 运算 
在 823 .4 中， 我 们 共 讨 论 了 机 类 六 种 形式 的 函数 极限 ， 
lim f(x), lim f(x), lim fx)s 
lim fCx), lim f(x), lim fx), 
它们 与 收 训 数 列 有 完全 类 似 的 性 质 和 运算 法 则 ， 本 节 仅 误 
lim f(x》 的 形式 进行 讨论 ， 其 它 形式 留 给 读者 作为 练习 ， 
定理 2.12 (局 部 有 界 性 ) ”如 果 lim f(x) = 4， 则 存在 某 
个 去 心 邻 域 0"(a,0)， 使 得 f(x》 在 U's,3) 内 有 界 . 
la 


证 明 已 知 lim fx) = 4， 由 极限 定义 ， 对 某 个 eo0， 存 
在 6>0， 对 任意 的 xEU'a,6)， 有 |) < 之 

另外 ， 轩 于 

| As = -人生 [+ 
<e, t+ |， 

取 计 =e+ 14 ， 对 任意 的 xEU"ta,6) 有 | As 近亲. 口 

定理 2.15 《局 部 保 号 性 ) 如 果 lim f(x) = 4， 用 A>0 
(或 妇 之 0)， 则 在 在 基 个 去 心 邻 域 Da 0 对 任意 的 xE 避 (Co 
86)， 有 站) 半 0 (或 fx) 之 )， 

证 明 已 知 lim A(x) = 4， 且 4>0 由 极限 定义 ， 对 某 个 


e = 七， 存在 6>0， 对 任意 的 xED(o 0, 有 | f(x) -4 
< 分, 
由 于 不 等 式 
Lo -< 三 与 -人 < ~ 
等 价 ， 因 此 得 到 
Fo)> 4- 生 = 全 >0. 吕 
对 二 44<0 的 情形 留 给 读者 作为 练习 。 
推论 (不等式 性 质 ) ”如果 lim f(x) = 4， 且 存 在 某 个 去 


心 分 域 U0"(a,5)， 对 任意 的 xEUMe，3) ， 有 Fxy20《 或 
(zx)<0， 则 .40 (或 4A4 志 0)， 
证 明 ”用 反 证 法 .假设 4 一 0， 则 根据 定理 2.13， 必 存在 
基 个 去 心 争 域 Ua,5)， 且 使 6<6， 对 任意 的 xEU"(a, 5)， 
有 x) 之 0， 与 已 知 条 件 1x) >0 矛盾 。 品 
对 于 4<0 的 情形 ， 留 给 读者 作为 练习 。 
定理 2.14 “ 《〈 叭 一 性 ) 如 果 函 数 /1(x) 在 点 a 存在 极限 ， 
则 极限 必 叭 一 ，- 
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4 
2 


证 明 息 设 函数 Ar) 在 点 4 存在 两 个 悍 限 4 和 了 B， 即 
lim jz) = 有，lim f(x) =B， 由 极限 的 阜 义 ， 对 任意 给 定 的 


20， 分 别 有 
存在 5 >0 当 0<- 相 <6 时 ， 有 [f(x)-- Ala 
存在 >0, 当 0 之 lx-a 过 5 时 ， 有 | (x) -下 <e。 
取 6=min{6,,6,)， 当 0 过 |x 一 al < 之 6 时 .同时 有 
[fx) -Al<e 和 ' fx) -Be 
于 是 ， 当 0 所 |x- 可 < 时 ， 有 
IA4— BI 一 14 - 六 xy) +f(x)—B 
| fx -A + f(x) -BB e+re=2e。 
由 -上 2 的 任意 性 ， 故 4A4= 3B。 极 限 唯 一 ， 口 
定理 2.15 (极限 的 四 则 运算 ) 如 困 通 数 fx》 和 和 g(x) 


在 点 4 此 存在 慨 限 ， 则 F(x) 圭 g (x)，/(x) .g(x)， 和 


(limg tx) 0) 在 点 # 上 峭 在 在 极限 ， 且 有 
limt A(x) + g(x)I= lim f(x) + limg(x), 
lim fx) + atx) =lim f(x) :limgtx), 
lim Ce) 0 
日 -二 Llx) lim Lt{x) 
下 面 人 了 底 乘 积 的 形式 予以 证 晴 ， 其 它 两 种 形式 留 给 恋 者 作 
为 练习 ， 
证 明 因为 函数 乒 x7 在 点 a 存在 极限 ， 根 据 定 理 2.12， 
存在 衣 半 0,，5.>0， 当 0 过 jx-a <5, 时 ， 有 
for)| EM 
设 lim f(x) = A, limg (x) = 8, 根据 极限 定义 ， 对 任意 
给 定 的 es>0， 分 别 有 
存在 人 1 有 过 0 |x—al < 8]}， 有 ft) -| < 
存在 65>0， 当 0< lx- 可 <6 时 ， 有 jgtr)~ 有 < 一 e 
ltl1 


也 6=mint6,6,,6)}， 洒 0 -和 -9 时 ， 岂 时 认 
[fx) [AM ow -4 <e 和 jecx) -Bl <e, 
于 是 ， 当 0< ix 一 可 之 6 对 ， 有 
| flx) g(x) — AB| =| fx) gx) — fx)B+f x)B- AB) 
| .xi (e+ 有机 xd 二 Me 
+ [Ble= (M+ IB| )e, 
这 襄 证 明了 f(x}8 (x) 在 点 a 有 极限 存在 ， 且 有 
lim fx) g(x) = AB=lim f(x) limg(x), DO 
定理 3.15 表 员 ， 
(IE 代数 和 的 极限 等 于 极 腿 之 代数 和 ; 积 的 极限 等 于 极 
限 之 积 ， 商 的 极限 等 于 极限 之 商 (但 分 母 极限 不 鸭 零 ) ， 
C2) 和 与 积 骨 可 推广 到 * 个 函数 的 情形 。 
例 1 如果 pCx) = xs+axn+ dwr+e 则 有 
lim plx) = px). 

证 明 若 x) 宇 c (常数 )， 则 limf(x) = lim = 6, 
事实 上 ， 对 任意 给 定 的 e>>0， 任 取 63>0,， 当 0<|x- x < 
时 ， 有 

{fx -el = eel =0<e, 
即 lim fx) =lim c=¢, 
着 Ax)=x， 出 limx = x 
事实 上 ， 对 任意 给 定 的 ezm0， 取 0 = 2, 当 0 < [x -| < 
8 时， 有 
| f(x) =- 一 yj = [x ~ x < 
plim f/x) = limx = = Xo 
再 诺 用 定理 2.15， 有 
lim plx) = lim(ax*+ MIX + n+) 


= Nmx" talimx™ tt + a tim + lima, 
“~ 9 天 一 页 有 让- 厅 衣 


-1i2 


= x FR + +t dn 
= p(x,), 
例 1 表明， 任何 一 个 多 项 式 在 任意 点 的 极限 等 于 该 点 的 力 
数 人 和， 例如 
lim 《5x + Sx — dx—-1) =5:2+3'2 -4:2-1=43, 


例 2 求 im 起 -， 其 中 p(x)，0(x) 是 关于 x 的 任意 
多 项 式 ， 且 Q(x,) ==0, 
解 ” 根 据 定理 2.15 及 例 1， 有 


lim B00) PD px) 
so Qlx) limocxy QtxD 
EE-? 二 站 


例 2 克明 ， 任意 有 理 溺 数 在 分 母 不 为 零 的 点 存在 极限 ， 其 
极限 值 就 是 该 有 理 函 数 在 该 点 的 函数 值 。 例 如 
3x?7 十 % 一 1 3:1:+I~1 3 


lim -一 ~ >= 一 一 一 一 
i1m 7 


st dx tx +3 dl+1-1+3 


解 ”因为 当 x 一 2 上 时， 分 子 的 极限 是 0 ， 分 母 的 极限 也 是 
0 ， 所 以 不 能 直接 应 用 定理 2.15。 这 时 必须 消去 分 子 和 分 母 中 
当 x = 2 时 使 之 分 子 、 分 母 为 0 的 因子 ， 然 后 再 求 极限 ， 即 


£ 
li 一 4 二 站 (xw +2)(w— 0) 
a is “Umer a 


Li 区 十 二 
例 4 求 mT 


解 ”因为 当 x 一 -1 时 ， 分 式 的 分 子 和 分 母 的 极限 都 为 0， 


所 以 不 能 直接 应 用 定理 2.15、 根 据 该 分 式 的 特点 ， 利 用 分 子 和 
分 母 则 来 (v2x+3 +1) 消 去 (x +1) 的 因子 ， 再 求 其 极限 ， 
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即 


im ~ + im (x +1) (v2x+3+1) 
Ml VArtB-l om (Varta DC ar riri) 


=]lim (x+1l)(w2x+3+1y 
| 2 十 了 荆 ) 


= lim 2 十 3 十 1 


下 一] 


令 J=23x+3， 当 x-> 一 1 时 ， 1， 冉 利 用 $2.4 中 的 亨 


7y 网 得 
lim -2x+3+1 -lim wy+1_2 .1 
| 2 | 2 2 “ 
故 lim 一 x+l _ -1 


-1 WA2x+3-1 
1; 《1 十) 一 上 
例 5 冰 Lam 一 一 ， 其 中 站 为 自然 数 ， 
解 国 为 当 x->0 时 ， 分 式 的 分 子 和 分 母 的 极限 都 为 0、 


所 以 不 能 直接 应 用 定理 2.15， 利用 二 芒 式 定理 将 (4+ x) 跑 开 ， 
请 去 * 的 因子 ， 再 求 极限 ， 印 


Jim {1 + wl 
四 下 2 


1+ax+ ss-1) 二 十 


lim ! 
一 一 一 


上 一身 和 


二 lim 
OC 


上 一 了 A ， 


_ 二， 让 攻 下 一 二 
= lim (sr 了 i ) = 


r 和 本 一 
例 6 求 iim 一- (ww，# 都 是 正 整 数 ) 。 


114 


mn im Dt 
咎 im 和 


=lim Xt + + 
i | 


-1+1+ 十 ]{w 项 ) 
1+i+ 十 1tn 项 》 


$ 2.6 函数 极限 存在 判别 法 


与 数列 情形 类 似 ， 这 里 我 们 讨论 函数 极限 存在 判别 法 ， 这 
些 判别 法 在 理论 上 和 应 用 上 都 很 重要 


一 ”两 个 判别 法 
定理 ?2,16 (两边 夹 ) ”如 果 limgp(x) = limp(x) = 4, 目 存 


在 某 个 去 心 邻 域 Ug, S,), 对 任意 的 xEU'a, dd), 有 
PXI Fx) px) 
则 lim fx) = A, 

证 明 已 知 lim@ (x) = limg (x) = 要 ,根据 极限 定 头 ， 对 任 
意 给 定 的 e 盖 0， 和 分 别 有 

存在 .>>0， 对 任意 的 xEU'(a,61)， 市 lx) -Al ce, 
或 有 A~e<ptx), 

存在 8 >0 对 任意 前 xEU'(a, 5.)， 有 以 (>) -Al < 
或 有 $x) 之 Ate, 

各 6=mint{d,,6,,6,), 对 任意 的 交代 Uta 6), 同时 有 
pO fA ER) AE) Sr) A+e, 
于 是 有 . 

A-eco) EI) CY) LA +e, 
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器 A-e< f(x)<Ats, 
即 fw) -4<e， 故 有 lim f(x)= 4. 0 


定理 2.17 如 果 菌 数 j(x) 在 [a;#) 上 单调 ， 昌 有 界 ， 蔓 
存在 计 >0， 对 任意 的 Eraye) 有 | 了 (x) | 所 术 ， 则 当 x-ra 一 
0 时 ， 池 数 六 wx》 存在 极限 。 

证 明 ”不妨 假设 f(x) 在 Le,a) 上 是 递增 的 ， 旦 有 上 
界 ， 即 效 集 {t f(x)| xELa, oo 有 上 看， 根据 确 漠 定理 知 ， 数 集 
《xxEka 9)}) 必 存在 唯一 的 上 确 界 A= sup{ (sz) lxELa, 
4)}。 现 证 明 A 就 是 沙 数 jx) 的 极限 ， 即 lim f(x) = 4A. 


由 上 确 界 的 定义 知 ， (1》f(x) 志 4 (2) 对 任意 给 定 
的 e 二 0, 至 少 存在 一 个 xoE [ay a), 在 数 集 { f(x) lx ELa, a)}) 中 
有 Fex>> 刀 -<s，。 又 因为 艾 数 作 x) 是 递增 的 ， 取 6 = 4- x，， 
当 a 一 0 之 x 达 4 时 ， 有 fx) 守门 ww)， 于 是 ， 当 4 -6<x<a 时 ， 
有 

A-e< f(x) fx EALZAtS, 

其 | ftx) — Al <e, 
根据 函数 极限 的 定义 ， 故 知 lim f(x) = A, 口 


完全 类 似 ， 如 果 函 数 fx) 在 La,o) 上 是 递减 县 有 下 界 ， 
则 lim f(x) = A, 


二 ”两 个 重要 极限 


:SinT _ 
1 lim TE =1 


ed 


作 单位 加 〈 如 图 2.7?， 昌 区 
a 各 


0<x< 卫 ， 0414C， 星 然 有 


入 A08 的 面积 < 之 肩 形 
A408 的 面积 < 和 AACC 的 面积 ， 
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1 : 1 1 
[] LE1 J 里 mi 昌 "+ 
即 可 1 sinx< 和 了 了 1 :tgx, 


用 二 sinx>> 0 除 不 等 式 ， 得 


Sintix 
COSX < ~ 


< 


因为 lim cosx=1《 见 $2,4 例 6) ， 根 据 定理 2.16 有 
lim S1 记 时 
AN 
当 x<0 时 ， 令 x= 一 则 有 


lim Sinx -lim SD -iim sy =1 
nD 区 zd 一 Tt 


= 


根据 定理 2.11， 得 


。 sin 
Pr 


久 一 站 


。 $1 入 圾 必 
例 1 求 msi 0 


解 ” 因 为 
SI1n mx. 
Sinmx _ SinMx 入 X 荆 _ 沪 玉 < 
S1NA% WH Hx Snax # Sinnx 
Nx A 


对 于 lim 32% ， 令 mx = 当 x 了 ?0 时 ，i>0， 于 是 有 


业 久 


iny 。 1 
lim Sn 1im Sin 


=1: 
Pe | 六 计 [| 
同样 可 得 
lim SI 卫 育 %% 1 
5 Hx ” 


所 以 
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SINA _ 1: 放 灼 ， 
lim 一 -一 一 = lm (= : mx) 


#4 SiNnnx 
到 站 
]; SINnm x 
六 Ciliad Wy -区 
四 。 i 章 
1 SIN Hw 
天 一 下 罗江 
.1— cosx 
例 2 求 lim 一 一， 
天 一 由 人 
，。 多 
2S1imn2 一 Si 位 一 - 
.Osw ,. 。 : 
解 lm 一 一 一 = lim .lim 3( 2 
本 下 EY 和 x 一 * 有 一 和 ， 
2 


例 5 求 lim-tg3x 


可 一 和 


有 一 机 一生 XCOS3Y wy ey Pe COSSK 
， Sin3x 1 
= lim 3， 3 1 一 一 一 一 一 人 
和 3x limcos3x 


一 


2 lim ( 1+L)*=e 


于 细 


当 x 一 + 时， 对 任意 的 x 字 1， 存 在 两 个 相 邻 的 自然 数 
# 与 #+Ti， 司 
8 十 |， 


i 时 1 
一 -一 -二 人 一 
或 好 十 上 诗 < 六 
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1 


有 1+ lt ltll+ 


要 十 1 
< 

rr -一 1+ 一 

和 (1+ (1+1 ! 


因为 # 过 x 之 #+1， 所 忆 当 x+so 寺 ， 也 有 sccy 于 是 


1 L 
lim + 3 ) =lim ( " eT) 
Q+ i) 
_ mt) 
lim( 1+ = ) 
-二 -4 


-im (rim (1+) 
= = 


根据 定理 2.16 有 ， 
ln (Lt) = 
当 x-=- co 时 ， 令 了 = 一 Xx，X%-* 一 00, 有 y+ +00, 于 是 有 
tm 1) 1 
-ia (+5) 


一 站 


页 得 


区 


lim ( 1+) = 
Kon 


加 设 a= 二 ， 当 x>o0 时 ， 有 ec->0， 于 是 得 


里 1 下 
]itmn 1+ 二 ) =lim (1+a)°" =¢, 
村 “m 三 一 必 


i 
例 4 求 limQd-x)*， 
二 下 中 
解 令 x= 一 7?， 则 当 x 一 0 时 ，y 一 0， 于 是 
一 
Jimk1_ x)* =lim{(1+y) 7 


一 jim 1 -1 


2 (1 十 力 一 lim (1 +») 
EE 


例 5 求 lim(1+wx)=， 其 中 为 自然 数 ， 


-L 6 
了 


_ 解 令 mx = 当 wx 一 0 上 时， 有 ?7 一 0， 于 大 


lim{t 4 =lim TI 十 Me) mm 
有 于 自 下 一 个 
= [limitl+ mx) sm 
EF md | 


= [Clim(1 +7) I” 
yy 


一 
， x 
例 8 求 lim( 和 2) ， 
1 
2 et 下 十 一 、 时 
]i w 十 1 = ji bE ) 
解 in (nT) -lin 仁 - 
x 
(1+ = ” 
= lim ~ -im 


i120 


(二 


. | A 
+ ) | 
22 x 
=lim (+ 二 lim(1 + 一 
二 en rt 
令 x = 有 一 Xx =p， 当 x->o0 时 ，# 王 十 00，2-* 一 00, 于 


是 


EE ED , F 
lim (二 二 -lim (11+) -lim (+ 二) 
HR 村 下 十 吕 FPF- 


三 ” 亲 西 收 伊 准则 


定理 2.18 〈 柯 西 收敛 准则 ) ”函数 关 x) 在 点 a 存在 极 


限 的 充 村 条 件 是 ， 对 任意 给 定 的 汪 0， 存 在 5>>0， 对 任意 的 
x 与 雪上 < 有 < 与 0 -中 <0 时 有 


| fx) -Ix )) <e, 


证 明 ”必要 性 设 lim f(x) = 4， 由 极限 的 定义 ， 对 任意 


给 定 的 2 盖 0， 存 站 560， 当 0 之 |x~-a 过 6 时 ， 有 
f(x) - Al <e. 
当然 ， 对 任意 的 x' 与 x" 沼 0 之 |x' -a 之 6 与 0 之 Ix" 
4| 写 6， 同 时 有 


Le 下 Se | fw) -Al<e, 


于 是 
| FoxD -FON fx) -A +iftx") — A|l < 28, 


定理 的 充分 性 留 到 第 七 章 证 暴 ， 
为 了 更 好 地 掌握 和 运用 柯 西 收 伍 准 则 ， 更 将 让， 否 搬 述 列 


表 对 比如 下 : 
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了 tr) 在 点 4 存在 极限 《一 >》 (2) 在 点 o 不 存在 要 限 < 一 > 


尾音 给 定 的 & 半 0 


存在 其 个 ) 8 站 0 
对 人 芷 姬 的 了 与 工 ?， 

当 0 17 一 训 扫 相 
| 时 


存在 【其 两 尘 》 了 0 9 
| 
0 | 一 | 之 丰 时 


] 对 企画 的 60 
-| 


有 [f(z -fz < 有 |r) fr) eo 


例 7 证 明 函 数 f(x) = sin__ ， 当 x>0 时 ， 不 存在 极 


Ey 


限 . 
证 明 只 须 证 明 当 x->0 时 ， 函 数 /(x) = sin 一 ”不 浦 足 


柯 西 收敛 准则 的 条 件 即 可 ， 


事实 上 ,存在 某 个 = 二， 及 任意 的 6>0， 存在 *'= 
i 


+ 一 一 和 >x"= + 一 一 ， 只 要 取得 充分 大 ， 可 使 


| 


[fx) fx) | = in | 放下 十 | ~ Sint tan)| 


根据 柯 西 收敛 准则 否定 报 述 ， 故 知 函 数 /(x)》 当 x->0 时 极 
限 不 人 存在。 其 图 象 如 图 3,8 示 。 
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| 
kb 
| 
C4 
加 | 
对 


3 2.7 无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


在 存在 极限 的 衣 数 中 ， 极 限 是 零 的 函数 具有 特殊 前 意 立 。 
它 在 数学 分 析 的 产生 与 发 展 曾 起 过 重要 作用 ， 在 这 一 节 里 我 们 
将 讨论 无 穷 小 量 、 无 穷 大 量 及 其 阶 的 比较 ， 


一 ”无穷 小 量 


定义 ”在 过 程 中 ， 若 应 数 f(x)” (或 数列 ) 的 极限 等 于 
堆 ， 则 称 函 数 (x) (或 数列 ) 为 无 穷 小 量 ， 


例如 ， 当 n>oo 时 ， 数 列 和 二]， 去 } Eb {Cp 


工 } 等 都 是 无 般 小 重 ， 当 x-*oo 时 ，- 二 ，-Snx 等 都 是 无 


小 量 ， 当 *->0 时 ，>， ww x Sinx 等 都 是 无 穷 小 量 。 
在 滑 数 极限 中 ， 按 其 自 变量 的 变化 过 程 ， 共 有 六 种 形式 ， 


Xo Xr— 0o0, x—o0 x—ati+0, x=a- 0 wa 在 以 
下 的 讨论 中 ， 我 们 仅 就 x-*a 的 情形 给 出 无 穷 小 量 的 福 质 。 读 
者 不 难 将 这 些 性 质 推 到 其 余 五 种 无 穷 小 量 上 去 ， 
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efx) 是 无 穷 小 量 《xx -ea)， 即 lima(x) = 0， 也 可 用 es- 4 语 
言 叙 述 如 下 ， 

对 任意 给 定 的 em> 路 下 在 52>0 妆 0 -dl 时 ， 
有 | a(x)| < 

定理 2.19 概 限 limf(x) = 二 的 充 蛮 条件 是 ， 函数 (x) 可 
表 为 

Fe = Atatw) (f/x) -~ A= ox)), 
其 中 atx) 是 当 x-*a 时 的 无 穷 小 量 ， 

证 明 ”必要 性 已 知 lim A(X) = 4， 根据 极限 定义， 对 性 
意 给 定 的 e 记 9， 存在 6320， 当 0< -可 < 时 ， 有 |.Ax) - 
-< 过 e。 

如 设 atx) =f(x) -A4， 在 上 述 过 程 中 ，iz(lx)| <es， 即 
limatx) =0。 内 此 ，& tr) 是 无 穷 小 量 《 当 x~>a 时 ) 且 有 
flix) = A+a(x), 

”充分 性 已 知 f(x)= A+a(x),， 且 a(w)- *0 ( 当 x*a 
时 )。 根 据 艾 数 极限 的 四 则 运算 得 
lim Tx) =limA+limatx7= A+0= 4 口 


”定理 2.19 表 阴 :， “ 当 x->da 时 ， 函 数 (x) 二 E 限 地 趋 近 于 
,本 奈 上 就 越 当 xa 时 ， A074 ( 即 f(x) 与 4 的 
距 徐 ). 总 无 穷 小 。 

定理 2. 20 如果 函 数 foo ( 当 x 一 4 时 ) 是 无 穷 小 量 、 且 
函数 g(x) 在 点 z 的 某 个 去 心 邻 域内 有 界 ， 则 ffx): g(x) 《 当 
x-4# 上 时) 是 无 穷 小 量 ， 

证 明 因为 &(x》 是 有 界 的 ， 妈 存在 亲 20，6,2:0, 当 0 过 
区 可 <0 时 有 18 宏昌 了 因为 fx》 是 无 穷 小 量 ， 
即 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 Bo>0， 当 0 jy 本 有 时 ， 有 
| Frx se 取 6=mintoyao， 当 0 -本 3 时 ， 则 窑 

[Ce 
过 4 


邯 ” 当 >x->4 时 ，f(x):&(x) 是 无 穷 小 量 ， 日 
推论 1 “ 常 虽 与 无 穷 小 量 之 积 是 无 穷 小 时 
因为 常 明 是 有 界 的 ， 根 据 定理 2.20， 推 论 1 成 立 ， 
推论 2 ”两 个 无 穷 小 时 之 各 是 无 穷 小 鼠 ， 
因为 无 穷 小 臣 也 是 有 界 的 ， 根 据 定 备 2.20， 推 论 2 成 立 。 
应 用 上 述 扒 论 ， 不 难 证 明 ;，， wa ， wrCOSx， XxX"Sinx, 
x…tgx， 当 xx 一 0 时 ， 都 是 无 穷 小 量 ， 


二 ”无穷 太 最 
定 尺 ”说 画 数 f(x) 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域内 有 有 定义， 如 
果 对 任意 给 定 的 刘 汪 0， 总 存在 65>0， 当 0 之 -a 之 68 时， 有 
| Ff) > AM, (1) 
则 称 芍 数 Ax》( 当 x>a 时 ) 为 无 穷 大 答 ， 识 f(x) ( 当 x 一 4 
时 》 发 散 到 无 穷 大 。 记 作 
lim f(x)=co 或 六) 一 co (x>a). 
在 不 等 式 《1) 中 ， 当 所 x) 半 A 时 ， 厅 函 数 f(x) ( 当 x 
一 4 时 ) 为 正 无穷 大 最 ， 沁 作 
lim f(x) = +oo 焉 f(x) +o0 (Xra), 


当 f(x) 之 -计时 ， 称 函数 (x) ( 当 x-xa 时 为 负 无 
穷 大 量 ， 记 作 z 
lim f(x)= -seo 让 (x) 一 ~-o0 (x—4), 


定理 2, ?1 没 本 数 4x) 在 点 < 的 基 个 去 心 信 城 内 有 窟 广 


用 了 (x) 夺 0。 如 果 A(x》 当 x->a 时 为 无 穷 小 量 ， 则 一 7 -了 为 


无 笋 大 量 ; 友之 ， 如 果 x) xa 时 为 无 穷 太 量 ， 则 一 ;一 一 py 


为 无 穷 小 量 ， 
证 明 已 知 ftx》 当 xx 一 ea 时 为 无 穷 小 量 ， 即 对 任意 给 定 
185 


的 e- 之 0 《实际 上 则 >-0， 且 任意 ) ， 存 在 5>0, 当 0< jx ~ 


d| <6 时 ， 有 
fo < 各， (2) 


另外 ， 由 题 设 f(x》 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域内 有 定义 ， 
且 f(x) 六 0， 因 此 7x5 有 意义 ， 将 《2 ) 式 取 其 例 数 得 
1 ~ 
| f(x)| > 机， 
1 
于 及 ， Ty 半 xz 时 为 无 穷 大 景 ， 


反之 ， 已 知 力 数 .xx)》 当 xx 一 >4 时 为 无 穷 大 量 ， 即 对 任意 
给 定 的 M= 二 0 存在 6>0， 当 0<|x- si <8 时 ， 有 


Hol>s (3 ) 


另外 ， 由 题 设 f(x) 在 a 的 某 个 去 心 邻 域内 有 定义 ， 且 
1 ， 
10 六 0 因此 Fy 有 定义 ， 将 《3 ) 式 取 其 倒数 得 


J <e 
于 是 ，-t% 当 * 一 a 时 为 无 益 小 且 ， 0 
例 1 证 明 limx.sinT =0. 
证 明 ”只 须 证 明 ， 函 数 x.sin 二 〈( 当 x-*0 时 ) 为 无 穷 小 
量 即 可 ， 当 x-*0 时 ，x 是 无 穷 小 量 ， 昌 然 二 是 无 穷 大 量 ， 但 
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是 sin 革 是 有 界 量 ， 根 据 定理 2. 20 知 函数 xsin-( 当 -0 时 ) 
为 无 穷 小 量 ， 即 
Jsimz 0 
例 2 证 明 lm gr i -= +eo， 
证 明 对 任意 给 定 的 >0, 解 不 等 式 


sy > 所 
如 ~ 2 < 


解 得 |x - 2 < 二 村 -元 ， 取 3= > 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 MH>0， 存 在 > 由 当 0<Ix- 引 二 
d= i 1 | 
HY 有 ray | >%， 邯 
lim a = 
例 3 证 明 lim (a) = 一 op (#41), 
证 明 对 任意 给 定 的 亲 盖 0 解 不 等 式 
-a 一 于， 
即 az 盖 昌 ， 取 对 数 得 
x~>logsM, 
取 XX ,= log,M>0 (由 于 埋 的 枉 意 性 ， 总 可 使 1ogs 计 >0)。 
于 是 ,对 尾 意 给 定 的 对 > 0 存在 Xi = log 对 2 由 当 x 半 XX, 肝 ， 
有 -a 即 


lim( 一 #4} = — 0, 
| 
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三 ”无 穿 小 量 阶 的 比较 


第 一 段 的 推论 2 指出 ，“ 黄 个 无 穷 小 量 之 积 是 无 穷 小 
量 ?。 根 据 极 限 的 运算 定理 又 不 难 给 出 “两 个 无 穷 小 重 的 代数 和 
也 是 无 穷 小 重 ”。 然 而 ， 我 们 却 不 能 断定 “两 个 无 穷 小 成 之 商 
仍 是 无 穷 小 量 ”。 这 是 因为 ， 

在 x->+ oo 过 程 中 ， 土 ， 芋 ， 吉 部 是 无 穹 小 大 ， 以 下 三 个 


画 数 都 其 贿 个 无 穷 小 量 的 商 ， 即 


1 1 1 
Sa 一 1 Ea 尝 1 OO 二 
1 YT x Ee 1 | 1 里 
x x x 


显然 ， 妆 x 阅 + 5 时， 第 一 个 函数 是 泡 穷 小 贡 ， 第 二 个 陆 数 是 
常量 ， 第 一 个 函数 是 无 穷 大 量 。 因 此 ， 现 个 无 穷 小 量 之 南 可 能 
有 各 种 不 同 的 情况 。 其 原因 就 是 各 无 穷 小 量 〈 当 x-*+ oo 时 》 


变量 变化 速度 的 快 与 慢 是 相对 的 ， 是 相互 比较 而 存在 的 ， 
定义 设 alxwx)，p(lx) 当 xx 一 a 时 绷 是 无 穷 小 量 ， 并 设 
P(x) 在 点 a 充分 小 的 邻 域内 不 为 零 
rd 


( 1) 如果 lim Ge = 0, 则 称 ct) 是 B(x) 的 高 阶 
无 穷 小 ， 或 称 B(x) 基 akx) 的 低 阶 无 穷 小 ， 记 作 
改 (一 OCR (x—a). 


(2) 如 果 lim = (rs 所 0 常数 ) ， 则 称 atx) 与 


六 (xz 是 同 阶 无 穷 小 ， 记 作 
otx} = DIDx))》 (x4), 


《3 ) 如 果 lim Ss =-1， 册 称 g(x) 与 8(x) 是 等 价 
无 穷 小 ， 记 帮 


atx) ~ Pltx) fx 一 mw 
《4) 当 x0 时， 如 果 把 x 看 作 坏 淮 无 穷 小 人 一 的 ， 
且 拓 数 egkx)》 当 x 人 (>z0) 是 辣 阶 无 穷 小 {x 一 从 ， 则 称 Cr) 
是 关于 x 的 帮 院 无 穷 小 ， 记 作 
atxy = D(xt) (x—0), 


1 
例如 ， 因为 lm -= im 1 
如 
阶 无 穷 小 ， 即 -二 -= o (一 ) (x 一 +o0). 


因为 im COSx = 世 ， 所 以 1- cosx 与 ‰ 是 同 阶 无 穷 


天 一 委 


小 ， 或 称 1 -cosx 是 关于 x 的 2 阶 无 穷 小 。 即 1— cosx= 
OCxT), 


因为 jim sx -1， 记 以 sinx 与 x 是 等 价 无 穷 小 ， 即 


SINX ~ Xx, 
定理 2.22 设 cx) 一 Dx) (x 一 0) ,s(x) 是 另 一 个 函数 ， 
如 果 lim atx)x(x) =c，, 册 lim B(x)x(tx) = ee， 


证 明 因为 
| Plx}x (x) = Bx) “xr x), 


fw 
且 lim -一 ~ 一 PC) =1, 志 以 有 


se CX) 


limB (x) > (x) = lim [£0 -ac)s cj 
sa Ex) 


alimt .limacw) sx) 
着 下 本 二 过》 看 十 才 


一 二 D 
例 4 求 lim SR， 


和 解 ” 当 x 一 0 有 时， 因为 sinax~ax，tgbx~bx， 所 以 


lim 号 下 这 党 = lim i _ 名 
a tex Oe dx 


例 5 求 limxL+sinx — 1— sinx 


tx 
解 ” 沽 为 
w+anx 一 ww] 一 Six 


tx 


= (v1+sinx ~ 1 sinx)(v 上 十 Sinx + wl1l-sinx ) 
tgx{t 1 +Sinx + wi—sinx ) 


_ 2Six 
tgxtv1+sinx+w 1— sinx} 


和 sinxxytgxwx《【《 当 wx 一 0 时 ) ， 所 以 有 


lim Yi+sinx— 1— sinx 
Ll igx 


_ im 2S1nx 
wm EEx tC 1+ einx + 1 — sinx) 


130 


1; 2x 
xp wv E+sinx+ 1— simx) 


_ 2 
a SI1Nx 


=1 (此 处 使 用 了 $2.5 中 例 4 的 方法 ) 。 


$ 2.8 项 数 极限 与 数列 极限 的 关系 


至 此 ， 数 列 极 女 理论 和 函数 极限 理论 都 是 相互 独立 的 ， 然 
而 ， 它 们 之 癌 又 是 相互 联系 着 的 ， 这 不 仅 表现 在 数列 是 定义 在 
自然 数 集 N 上 的 函数 ， 并 且 函 数 极限 又 可 以 归结 为 数列 极 
限 。 下 面 的 定理 就 给 出 这 种 关系 . 

定理 2.23( 海 涅 极限 定理 )@ lim f(x) = 4 的 充 要 条 件 


是 ， 在 汽 数 x》 的 定义 域内 ， 对 任意 的 以 a 为 极限 的 数列 
fa (C44 二 和 ,之 ， …) 有 lim f(aw) = 4, 

证 明 必要 性 “已 知 lim /(x) = 4， 即 对 任意 给 定 的 e> 
0， 存 在 6>0， 当 0c< |lr- 可 < 时 有 | f(x) -A|<e, 

又 已 知 limas= 4 即 对 5>>0， 存 在 所 名， 当 = 本 时 ， 
有 0 < | gd| <o, 

于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>> 存在 EN 和， 当 #> 和 时 ( 当 
然 有 0< la-al < 过 6)， 有 | f(a) -4 <e。 邵 

lim fas) 一 -4 


充分 性 已 知 对 任意 的 aa 《rz 一 co)， 且 aas go) 
-00), 往 证 lim f(x) = A， 


用 反 证 法 假设 lim /jx) 拓 4， 即 存在 某 个 ae>0， 对 任意 


必 剖 理 ，Heine, 互 . 卫 . 德 国 获 学 家 ，1821 一 1881。 
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的 6 0， 存在 某 个 x。， 当 0< le- 中 <<6 时， 有 [f(x -本 
之 &。 于 是 有 

取 3S=1， 存 在 oi， 当 0< je:-4<1 时 ， 有 | 了 (a) ~ 
Al es 


取 = 去， 存在 os 当 0< lo- 可 < 本 时 ， 有 | f(a) 一 


a? 
A ei 
取 6= 虐 ， 存 在 or 当 0< a- 相近 二 时 ， 有 1f(e'%) - 


本 a 


由 5-x0 【〈 当 *>co 时 ) ， 知 ima’=#， 且 2's 世 4, 但 是 limf a's) 


关 4， 与 已 知 条 件 巴 盾 。 中 

推论 limx,= a 的 充 让 条 件 是 ， 数 列 (xa} 的 任意 一 个 子 
数列 都 收敛 ， 且 极限 都 等 于 a。 

可 见 ， 定 理 2 .10 仅 仅 是 它 的 必要 性 ， 

定理 2.23 直 明 ，〈 1) 海 涅 极限 定理 是 沟通 函数 极限 与 数 
列 极 限 之 间 桥 梁 ， 借助 于 它 ， 可 把 函数 f(x》 在 点 4 的 极限 用 
数列 极限 天 述 出 来 。 痛 数 极限 的 各 种 定理 、 运 算法 则 和 收 伍 判 
别 法 都 可 以 利用 数列 极限 的 相应 定理 予以 证 明 。 再 此 有 时 把 海 
涅 极限 定理 巴 做 归结 原则 ， 

例 ] 和 如果 lim f(x)= A, limg (x)= B (8 去 0) ， 则 


lim -ze 4 


二 王者 E(xX) B" 

”证 明 因为 lm f(x) = 人 km &(x) = 8， 根据 海 涅 极限 
定理 的 必要 人 性， 对 任意 的 数列 {46} ， 有 日 ze (#00)，4w 攻 
4 有 lim f(aw) = A，iimg(as) = B。 再 应 用 定理 2.6， 有 


132 


fea,) lim f Can) 了 
im 六 RT= 记 和 ， 


上 直下 5 


再 根据 海 混 极 限定 理 的 充分 性 ， 所 以 有 
lim lim Can) | 


ne EX) -~» Elas) B’ 


{ 2 ) 利用 海 涅 极限 定理 的 必要 性 ， 判 别 某 些 荡 数 不 存在 
极限 是 很 方便 的 .为 此 ,给 出 两 信 与 海 湿 极限 定理 等 价 的 命题 ， 
如 果 存 在 某 个 数列 {ans Blima,=%, dn (= 


), 当 lHim fa) 不 存在 时 ， 则 f(x) 在 点 a 不 存在 极限 ， 
如 果 存 在 两 个 数列 {aw}, 《6,}， H limas = lim 加 = 4, Aa 
4 banF A(#=1, 2 ), 有 Lim flas) = A, lim Fi =B, HA 
关 B， 则 f(x)》 在 点 a 不 存在 极限 
例 2 证 明 lim cos 二 不 存在 ， 
证 明 ” 取 数 列 


_ 1 了 TY 
(eo) -{ rt (6, -二 
4 人 20 = 2,…)， 且 有 lima,=0，lims= 0 而 对 应 


的 函数 值 数 列 的 极限 
lim fas) =limcos(2r+ 1)r= 一 |， 


lim f(a,) = limcossyr = 1, 


于 是 ， 根 据 土 述 命题 ，limcos -。 -不 存在 。 
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一 ”内 容桂 要 


1 ”年 点 及 要 求 

在 学 习 报 限定 义 时 ， 一 定 要 领会 好 的 任意 性 与 相对 固定 
性 :与 me 与 Xe 与 6 之 间 的 用 互 依赖 关系 ， 以 及 在 
给 定 了 8。 之 后 的 ，X， 芋 不 是 唯一 的 。 

通过 应 用 概 限 定义 证 明 极 限 等 式 的 问题 ， 糙 进一步 节理 解 
极限 概念 的 实质 。 在 证 明 中 , 一 定 要 掌握 好 证 明 前 方法 与 步 英 ， 
尤其 是 通过 “放大 ”和 “限定 ”变量 的 方法 来 加 强 不 等 式 ， 使 
之 更 容易 求 得 mm (或 Xe 全， 

掌握 轻 限 《数列 与 函数 ) 的 性 质 及 其 证 明 方 法 ， 要 正确 使 
用 极限 的 运算 法 则 ， 

能 够 使 用 极限 的 定义 ， 柯 西 收敛 准则 、， 两 个 收 语 判 别 法 ， 
如 海 涅 极 根 定理 等 判别 极限 的 敛 散 性 ， 

根据 极限 的 运算 法 则 ， 两 个 重要 极限 ， 黄 个 判别 法 和 海 温 
极限 定理 较 热 练 地 计算 极限 ， 

掌握 好 无 穷 小 量 和 无 穷 大 量 的 概念 ， 以 及 充 穷 小 量 阶 的 比 
较 ， 

2 求 极限 的 常用 方法 

( 1) 约 简 分 式 法 ， 


在 求 分 式 极限 的 过 程 中 ， 如 出 现 1 或 32 的 形式 ， 将 采用 约 


简 分 式 的 方法 求 其 极限 ， 
克 82 .2 的 二 2， 情 3 和 82.5 的 例 3， 例 6， 
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《2 )》 有 理化 分 子 或 分 母 法 : 
见 $2.2 的 例 6 和 82.5 例 4 。 
《3) 利用 两 个 重要 极限 法 ， 
见 82.6 的 例 工 至 例 6 ， 

(4) 利用 上 自然 数 求 和 公式 法 ， 
见 32 .2 的 例 5 ， 


(5) 利用 公式 nly 一 


见 32.2 的 例 4， 
( 6 ) 利用 两 边 夹 定理 和 单调 有 界定 理 ， 
见 32.3 的 例 4， 例 5， 例 8， 例 9 ， 
《7 ) 利用 等 价 无 穷 小 代 换 靶 ， 
见 $32.7 的 例 4， 


3 各 种 类 型 的 函数 


-| 各 不全 的 归 | 全 J Di + co}, 
-ne. 


- 存 界 丽 数 - _ | 极限 不 为 0 的 一 
函数 :常量 
“| 有 梓 限 存在 的 生 ] 
| 数 


元 败 小 量 《 极 | 
筷 六 省} Ye 


| 上 
-| 无 六 大 量 |- a 
-| 萤 界 西数 - 
_| 非 无 穷 大 的 光 界 | 例 ，] (r) = 二 ain L(y 
起 晓 I 工 
TT DY 19 一 《一 ah ， 
4 本 韶 的 结构 


135 


一 | (C1) 代数 
-| 下 要 -| 和 | (2)】 乘积 
| | c3) 商 


| 村 名 
i | 和 至! .名 音调 有 办 


| ! (1) oe, 1 一 
-| 柯 机 准则 - qz| < 
! \ {2 | f(r) 一 
| 六 烈 次 伍 Ta ee 
--- 一 | | 了 列 ;--{faa } 
,一 | 牙 数 极限 | 一 1 | 
im Te 1 
_ | 两 个 重要 | -| 5 
| 双 限 | em 十 
1 
y=: 
a (tra 时) 
| | CY r=0 CAC YY j= 
一 | 阶 的 比较 一 》 
! | 下 【3723 有 (To dH) 
(CH) aT) = OK 
| 
”二 几 点 说 明 


1 再 说 用 极限 定义 证 明 极 限 等 式 

在 32.1 的 第 五 段 蛙 ， 虽 然 指 出 证 明 极 限 等 式 的 步骤 及 具体 
证 法 ， 可 是 ， 由 于 用 极限 定义 证 明 极限 等 式 不 仅 是 十 分 重要 
卡 地 说 明 如 二， z 

《IT 对 初学 者 来 说 ,自然 地 会 提出 这 样 的 问题 :既然 已 经 
知道 了 函数 的 极限 , 那么 为 什么 还 要 去 证 明 呢 ?因为 通过 证 明 极 
限 等 式 能 更 好 地 理解 与 掌握 极限 概念。 所 调 证 明 lim 4。= a。 (或 
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jim f(x) = 4，lim f(x) = 卫 就 是 看 它 是 否 符 合 极限 定义 的 更 


求 ， 即 对 任意 给 定 e 记 0, 看 使 je。~ a| 二 ee 《或 | .站 去 
es，| xy 一 B| <e》 成 立 的 那样 的 mm 《或 X， 纺 是 否 仓 在， 
因此 这 种 证 明 就 是 用 极限 定 尽 去 检验 极限 古 ao， 

(2 ) 怎样 去 证 明 呢 ? 即 证 明 的 步 此 ， 对 任意 给 定 的 六 
0; 建立 不 等 式 ， 解 不 等 式 找 出 (或 关 ,, 5); 对 任意 给 定 的 e> 
0， 和 找 出 的 #*，( 或 X,, 5) 利用 极限 定义 再 复述 一 遍 。 其 中 解 
不 等 式 找 加 (或 X,6) ) 是 最 主要 的 步 驼 ， 

《3》 钊 用 加 强 不 等 式 法 ( 即 放大 法 ) 的 依据 和 遵循 的 原 
则 是 什么 ? 

加 强 不 等 式 的 依据 是 ， 却 强 后 的 不 等 式 的 解 必然 是 加 强 前 
的 不 等 式 的 解 和 或 和 0) 的 不 唯一 。 


、 .48 +1 4 
日 l 一 一 一 -一 
例如 ， 证 明 lim 


了 
在 证 明 中 ， 对 任意 给 定 的 e0 可 从 不 等 式 
dr:+1 4 5 


| 3 十 2 -本 二 ”303n + 2) ~ 


中 解 得 > -6 » 牙 取 = [去 5 -6 | 
如 果 用 放大 法 ， I 


5 
BT Br Rs (Rr>D 


中 解 得 z 之 二， 故 取 坟 =max{1, [二 |}. 
在 加 强 不 等 式 的 过 程 中 ， 所 遵循 的 原则 是 ， 必 须 保 留 
元 Croo) (eeoo) 和 |x~al (x~2) 的 无 穷 小 因 于 。 例 


如 ， 在 上 面 的 不 等 式 


3(3n: + 2) ~ 天 二 se 《7 co， 腿 定 5>>1 
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中 必须 保 贸 工 ， 在 $2.4 例 3 的 不 等 式 


| 1 > 3 


sx-1 2| 2|2x~1 ~ 


-2 
2 |x*| -1 


2 2 
Sr SE ~ (x 一 60， 限定 


民 | 
ix| >1) 
中 必须 保留 到 -， 在 82,4 例 8 的 不 等 式 


x+3 7 VY (一 3 Lx+3 引 
人 和 = 6 |x—3| ~ 30 < 
{x= 一 83， 限定 一 4 之 x 之 一 2) 
中 必须 保留 jx+ 引 等 等 ， 
(4 ) 加 强 不 等 式 前 用 的 方法 ， 
山 一 般 放 大 法 。 象 在 4$2.1 例 3 中 所 放大 的 不 等 式 


s+2 -二 2 -12 
号 在 一 下 3 3f37 一 工 ) Gx + (3 一 3» 


< 这 < 二 <e (so0)) 
在 谋 


在 $2.4 例 1 中 所 放大 的 不 等 式 


| Sinx -0 | =| sinx 
X 


1 
ST 【Ch 


和 在 $2.4 例 7 了 中 所 放大 的 不 等 式 


Mi-vVil| Ye 


kx-d lx 一 
和 

加 限定 变量 放大 法 。 上 述 三 向 都 是 ， 

鲜 利 用 二 项 式 定 理 放 大 《 见 本 章 的 例题 选 讲 ) 。 
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2 函数 的 有 界 与 无 界 

在 $1.5 的 第 四 段 里 ， 我 们 定义 了 辣 数 的 有 界 ， 这 种 有 潮 是 
指 通 数 (x) 在 区 域 X 上 有 有 界 ， 而 在 定理 2.13 中 给 出 的 函数 
有 界 ， 是 指 在 xa 的 过 程 中 函数 的 局 部 有 界 性 ， 即 在 4 的 去 
心 名 域 上 有 加 ， 因 此 两 者 是 有 区 别 的， 不 能 混 而 一 谈 ， 

为 了 更 好 地 了 解 在 极限 过 程 中 淆 数 的 有 界 、 无 界 、 及 无 康 
大 量 ， 现 将 定义 对 比如 下 : 


让 异 画 绕 无界 阔 瘦 | 无 穷 大 其 


法 任意 的 形 六 0; 存 在 
1 对 性 者 的 fm 让 
lani NH. 


| 雁 在 《 某 个 ) 3 >0,| 对 任意 的 于 bnm 存 
数列 {on} | 邓 fos 中 的 每 ~- 项 ， 有 ,在 某 个 m 2>iu 有 Ta 
lanl 志和 和 >， 


冰 次 


(uy) 


5 ”关于 极限 运算 与 四 则 运算 的 换 序 
在 32.2 和 82 .5 中 ， 我 们 分 别 地 给 出 了 数列 极限 和 函数 极限 


的 四 则 运算 定理 ， 
站 末 数列 {2 由 和 (as 鱼 收 第 ， 则 有 


lim (Cas t+ 6,) = liman + limé,, 


Li 


lim{as 8d,) = ima limg,, 


如 果 再 有 4 六 0，iimb 关 0， 则 有 有 


如 果 函 数 jx) 和 g(x) 在 点 a 锭 存在 极限 ， 则 
lim (f (x) t g{x)) = lim f(x) tlimg (x)) 


lim fx gtx) = lim flx) :limg tx), 
旨 兴 再 有 liimg Cx) 隆 06， 则 有 
月 站 归 
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pm A) De 
省 E(x) JR) ” 


(1) 极限 运算 与 四 中 运算 可 以 变换 次 序 ， 即 先进 行 王 则 
运 然 后 求 极 限 与 先 求 极限 然后 进行 四 则 返 算 都 得 到 全 人 药 缚 
果 ， 

《2)》 换 订 前 条 件 是 :数列 【en 和 {5s} 答 收 人 黎 ， 在 商 
臣 中 要 求 名 天 由 limb,A0; 阵 数 fx》 和 g(x》 在 点 4 组 存在 
极 腿 ， 在 商 式 中 可 求 lim g(x) 0， 

《3 } 定理 的 作用 是 ， 可 简化 计算 ， 


通常 先 求 极限 后 作 商 ， 即 ty = {1+ 3 tt = {2+ 


四 


2 且 有 lima。=1, lim 加 > 2 关 0， 于 是 


+ 一- jim 4 + 2) 
lim Ei 六 一 


1 
Ee 2 . 2 二 
2 二 二 lim(2+2) 

遇 前 -om 好 


在 不 然 ， 先 作 商 后 求 氢 限 ， 册 须 将 极限 


i+ 
iim 三 
"+ 
好 
变形 如 下 
1 43 二 ， a 
lim -一 im 二 了 =1i + 
向 ec 是 二 RR 上 Ro 2 区 十 也 
如 


i" 


再 利用 多 项 式 除法 ， 行 ， 


十 3 1 1 
2x#+2 2 中 十 二 
时 极限 为 
。 ， 1 1 
a 2# 十 名 ee 2 # 十 1 


还 丈 借 助 极 颁 定 义 ， 方 可 证 明 极限 为 三 。 因此， 我 们 说 极限 运 
算 与 四 则 运算 换 序 ， 可 以 达到 简化 计算 的 用 的 ， 

4 ”关于 无 理 指 数 的 定义 

开 们 不 小 - “次 的 提 到 指数 辆 数 = (e720, 4 到 1)， 其 中 的 
日 襟 莉 症 实 逆 轴 上 变化 ， 当 x* 基 有 理 数 时 ， 在 中 学 的 代数 里 维 
世 了 了 定义， 我 们 将 给 出 当 a 为 无 理 数 时 ，a" 的 定义 ， 

定理 ”对 任意 的 无 理 数 a， 如 果 和 在 联 一 个 收 襄 于 a 的 有 型 
数列 {ro ， 即 

limr,= a, 

则 半 应 的 指数 数列 《ee 0 es 天 1)》 都 收 就 于 同 一 极限 ， 

证 明 思 路 

《E) 证 明和 任意 一 个 收 笋 于 ce 的 严格 递增 的 有 有理 狐 列 {r， 
所 对 应 的 指数 数列 {a”*} 前 收 襄 于 同一 个 极限 4， 

《2 ) 证明， 任意 一 个 收 合 于 a 的 严格 递减 的 有 理 数列 
{ry， 所 对 应 的 指数 数列 La" } 都 收 襄 于 同一 个 极限 B， 

(3) 证 明 ，A = 8; 

(4) 证 明 ， 任 章 一 个 收 敏 于 e 的 非 单 调 的 有 理 数 曾 
{7 站， 所 对 应 的 指数 数列 ia" } 都 收效 于 同一 极 艰 4 

证 明 (1) 不 妨 假 定 a 守 1， 任 选 一 个 收 售 于 & 的 严格 递增 
的 有 理 数 列 {rn} ， 即 

re ra, Hlimrs= o, 
由 于 a 守 1， 此 如 
A A 
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及 对 任意 的 加 有 
arc 《1 二 二 说 
其 中 的 +， 是 大 于 a 的 任 一 有 理 数 。 于是 ， 数 列 (a'r} 是 严格 
北 增 的 且 有 上 界 ， 根 据 定 型 .8 知 ， 数 列 4a"} 必 有 极限 ， 并 设 
此 极限 为 4. 
现在 证 明 ， 对 任意 一 个 收敛 于 a 的 严格 递增 的 有 理 煞 列 
tr 对 应 的 指数 数列 《ea } 的 航 限 都 是 4， 用 反 证 法 ， 设 存在 


某 个 有 理 数列 《rs 
fy rr lim 7 =0, 
其 对 应 的 指数 数列 fa"}》, 且 lim ar = 人 天 4. 
不 妨 假 定 4<4。 因 为 limsa" = 4>>4', 根据 保 号 性 定理 ， 


记 以 在 让 充 分 大 的 my， 使 
ar 4 


又 因为 数列 { a" } 是 严格 递增 的 ， 所 以 对 任意 的 * 都 有 
pre Alia, 
由 于 a 之 i1， 由 上 面 不 等 式 ， 对 任意 的 # 都 有 
ro<< ra 
从 和 而。 “= limrs rar (1 


可 是 数列 {rs} 是 严格 递增 且 收 全 于 a， 即 a 是 数 集 {r。} 的 上 
确 界 ， 这 与 不 等 式 (1) 相 堆 盾 . 
于 是 ， 刀 = 4 


对 于 0<a<1 的 情形 ， 可 令 a= 六 ， 出 双 >1， 且 有 


Am 1 
人 (二 Ee? 
故 由 46"}) 收 合 推 知 La 收 侣 ， 
1]143 


(2) 设 { 人 是 任意 收 侣 于 a 的 严格 递减 的 有 理 数 列 ， 
类 似 可 以 证 明 对 应 的 指数 数列 {rf 由 者 收 伐 于 同一 个 极限 8B. 
《3)》 下 面 证 明 ，4 = 了, 当 a>1 的 情形 ， 《亲王 可 证 0 二 
a<IT 的 情形 ) 。 
因为 对 任意 的 都 有 
Pa ys 
所 以 对 任意 的 # 都 有 
dra Carn , 
两 边 取 极 限 耽 有 
人 AB. 
现在 证 明 4<B 是 不 可 能 的 ， 如 果 有 < B， 设 B8= + 而 
且 #->0， 于 是 对 任意 的 # 都 有 
a dh~-A=h. 《2), 
可 是 
iT 一 rr = a (Carer -1), 
由 于 
0 


因此 ， 对 任意 给 定 的 自然 数 wm， 只 要 * 充分 大 ， 使 其 差 1。~ 
ra<< -一 ， 从 而 有 


了 一 
a — A < (a ~ DT a 21 名 
i 于 


其 中 ,是 数列 {r'。}， 中 的 一 项 ， 由 于 w 的 任意 性 ， 可 选取 


从 妆 a 上 


于 是 又 有 


上 
1 i 
其 中 4 六 1， 则 得 o>1+mto " -1)， 即 (os -Tc 人 ， 


1#3 


A rs eh 


最 然 这 个 不 等 式 与 2) 平 后 ， 配 4 二 3 不 成 半 ， 因 此 ， 才 = 
B. 口 

(4) 根据 上 述 证 明 ， 以 及 定理 2.7， 显 然 对 收敛 于 a 的 和 任 
意 非 华 兰 的 有 理 数 到 {r' 来 说 ， 所 对 应 的 指数 数列 ta》 也 者 
收 语 于 同一 个 极限 . 


定义 ”对 任意 的 无 理 数 a， 任 取 一 个 收 全 于 & 的 有 理 数 列 
{fr,) 下放 


0= Tima {a>0, ol1) 


三 ”例题 选 讲 
例 1 证 明 lim =0， 
所 只 习 3 | 


证 明 对 任 总 给 定 的 e>0， 解 不 等 式 


3 0 .3 _3.3.3.3, 3 ,站 
#| | 1 2 8 4 xn—1 胡 
3 3 27 1 
3 oa tn- 
~ 2 ! 1 2 三 
1 
15 <E, 


从 而 解 得 *> 蕊 ， 取 mm= | 芭 |. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0 存在 n= | 呈 ]> 0 当 s>n 时， 
有 


天 请 
的 


—0 < 


di 


例 2 证 明 lim = 0， 


1 


正本 思路 ”利用 二 项 式 定理 来 加 强 不 等 式 ， 
| EY 因为 397) 


"+ 2% 上 且 展开 后 的 年 - "项 部 是 正 的 ， 所 以 有 
3" 2x(# 一 1》《 即 保留 等 式 石 边 的 第 二 项 ) 、 
对 任意 给 定 的 z 守 0， 解 不 等 式 (# 二 1) 


1 
3 0 | 3" 383 (二 了) i 


解 役 5 人 > 二 + 到 机 = [2 +1 |. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 >0， 存 在 = | 上 +1 ], 3 sm 
时 ， 有 


例 35 证 明 limtgx = tgals 关 -| 康 三 人， 二 1 十 


2, me , 


基本 思路 ”利用 “限定 变量 ”法 ， 来 加 强 不 等 式 ， 
证 明 ”对 任意 给 定 的 e 汪 0， 及 不 等 式 


itgx ~ tgal = sinXCosa 一 cosxsina| 
COSXCOSG 1 
_| sin(w— 4a) lx— a 
| cosacosx | leosal |cosx| 


{ 因 a la, cosa 关 六 ， 
由 于 jhmcosx = cosa， 即 对 任意 给 定 的 8 守 0, 有 不 等 式 


1 四 一 = 二 并 
jcosz — cosx! =| -2sin A 


<3 si 一 一 一 < 


= |x~al <e, 
故 取 8=e。 于 是 ， 当 0< 一 4 < 了 时， 有 |cosx -cosal ~ 


BE, 


现 令 过 二 6, = 地 |cosd ' 当 0 二 lx*—al < 时 ， 当然 有 


|eosx ~ cosal < 二 jcosa| ， 更 有 


| leesxj - leosal | 所 |cosx — cosal < i cosal ， 
即 jcosa| -~ 二 Icosa| < Icosx| < |cosal + 二 icosal ， 
从 而 得 

lecosx [> 二 lcosal 。 
故 有 


Ix 一 a 2 
~ _ 名 一 如 < 
lcosal |cosx| < Cosse | 1 人 


Itgx 一 tgal < 


解 得 |x- 4| < ee, 帮 取 二 = e084 >0， 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 :>0， 存 在 6 = min{oy 中 }j， 当 0 
lx — 可 | < 时 ， 有 
| tgx 一 如 中 <é, 
在 讲 例 4 之 前 先 证 明 两 个 相等 式 ， 


(1) 证 明之 (一 一 2 ， 当 # 之 1 时 ， 
; 和 fH 
C2) 证 明 ( 卫 ) < (5) 
证 (1) 内 第 一 章 的 例题 选 讲 例 12 知 ， 当 xz>0 > 小 且 
qb 时 ， 有 wv 00- ee ， 由 此 依次 得 


了 1 


+1 ,ri 


汶 十 1 


< 7 时 


将 这 = 个 不 等 式 两 端 分 别 相 乘 ， 即 得 
n < ) , (1) 
证 (2) 先 证 后 半 部 ， 由 不 等 式 (1) 得 
由 <(-ztL) =(2) (1+3), 


又 因为 {( 1+ )”) 是 单调 递增 ， 且 以 。 为 极限 ， 故 有 


(+E) < sg 
由 此 得 < 人 人 
再 证 前 半 部 。 由 【 1+ 二 ) </ 知 


2 3! (r+ 1)" 
TR 
将 这 ? 个 不 等 式 两 端 分 别 相 乘 得 
2 3: dt) 
工 ' 到 "于 一 ge (# 个 》 
【十 下 ”nm 
即 可 < 
(<C3 < 
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例 4 证 明 im 一 = 0, 


基本 思路 ”利用 不 等 式 “2 ) 来 加 强 不 等 式 ， 
证 明 将 不 等 式 (2 ) 变形 
。 * < 和 
用 让 险 林 等 式 ， 得 
志 <-2- < 


# 


Dm 


由 于 limz < 0，lim 志 = 0 再 根据 定理 2.7， 故 得 lim 色 


倒 5 


= 人 o>1， 卡 以 为 正 实 数 。 


基本 思路 ”利用 二 项 式 定 理 加 强 不 等 式 ， 再 用 啊 边 类 定理 
证 之 ， 

证 明 当 具 为 正 束 数 时 ， 由 于 a 法 1， 令 a=1+ 记 且 记 > 
0 则 有 有 


a = 1+A"= 1"+n:1" k++ ee D. Ta 二 
十 -下 (让 一 了) (在 一 起 》 
(+ 1)1 


we 1 nk) 
(+1)1 


1 


Puan 


从 而 有 


0 
a nll) (sk) ts 


《下 十 1)| 
《去 十 1)1 


CT 
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当 #->oo 时 ， 不 等 式 的 右 端 里 的 (+ 1)1， At 都 是 常数 ， 改 


了 


亨 


Lm 《上 二 II) ti i 
Fm ht+i 1 2 :一 二 
DA 
1 _ 
a 
于 是 ， 根 据 定理 2.7 的 推论 有 
lim 0 ( 当 卡 为 正 整 数 时 ) ， (3) 
当 忆 不 是 正 整数 时 ， 任 取 一 个 大 于 不 的 正 整 数 万, 从 而 
下 
HA 
0 -mt 


由 于 (3 ) ， 改 知 lim-z2- = 0。 于 是 ， 根 据 定理 2.7 的 推论 有 


» * 二 
lim = 0 《〈 当 二 不 是 正 整 数 时 ) 。 


站 一 DC 


总 之 有 


lm -一 = 六。 
必 “Sm 半 


例 6 证 明 lim -gen = 0 (a>1). 


基本 思路 ”将 对 数 换 成 指数 ， 并 应 用 两 边 夹 定理 。 
证 明 令 legiz=a 则 #=a"m， 原 式 为 
logsn _ ji -Ce 
ln 
因为 当 2 一 oOC 半 ， Qn = log 一 +00,. 记 以 对 于 任 音 的 x# 有 
Ea +1, ,EN, (C4) 
显然 ， 当 #-*oo 有 1， + oo, 于 是 有 
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dtr A Cat +i, 《5 ) 
综合 考虑 (4) 和 (5) ， 将 得 


占 。 fm 下 ,十 芋 
etn + ~ dn ~ 
。 此 ， 于 
由 例 5 知 ， lim Be -lim qtst! =0, 
lim kt+1 = lim s+ jim 1 = 
二 一 加 ats 而 二 人 dts 放生 dts 


jin ln 
到 此 为 止 ， 我 们 证 明了 ， 
lim 2 =0，( 例 4) ， 
lim 全 = a>0，($2.3 的 例 6) ， 
lim -和 -=0，4a>1，( 例 5) 


me 时 


lim -go -0, a>1，( 酌 6) 
从 这 个 例子 中 得 到 如 下 结论 ， 当 weoe 时 ， 入 ,a (a 守 1)， 
s* 《为 上 正 连 数 ) 和 logsr 都 趋向 老 窒 大 ， 且 ”趋向 无 穷 大 
的 速度 比 有 快 ， 型 比 (G4 污 ) 抉 ， sz 汪 1) 比 由 快 ，# 比 
logsr 快 . 


这 个 结论 对 判别 某 些 极限 是 否 存 在 很 有 用 ， 而 且 它们 又 可 
以 推广 到 函数 情形 ， 


例 7 证明 数 列 (x。) = {S93 + S93 + -Cos 


1:2 2.3 去 ( 方 十 卫 )》 
是 收 伍 的 
160 


基本 思路 ”利用 一 小 = 荆 - -1 和 柯 西 收 全 准则， 


六 


证 明 对 任意 给 定 的 z 守 >0， 考 察 
| xy 一 we， 


其 中 任意 的 #, PEN。， 为 此 有 


lz，s 一 x = | cos{# + 1)1 COs(A+i+ 2)! 
nt Cntl)(st+2) (nt+2)0s+ 3) 


+. tt | 
(Cnt pw+p+1) | 


二 | Costsi+1)! ' ,| cos{s+ 2)1 
< (#+ 2) (Cn+ 3) 


te | oss+p)! | 
ntp)(nt+p+1) | 


1 + 1 
《t+T1)(z+T2) (rt+2)(trt3) 


+ 1 
(x+p) 《让 十 万 十 土 ) 


1 1 
+ FT < < 


人 而 解 得 > 二 ， 取 m= [站 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e 尘 0, 存在 # CN, 当 > 时 ， 且 


对 任意 的 PE N， 有 |x。,r-%s |<<e, 很 据 柯 西 收 伍 准则 ， 故 知 
数 到 {x。} 收 襄 ， 


例 8 证 明 数列 (x) = (1 二 + 二 ~…+ (~1"! 鞋 ) 收 
入 

基本 思路 ”利用 (二 ~ 一 一 )>0 和 柯 西 收 全 准则. 

证 明 对 任意 给 定 的 。>0, 考察 


1651 


js 一 和 ， 
其 中 任意 的 ww PEN。 为 此 有 


1 1 
| 太 十 1 


[Xp — Xn | 二 一 了 *= 十 
一 一 1 __l  - 1 
(一 二 +p T 十 | 六 十 二 
可 1 1 人 
着 十 车 丸 十 和 
- 1 
19P=-1 
《一 二 + 
-_] -| 1 1 1 本 
RR 二 1] 丹 十 名 开 十 小 六 十 并 
_ 1 1 1 1 
十 19r™: | 一 
(2 十 在 太 十 1 # 
ee 
2 1 1 
从 而 解 得 #> =， 故 取 m= | 二 |， 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 > 0 存在 和 = [ 工 j> 0 当 s>m 时 ， 


且 对 任意 的 PE N， 有 xp- xol <e， 由 柯 西 收敛 准 由 ， 故 
知 数列 {x-} 收 禾 ， 
例 9 用 柯 西 收敛 准则 证 明 limx* 存 在 极限 ， 


@@ 在 放大 的 过 程 中 ， 反 复 使 用 《 工 一 ->0, 而 且 在 去 控 绝 对 信 这 一 步 ， 


骨 二 1 


则 因为 ， 如 果 于 为 旭 数 ， 则 有 | 1 -下 (一 4 


ml 
(i -4s >0, 如 果 了 为 亲 数 ， 则 有 [【( -+ 


_ Nr } .1 __l rt ins 
tt jp 上 | >。. 同 理 ， + 


妆 二 多 志 二 3 
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基本 思路 ”利用 限定 变量 法 来 加 强 不 等 式 ， 
证 明 首先 考察 
[x x = | | + ,| ， 
其 中 的 x,，x， 是 任意 的 ， 且 属于 点 2 的 去 心 邻 域 。 
不 妨 设 x, 一 中 过 |x--2|， 这 样 则 有 
[jx 
因为 当 x-xz2 时 ， 可 以 限定 |x~2| 之 1l， 即 1<x< 之 3, 所以 有 
[x,t x 6, 
对 任意 给 定 的 2 和 解 不 等 式 


下 = jx， 一 xz| | xX) +x,| 12 |x; 一 引 ey 


4 Be iT 
解 得 Ix-21 < 三 ， 下 取 6= mi {5,1}>0. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0，- 存 在 6G>>0， 对 任意 的 x,, x%， 

当 0< | 一 引 <3，0< js--3 引 <6 时， 有 
[x x, <<e, 

根据 柯 西 收敛 准则 ， 故 知 limx: 存 在 极限 ， 

例 7、 例 8 、. 例 9 表明 ， 在 利用 柯 西 收 敏 准 崖 证明 函 数 〈 或 
数列 ) 的 极限 存在 时 ， 由 于 不 等 式 

[avr— an] <e 和 JRx f(x) <e 

中 出 现 两 个 任意 的 变量 ， 这 样 就 给 解 不 等 式 带 来 困难 ， 所 以 在 
加 强 不 等 式 时 ， 朗 想 办 法 去 掉 一 个 变量 ， 以 便 解 不 等 式 确 定 
#， (或 由， 

下 面 给 出 一 题 儿 种 证 法 前 格子 ， 


例 10 已 知 数 列 {xo) = [+ } 


一 (s+ 1): ™ C28): J° 
《1) 用 数列 极限 定义 证 明 limx,= 0; 
(2) 用 两 边 夹 定理 证 明 limx。= 0， 


(3 ) 用 单 其 有 界定 理 证 明 该 数列 存在 极限 ， 
《4) 用 柯 西 收 合 准 则 证 明 该 数列 存在 极限 ， 
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证 明 (1 ) 对 任意 给 定 的 e>0 解 不 等 式 


:1 1 1 1 1 
下 一 
:2 (on) 0 nm 区 十 二 
1 1 
和 
(on): ~ (x— lx ncn+i1) 
+ 
(2x 1)2n #—1 彤 将 让 十 二 
十 -，… 十 i 1. 1 _l1- 1 < 


2x—1 2 #1 2x ” #—1 


解 得 z- 1>> 二 > +1, 联 和 加 = [+11]. ， 


了 于是， 对 任意 给 定 的 e>0, 存 在 为 = [二 +1 ]， 当 mr>a 


时 ， 有 有 
1 1 1 
| 六 《大 十 二 3 (oa): 1 <e. 
(2) 由 于 有 
s+ -i 1 i 大 十 1 
(Qa ~ ” (xt 1)’ + (2n)° < 


和 lim 站 = 0， lim -= 0, 根据 定理 2， 7， 故 有 


lim Ee 二 0, 


ae 《让 十 二 7) 《25) 
(3) 因为 有 5 了 < 玉 本 13“ 总， 所 以 有 
Car 1 rr < wy 0 
- < 


共 琵 得 


1 4 


bi 


i i 1 ~ t 
np rr Tn ar (s+1): 


PO 
〔 方 二 22 {Dx}: 【2 让 十 二 入 


| 天 
二 


其 中 # = 2 …， 故 知 数列 {xs} 是 单调 递减 的 ， 又 因为 xs 一 0 
= 1, 2,.…), 所 以 数列 《xs。} 是 下 方 有 界 的 ， 

于 是 ， 根 据 定理 2.8 知 数列 {xs} 存在 极限 ， 

(4) 对 任意 给 定 的 e 汪 0， 考 察 


[Xap 人 2 | 四 


,1 i _ 1 _1. 
由 于 有 高 < 了” 可 建立 如 下 的 不 等 


式 
-xi 1 1 
erp x | rt+p)’ "ap 


1 1 1 
TT COCw+ py (Gi ” (nt+1) 


1 
7 roy )| 
|  _1 _ 1 1 
<| (77 革 十 户 #+ 户 
1 ,1 .1 
# 十 上 + 1 # 十 志 填 1 3 人 8 十 四 上 
_ (一 11,1 1 
# 一 上 上 | | 大 十 十 
1Y 
" 二 ) 


1 1 1 1 


-| nip-1 2Cx+p) #-l ”下 


1 1 1 


I 
~- +- -~ -一 二 一- 一--- 土 
Tp + 3p) ' 并 一] 2 


< 
有 一 并 


€ 


解 得 1 半生 +1 故 取 吉 = | +1 lex. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 >0, 存 在 m= [< +1 | ， 当 > 


wo 时 ， 对 于 作 意 的 了 EN， 有 |xsa+r 一 xl <e， 根据 柯 西 收 伍 准 
则 ， 收 知 数列 {xs} 存在 极限 ， 
例 11 已 知 数列 fss}， 如 果 它 的 奇 子 列 《ar 与 偶 子 列 
(ea 光 收 就 于 a， 则 数列 faqs) 也 收 敏 于 a 
证 明 “已 知 imcxo ,= w 由 极限 定义 ， 对 任意 给 定 的 e> 
0， 行 在 EN， 当 jw 半 和 时 ， 有 
azn 1 — a < 
义 已 知 lima4a= a， 由 极限 定义 ， 对 任意 给 定 的 e>>0， 存 在 
# 人 CCN， 当 > 时， 有 
a al <e, 
职 加 = max{42#. 一 1]，2 和 }， 当 pp 时 ， 有 
一 人 < 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 et 盖 0， 存 在 nm2>0， 当 s>% 时 ， 有 
ias— df <e, 
例 12 已 知 数列 Las) 是 由 下 列 形式 档 成 ，a = wa， 天 = 办 


an = 4，…), 证明 {4.} 收 人 襄 ， 并 求 lima,, 
基本 和 思路 ”和 槐 造 奇偶 子 列 ， 用 单调 有 界定 理 证 明 奇 候 子 列 


都 存在 胃 限 : 再 利用 例 11 证 明 它们 极限 相等 ， 


证 明 不 妨 很 设 4<zy。 因 为 an 为 an-， 和 an.: 的 算术 平 
询 数 ， 所 以 有 
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它 的 一 般 形式 为 
TD PE 

放 (es 及 《zs》 分 别 为 数列 {as) 的 奇 、 体 子 列 ， 同 时 ， 

容易 见 到 奇 子 列 《as。_》 是 严格 递增 的 且 有 上 界 ， 侦 子 列 {42o) 

是 严格 递减 的 且 有 下 界 。 根 据 定理 2.8 知 {az.1} 和 {ao) 均 

存在 极限 ， 设 它们 的 极限 分 别 是 c， 4. 


另 让 ， 由 于 ero= 人 ee， Ar 疯 边 从 


别 联 极限 得 


好 二 各 
p= 2 Es 加 


故 知 “= 月， 再 根据 例 11， 数 列 {teasj 也 收 仇 于 &， 
下 面 来 求 <。 为 此 列 出 


ey = 了 (+t) ae= (+ A = 二 《 3e_: 十 
xz.-D， 将 这 *%- 3 个 等 式 两 喘 相 加 ， 得 


好 十 a 十 人 "a 十 dn: 


1 
十 Dts 
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1 .1 
邯 好 1 十 dn = 可 2 十 i 十 phn 


或 二 an- 十 Hn 二 可 4 十 ds, 
两 边 取 极限 ， 故 得 

3 += 4 
从 而 解 得 


lim oo= 2 二 2 

显然 ， 当 4=5 时 ，limas= a 

同 理 可 证 明 z>5 的 情形 ， 
特别 地 ， 当 a=0，5=1 了 时， 数列 (4,} 的 极 
它 有 明显 的 几何 意义 《如 图 2.9 ) 


图 2.9 
因为 四 = 由 fl ai= 工 ， = 总 
= 亏 ， 在 数值 上 就 是 有 关 一 些 线 身长 的 和 
1 1 1 
2 8 
由 等 雍 数列 前 * 项 的 和 的 公式 
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限 为 .而 且 ， 


,而 lime。 


Ee 


故 得 lim 了 -= lim 
# 

例 15 已 知 数列 {ax} 基 出 下列 形 式 构 成 ， z= 4 a 二 820 之 

da), PE (n= 3,4, :a , 证 明 《0 妆 误 ， 并 求 


Hima,. 
基本 思路 ” 同 例 12. 
证 明 因为 0<a<#,， 且 mm 是 ar- 与 so， 的 比例 中 项 


(# 二 34， 所 以 有 
CEACC<C 


局 
另外 ， 由 于 有 
St4= ono an 和 st = A zn 
对 等 式 的 两 边 取 极限 得 
P=a.p, a:= pa, 
故 知 <& = 总 根据 例 11， 数 列 《as} 也 收敛 于 a。 
再 来 求 a， 为 此 列 出 . 
da = VR 


如 3 = Vg,al 和 di = Vy, Ey 


将 这 # 一 2 个 等 式 相 习 ， 得 
CE I 三 .| 
= dA va 9 


约 去 wa pan， 后 ， 有 


CT 一 fy VA 外 


Ey VA ‘ds= a 上 , 


取 极 限 得 
Vaa=sVa 6, 


于 是 有 lim mm= 以 75 
特别 地 ， 当 a= 1，5=2 时 ， 有 lim a,= 了. 
当 a= 五 ，4= 4 时 ， 有 lim os= 十 16 =2 等 等 


例 14 ”如 果 lima,= 4， 则 ime = 4 


基本 思路 ”利用 两 边 严 定理 ， 
证 明 已 知 lima, = a， 由 极限 的 定义 ， 对 任意 瘦 定 的 > 
0, 存在 而 EM， 当 "> 峙 ， 有 
[as — 4| <e 
| dE AAd+e, 
当然 有 
A ET Amt CA++ Ee, “ 


4— E+ Ee, 


a4— 2 dn Tate, 


狂 这 (x 一 %} 个 咎 等 式 相 加 ， 得 


{HR Ea t dt t+ "+ As 
< + ey, 


或 《一 向 (CE 人 二 
EE 


郁 除 以 # 得 
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1 -2 (6) < 
<({ 1~ 2)ate). 


对 周 定 的 各 于 #0 时 ， 家 


闪 ] 十 如 ;十 二 
4— elim- 1 Te 4 十 忆 ， 
站 一 a 再 
可 | 十 轩 二 十 大 
即 lim t+ at th 
财 和 师 


特别 地 ， 如 果 lim 二 = 0， 则 


如 果 lim = 1 刚 
,1/1 2 3 5 
tm 工 (2 3 -一 ) =- 
im 二 (本 + 全 + 二 + TV/ = 


例 15 如 果 lim ao= ea>0 且 mo>0 (=1， 2，…) ， 财 
limlna, = lna, 


证 明 已 知 limz。= >>0， 由 极限 定义 ， 对 任意 给 定 的 > 


0， 令 =g 人 fm~1) 与 a=4(1-t 个 最 然 ， 6) 与 8, 也 是 人 性 
意 的 正 数 。 存 在 mEN， 当 > 区 肝 ， 有 


— Bd dB 
即 ate 一 < 一 


-1 < 人 二 < 一 1 
pcd -2 二 十 二 < 
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人 eee, 
a 
取 以 。 为 底 的 自然 对 数 ， 有 
glne < 
本 
—e<lnas— lna<e, 
ling, — lnal <e, 
即 limlna, = Ina. 
例 16 如果 limas= as，aoP0G= 1 2 …)， 则 
lim /gearan = 4, 
基本 思路 “利用 例 15 将 乘积 的 形式 变 成 和 的 形式 ， 再 利用 


例 14 即 可 征 得 ， 
证 明 ” 先 讨 论 se0。 令 5=1lna,。， 因 为 limas = Gy 利用 


例 15， 所 以 得 


limé, = limlnga, = 1na, 


将 了 Ya = (4ar…4s)* 取 对 数 ， 有 
in (yaoia st。 )= = (lnat+lnast -+ lna,), . 
根据 人 恒 14 知 
lm 一 King +lng, 十 十 ng = 1na, 
nina inlay 
= lim ~ lng, tlna+ "+lna,) 


= 1na, 


于 是 得 ,lim ada = t= 
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| 
特别 地 ， 如 果 {o2)} = { 工 上 则 : 
1 1 1 
limy/1. 1. 1 和 = =Jlim -= = 0., 
不 仅 如 此 ， 还 可 以 应 用 例 16 证 最 lim = 
事实 上 ， 设 4。=( 1+ 二) ， 如 有 


lima, = lim( 1+) =2, 


册 “中 Ga — Dm 


i 
Is 
em 
ts| Cy 
Te 
[| 
一、 
cs| 可 
~ 一 
~ 
证 

十 

ph 
a 


从 而 有 


a A = 
= lima, = *, 
于 是 ， 得 
im 一 所 = t+l .sn  \s 
im 和 -im (Sr 省) = 


例 17 说 Hl 2 痪 项 个 正 的 实数 ， 且 上 4 为 这 些 数 
中 的 最 大 者 ， 证 盟 ; 


163 


lim (4a, + a 十 … Fa) = A, 
基本 思路 ”利用 两 边 来 定理 和 limxa =1(2->0)， 


证 明 己 英 | 好 = MIX AG Say 2 由 不 等 成 
对 


得 YA arta tt a mA", 
即 Ac 


因为 % 为 确定 的 自然 数 ， 由 82.1 例 6 知 Hmvm =1， 所 以 
根据 定理 2.7 知 
lim (ee + 二 + 本 = 
特别 地 ， 可 证 


Jim (i*+ 2 十 ,十 狼人 = 六 


网 一 De 


if 的 的 GT 


例 18 已 知 数 记 《ash}， 如 果 Lim (4 一 A 


晶 


上 


则 有 lim2se = 0, 


一 二 


基本 思路 ”利用 极 殷 定义 和 【< - zj 的 恒 等 变 型 ， 


ec) 
交 


办 一 桨 | 
证 明 已 知 lim (as ~ an- = 4 由 极 最 定义 ， 对 和 任意 给 定 的 
e>0， 存 在 人 EN， 当 人 >m 有 时， 有 
[4s ~ qn1} — a| <é, 
即 A— Eda dol LA+e, 
不 仅 如 此 ， 当 > 时 ， 还 有 
一 有 


164 


一 一 8 二 
将 这 4 个 不 等 式 相 加 得 


(x A) ean A (a +E), 


Ee 
dd— £2 a+e, 


业 一 克 
即 Pg | ce, (8) 
大 一 六 | 
及 因为 . 
A A +{ i- ) (ea )， 
四 六 好 冯 一 而 : 
且 当 mr>m 时 ， 有 11- 半 : <1, 所 以 有 
| 
“4—q| < ed | 十 iid 4 
办 | 下 | 办 一 下) 


由 于 对 阁 定 的 加 , (4 一 ax,) 是 个 常数 ， 因 此 有 


,dn 一 
lim Sm 一 < 一 个， 
六 


是 一 io 


由 极限 的 定义 ， 对 同一 个 守 0， 存 在 s,E N， 当 8# 全 入 时， 有 


A | op, (9) 
这 1 ， 


职 = waxt#y#}， 当 x 让 生 了 时， 不 等 式 《8) 和 《3 ) 
同时 成 立 。 这 样 就 有 


a | - 
~*—a | < 28, 站 
| 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 mwE N， 当 #> 和 时 ， 有 


“一 < 2 
即 lim = 4a, 
[ -io 在 


特别 地 ， 对 任何 一 个 收 襄 数列 {as}， 因 有 lim ta, ~ ear- 


165 


= 由 兵 以 有 


lim“*= 人 0. 


no 如 
例 19 如果 有 lim-f ee =1， 且 6 所 9， 则 有 


lim/ 6) -8 

一 人 

其 本 思路 ”引进 新 的 变量 y= sx， 

延明 令 dx = 当 x- 时 ， 也有 -站 出 有 
lim ee) -lim f= 


sl 加 lim 


特别 地 ， 如 果 lim- _ -= 1， 则 lim 和 nax = a(e 所 0)， 
有 一 电 星 一 旧 


i 


如 果 limtgx =14, 则 lim- 霹 作 = be0)， 


如 果 limt + 71. * 《 见 $2.5 例 5) ， 则 有 


语 一 委 


lim tL (站 们 等 等 ， 


例 20 如 果 lim f(x) =b, limg(x}=c,， 且 :> 出 存 丰 
某 个 5 守 0， 当 让 和 -本 < 之 6， 时 ， 有 8 人 XY) 守 1(*x)， 
基本 思路 ” 变 成 定理 2 ,13 的 情况 证 明 。 


证 明 令 A(x) = gx 一 xx)， 根 据 运 算法 则 ， 有 
lim kx) = limtg tx) —/(*)) = 一 上 


型 个 涩 


因为 “人 > 加 所 以 “~ 7> 人 应 用 定理 2.13， 存 在 > 人 当 0< 
[x—al <6, 时 ， 有 


hx) = ECX) — xX) 0, 
著 glx) > x}. 
例 21 如 果 1imjx) =6 limg(x) =t， 行 在 册 >0 当 0<- 
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-于 <6 上 时， 有 8)， 则 “ 蒂 记 

证 明 上 用 反 证 法 假设 “<6， 根 据 例 2， 存 在 8>0 且 
让 0， 当 0<x-o < 时 ， 有 f(x) 一 上 (人 人 20， 即 六 x) 
之 8(x)， 与 已 知 条 件 蔬 盾 . 

例 22 如 果 lim ?= 4， 且 4>0 ， 则 存在 XI 由 当 站 | 
盖 和 时 ， 有 六 xz) 人 0 

基本 思路 ”与 定理 2.2 类 似 ， 

证 明 已 知 lim f(x) = 4>0， 由 极 良 定义 ， 对 取 定 的 sa = 


护 >0, 存 在 X>0， 当 jzx| 富 时， 有 


[fCx) -A < 
或 -< eco - A<S, 
由 此 可 得 
A_4. 
/>A4- 字 = 和 之 0 


即 当 | x] 法 X， 时 ， 有 09 让 

例 23 lim f(x) = 4 的 充 要 条 件 是 ， 在 函数 f(x》 的 定义 
城内 ， 对 任意 数列 {x， 且 x。-> + oo (#->o0)， 有 

lim f(x) = A. 

基本 思路 ”这 是 x-x+ co 时 的 海 滥 极限 定理 ， 证 法 与 定理 
2.23 类 似 。 

证 明 ”必要 性 已 知 lim A(x) = 4， 由 极限 定义 ， 对 任意 
给 定 的 e>0， 存 在 天 , 守 0， 当 x 法 XX, 时， 有 

| fx) ~ A| <e, 

及 已 知 limx, = + 9o， 冉 无 鹤 大 的 定义 ， 对 上 面 的 买 ,> 
0， 瘦 在 EN， 当 # 沁 加 时 ， 有 xs 全 入， 

于 是 ， 对 任意 给 定 的 e 守 0, 存 在 EN, 当 # 沁 专 抽 (当然 有 
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xn 有 | ro) 一 -4 一 se ， 即 
lim f(x,)= -要 
充分 性 ”用 反 证 法 。 假 设 lim /Kx)s 4， 即 存在 某 个 6> 
90， 对 任意 的 XX 之 0， 存在 某 个 x, 室 区 ， 有 
| f(x,) 一 本 | En, 
于 是 


取 上 =1， 存 在 %， 当 2 时 ， 有 | x0 -A| 之 21 
取 区 =2， "在 Xa "| 时 ， 有 C0- E04 


取 X=#， 存 存 ww， 当 *s># 时 ， CE 


显然 ，limx， = + co， ,lim f(r) 4 与 已 知 条 件 予 盾 ， 
列 24 利用 海 湿 极 限定 理 证 明 limcosx ”不 存在 , 
基本 思路 ”利用 例 233 的 必要 性 。 
证 明 ” 取 数 列 
Ce} = {V2 + TY, (x) = {VB77) 


显然 有 Hmx。.= + o0，limx"。= +oo。 疝 对 应 的 隙 数 数列 的 极 
限 为 

lim fx) = limcosx’,= limcos (2nr + 本 ) = 0, 

limf (Cx,) = limcosx = limcos(2z) =1, 
即 limf (xw 夺 limf(x")， 由 例 23 的 必要 性 扒 知 hmcosx 不 存 
在 ， 


例 25 已 知 
(>, -1<x<0, 
fx) = CD 
0), 0 < 
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癌 a 为何 值 了 时， lim FF 存在 。 


基本 思路 ”根据 定理 ?2.11， 函 数 A(x) 在 “=0 处 存在 极 


限 的 充 要 条 件 是 ， 函 数 f(x) 在 x= 0 处 的 左 、 右 极限 存在 且 
相等 。 


解 ” 因 为 
里 . {Wy Ee— 1}x — pi 
0 -lm wT 


而 图 数 (x) 在 x=0 处 的 左 极 中 为 


iim f(%) = lim V+ ta a 
“i tll 


= Tim (Cw ‘+a te + a Fa CG w+ +1+ i) 


+1) (vx :ta +a) 


= Jim Cv +1 +1), -1 
Em be Ci 十 本 + ay 2 此 


因此 ， 根 据 定理 2.11, f(x) 在 x=10 处 存在 极限 的 充 要 条 人 忻 是 
lim ft{x) = n= lim fix), 


训 环 业 寺 -站 


pp _1 
从 而 解 得 ， 4 


俩 26 加 | a, 吉 六 何 值 财 ， 使 lim (< _ ax- 6 )=0 成 


A 
基本 息 路 ”根据 无 穷 大 旺 阶 的 比较 . 
解 ” 因 为 


lim m (过 二 二 ~ — dx — 5 ) 


i 


Jim x 1— Ax — ax— bx—$ 
x 装填 革 

= lim (i TX (etx+1- a 
六 十 1 
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斋 ， 当 x 一 oo 时 ，(x+1) 较 C(1 一 2)xw~ {4+ 人 x*+1 一 们 为 
高 院 匹 穷 太 中 ， 所 以 在 Ca (TD2+1T- 区 中 必 有 


1-a=0 
(so 
从 而 解 得 ，z=1，8= 一 1. 
例 27 设 p(x) 是 多 项 式 ， 且 lim 人 =1， 


lirm 


:ind 


0 -3， 求 p(%)， 


基本 思路 ”根据 无 穷 小 量 ， 无 穷 大 量 阶 的 比较 ， 

解 因为 iim 并 党 2 = 1 所 以 p(x) -2x 与 “是 等 
以 的 无 穷 大 ， 即 在 p(x) 中 的 最 高 次 项 为 2x', 二 次 短 项 为 x 
此 时 p(x) =2x*+x*+ax+ 如 其 中 or5 为 待定 的 常数 。 

又 因为 Hm > PA) = 3, 所 其 p(x) = 2x:+ xX 二 ax+ 上 5 与 x 是 
同 阶 的 匹 穿 小 ， 从 而 得 = 0，z= 3， 于 是 ， 

PON) = Dx +t x: 3X, 


例 28 求 于 列 函 数 的 极限 。 
(1) lim [x3 (二 为 整数 ) ; (2) lim (x ~ Cx)) CE 


-I 
为 整数 ) ， 
。 1 
(3) sim ~ 加 | 4) lim, TT 3! 
(5) tm 1 3} (C6) lim sgnsinx 
x 8 a 是 一 卫生 了 十 由 


(二 = 0 +1, +2,.), 
基本 思路 ”根据 这 些 函 数 的 构成 特点 求 其 极 路 . 


他 如 果 极 限 Jim A 是 无 劳 大 , 则 称 了 (I) 在 x 六 oo 的 过 程 中 为 x 的 离 阶 
无 穷 大 . 
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解 1) 因为 [xz 代表 * 的 整数 部 分 ， 所 以 有 
lim [x] = im ， 〔E -13= 天 一 二。 


sd bt 


《3) 因为 x x] {x)， 即 x 的 小 数 部 分 ， 所 以 有 
lim (x— [XxX]) = lim {x}= 0, 


(3) 本 -人 即 [ 寺 ]= 去 ~ 信 上 和 0 < 
工 |<1 ( 见 图 1,34) ， 所 以 有 有 
im x [= (ED) -tin Cs 人) 


划一 有 
=lim 1- lim yx， 仁 | 


二 一 昌 三" 由 


=1 (应 用 定理 2. 20， 
《本 ) 因为 x 一 -1+0， 疡 以 1+x 0， 从 而 有 


。 
lm -一 一 一 一 
a=—1+t 1]+* 


一 mm 
— ™ 


(5 ) 因为 x~0- 0， 所 以 二 -> -oo， "0， 从 而 有 


(6) 因为 函数 sgnsinx 在 (287，(2&+1)x) 上 是 正 1， 
所 以 有 


lim sgnsinx=lim 1=1, 
至 -下 各 下 十 昌 让 天 十 束 


例 29 ” 求 下 烈 极限 . 
(1) lim CO+A) 4x) xO .AL + x) < 


11 bi 心 之 ea 区 
2) lim Cos a 57 $95? 
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(3) lim | 2 + | |x*| 所 


mn GrDr G+ TT 


解 (14) 令 wa= (+X (1 十 x 7)， 有 有 
(ACE+ (十 人) 人 和》 
x2 )] 1 FC) Lx 
1 x 


两 为 |x| <1， 所 以 limx” =， 从 而 得 


Um{l xyasslim (i- x )=1, 


性 下 


于 基 ， lima, 二 -- 1 
一 


0s 则 有 


x 
《2) 令 加 = COsFcOs Fa 


| x 覃 * NN . 
2 81 Be” b, = "CO 可 "OS 守 OF -SID 


2" 2 
-~ 区 区 Ey .XX 
Ce 1 kh P| 一 Tr 
=2 COs Cos CO8S5w- $1n De 
X _ 。 蝇 
= COS S$1N 
2 2 
= SINX, 
即 E _ SIN” II pe 
| OO 一 一 
于 只 加 网 
2 Slnys Sin 


于 是 有 lim 如 = -ax 
(3 ) 因为 0xoo， 所 以 下 面 的 不 等 式 当 s>w 时 成 立即 
罗 一 的 六 和 )， 


| wntl wt min | 


iD Gar + on) 


jx| nt | Ed | xi? | 
~ lt 1 ?ry 


(Cx#+ 1) 


tt | < 1 (rT 


Crt 1)1! 


x 
要 十 二 
m1 
(rr 1 ti 1 有 
兰 十 二 在 十 革 
由 于 有 
叫 +1 
lim_ 名 i 
ee 下 ] 形 一 扩 
于 是 得 


lim| A 二 二 | = 人 0 
+ 《让 十 工 ) (x# + 2)1 2n)! 
例 了 0 ” 作 下 列 范 数 的 图 水， 

C1 y=lim (1 xi (一 1<x<t); 


(3) = lim (x 00), 
(C4) y=lim sin"x,. 
解 (1) 当 |x| =1 时 ， 显然 y=0， 当 || <1 
limx*=0, »=1, 于 是 有 
1， 当 |x| <1， 
0, 当 |*|=1; 
加 图 2 ,10 示 ， 


{2) 当 0<x< 时 ， 由 于 Himx"= 0， 因此 = 六 
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图 2.10 图 2,11 


当 x=1 时 ， 显 然 7 = 也 | 
当 xl1 时 ， 册 于 a 因此 有 


= 1， 


x 1 
= lm 有 地 1+ (3) 


于 龙 有 
0 ， 当 0<x<t 时 ， 
六， 当 x=1 时 ， 
1， 当 x>>t1 时 ， 
如 图 2.11 示 。 | 


| 
(3) 当 0< xl < 之 1 时 ， y=-limart 一 四 


当 Bj =1 时 ， 了 = 人 
。 一 其 下 

当 >1 时 yx 二 地 
| 0 jx| < 了 


站 二 0， jx| = |， 
1， [x| 守 1, 


如 图 2.12 示 。 
(4) 只 须 讨 论 Ox 所 
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辐 2,12 册 2,13 


当 x 六 六 时 ， 由 王 
Osinx<l, 


因此 ， y= limsinzx = Jim (sinx) "= 0; 


当 x= 也 时 ， 由 于 sinx =1，(sinx)*=1， 因 此 有 y=1， 
于 是 


a 


0 ,OEE 县 xs 于 二 ， 
?=| 


1 ， x = 


了 - 
由 于 函数 是 2# 次 轿 ， 因 此 函数 是 以 5 为 周期 ， 故 可 推广 
到 实数 轴 ， 如 图 2,13 示 ， 
例 31 当 x-=*0 时 ， 证 明 (1 寺 x "=1+#xX+o(fx), 塘 EN, 
证 明 只 须 证 (1+*)"- {1+xx) =0o(x)， 事实 上 ， 


lim <1 4 Xx} — ‘1 + 有 
而 一 和 Bh 


{1 十 站 十 tw— 1) ,, + r+" + 1+ nx) 
-lim 21 
= 和 ™ 
A ws， 二 2 二 
= jim | 
村 一 申 
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-im (Dt ta )=0, 


于 是 ， (1 十 XY” 一 (1 十 nxX》 一 OCX), 
例 32 党 x 一 0 时 ， 求 下 列 各 无 穷 小 量 关 于 无 穷 小 量 x 的 
阶 ; 
(1)》 x +-1000x (C2) wv 1+S/x -1 


{3) COsx 一 COS3X， 


基本 思路 ”一般 和 作法， 将 各 匹 穷 小 量 分 别 地 除 以 x* (其 中 
就 是 无 穷 小 其 的 阶 ， 

解 (1) 因为 
im +1000% 1000 ( 令 4=2), 


所 以 w+ 1000x: = Ow’), 
‘2) 因为 
lim St+wx ~l1 
i 


完 一 日 


= lim Viti ol (YE = 


[et | 


= lim ( 邻 1+t= 22) 


区 一 
El (eC— 1)* 


_ 1 《名 一 131 
lim tyne rn 


= 了 ( 令 31=1， i= 二 )， 


所 以 1 Te 一 1 = 0(x3)， 


(3) 因为 
而 一 痢 A 和 让 = 二 服 a 
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= -lim ~°0s* 一 
mn 党 一 由 ‘ 3x) ' 


1 .9 
二 一 -一 十 一 今 三 
2 2 . 4=2) 


二 二 
所 以 COSX — COS3X = 人 (wy 


例 33 当 x>l 时 ， 求 下 列 各 无 穷 小 量 关 于 无 穷 小 量 x 一 
1 的 阶 ， 


CY 2 一 x+ (2) SI wy ， 
基本 思路 癌 例 32， 


解 (1) 因为 
1i % 一品 一 并 _ 1; x-1)3(x+1) 
0 (1 

= 2 ( 今 4= 2)， 
所 以 wx x+1=0 Cx-1))., 

《2) 因为 
lim ™ 1 x 
rT 


1 四 
人 上 


1 
:i 
= lim No- oy 


-一 1 -1 
2 ( 令 4 3 ’ 
所 以 T=0 (C(x!), 


例 34 当 x 一 + co 时 ， 求 下 列 各 无 穷 小 量 关于 无 穷 小 量 
的 阶 ; 
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1 ，1 
(1) Vx+ti-V rs (2) Sn 。 


基本 思路 同 例 32. 
和 解 《1)》 因为 
lim VX+1- Vx 
r+ (+) 
3 


-lim (ALxX+1- Vx )(V*+1+t x) 


末 王 中叶 1 Fr mm 
” tv tltv x) 
， x! 
= lim 一 一 
到 十 co AZ 十 下 十 ww 交 
_ 工 (Ai1- 工 
= 去 ( 令 全 去) ， 
有 1 w= 1 + 
所 以 Xl- x =0(( 二 ) ). 
《2 》 因为 
1 inl | 
lim 二 = lim xi-Isin -一 
是 下 十 邮 1 站 十 中 
如 了 
xzsin 荆 
=lim ~ =1 ( 令 4=2)。 
直到 后 沾 
x 


”$2.1 
用 极 跟 定 义 证 明 下 列 极 限 。 


I78 


评 1 提 十 
__ 一 一 - ] -二 
1 Dim 2) ln A 
2%7+1 -2 Li SH + 
(C3) lim mrntl 3) (Cam 7 一 2 
2, C1Y Jim (vv 下)=0 (2) lim i+ 二 = 1， 
3. (1) lim 0 (2) lim -= 0, (>1)s 
(3) jim Hg = 0 (19 1. 
2 2 
4、 划 果 1lima =a， 旺 8 (或 < 的 。 风 必 存在 ms 和 上 友 ， 当 之 
了 时 ， 有 a, 全 让 【或 I 
5。， 如 果 lima,=4。，lim5,=b， 且 4>b， 则 存在 区 忆 计 ， 当 # 这 


Ho 了 时， 5, 让 bb,， 
6、 求 下 列 数列 的 极限 ， 


li 一 lim 下 二 全 
(3) lim +l (4) lim CQ mi 一 掉 
na 旧 oe 
; 一 -一 一 . (— 3)"+7* 
5} lim(S nr 2 Yn }; {6} Lin yr 
] 十 下 十 站 十 十 如 
(7) lim pT Cat <1, lb| < 
1? 2? (得 一 工 ) 
0 
. ] 1 1 
1 -一 --- + 一 -” 
‘9) nm [5 {BH 1) (an + 2) } 
1 1 1 
| 十 -一 
(0 li 2 “E10 CA — 2) (dn + 2) 上. 
GD Tim (+ 和 t+ 2n 1 
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(2n— 3 
“+ 


7， 让 明 数 集 玉 = { 工 |n=1,2,…) 的 上 确 界 是 1， 下 砚 界 是 9。 


3， 证 有 明 数 集 ={y| yE 500,11} 的 上 确 界 居 1]， 下 确 界 是 0。 


9， 证 明 煞 入 五 =10,2,4,6;…} 的 下 确 界 是 驯 ， 


10， 如 果 有 界 数 水 有 4 是 由 数 集 的 相反 数组 成 ， 姑 有 


(1) infA= ~ supB, {2) supAd= -infB. 
11. 判断 下 列 数 列 的 收 个 性 ， 

-1 1 1 1 1 
{1y {x,.} 1 3 十 ti 


fl, 1] ,,., 1 i 
(2) 人 本 二 a a 


个 
a 
【33 X= Binds Ke = 3in sim， X= BINSinsine, 


td<l, 
12， 如 果 数 列 {9s}= {一 +! 荆 )， 则 


. 1 1 ,1 1 1 
1 er i = 一 一 一 -十 am 十 一 站 十] pi 二 
ne 1 -+ 也 4 《了 ) 0, 


;其 中 必 之 


14， 证 明 ，Him [1 (+{ 语 ++( 之 ) 上 1, 其 中 汇 为 


确定 的 正副 数 ， 
15. 证 朋 ， 对 任何 一 个 收 就 数列 {0,} 均 有 
lim 0, 


16， 如果 教 列 {fa 是 递增 的 ， 数 列 { 了 .是 递 碱 的 ， 县 lim (as -b,} = 


0 则 数列 {68,} 和 好 ,} 必 收 语 于 同一 个 极限 ， 
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17， 如 时 & = 1 G2 = asfs 本 (二 00 则 (9 收效 ， 
并 求 lim Ga 


量 一 让 


18, 由 时 好 | 一 ld 2 Qt = vt 刚 {Go} 收 坡 ， 天 


Rlima,, 


[ wi 


19， 用 柯 西 收 合 准则 判别 下 列 数列 的 就 散 性 。 


(1) {x } = 人 + sin2 i ainitl 


3 2° Du | 


1 


[ 
+ |， 
3 | 


1cos3 , coss3r 
: 0 


{2) {xe} = 3 


1 ] 1 1 
+ 1]y*+tl ~ 
| t+ (= onl! 


(3) {ze} =| i 


Ca) {re} = 1)"n}. 


32.4 
20， 用 项 数 极限 定义 证明 。 
. 2 x:—1 
1) 1 = 2) 1m 一 一 一 一 一 = 
(1) J 3xX 二 1] 0 ) on 和 十 5 和 十 习 ! 
Pp 
ji +1 -~ li 1-% -2 
(3 MD sri Qs (4) MD TiaT+ dr Fy 
上 ， 2x+1 1 ， 
lim .< -= 一 自 7 lim 3gnx= 
‘3 mn gi 5 < sn 3Bn% = 0 
时 
(7) lim -路 + 1 (8) limr:=4, 
x + 一 和 二 rE 


21， 利 腹 不 等 式 披 述 下 列 极 搬 ， 

《ty lim ftx) =A; (2) lim Tr) = 

3) lm flr} = A 二) Jim f(x) = 0, 
者 玫 昌 十 目 四 十 性 一 目 


22， 判 别 下 刘 函 数 在 x = 处 的 极限 是 否 存在 
(1) fry= | (2) 1 0) = zzsin 二 


xza+1， 当 xz0 从 ， 


(3 》 jy = t 
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Jzsin 一 ， 当 x 0 时 ， 
(dy) fix) = | 对 


gin 到， 当 x 之 0 时 。 


23. 求 下 列 函 数 的 极 良 ， 
(1) Lim Cx (2) lim Cx- [x], 
天王 关 十 亩 色 环 二 一 内 


8) lim Ty (4) lim A701 x), 


+ | et 二 
$2.5 
24 求 下 列 函 数 极 限 。 
， 2 二 6 ， 外 十 2 
1 ] 一 -2 1 ~ 
1 (32) im rar or 


C3) lim YS3x+t1I-4d (04) Jim v9-%-6 


Ens TT—5 #2 十 3 


. 2x1+x+1 9 
《5 》 lim lim tv x* 一 1+ 切 
” 二 dri+ ri +t] ! (6) pp 7 


3 ， 2 
——. y Him 2 一 
和 8) im iis) 


， 2- 
(7) Him (1 


, 外 z 
(9) lim ( i (10) lim Vl-#-3, 


中 时 有 地 一 昌 2 二 可 
QD lim XZ-v*, 12) lim (Vx + gir Ty 
所 下 四 十 刘 sw Ei 
(QD lm (w+ 区 十 和 -vw lxiri)} 


(并 4) lim kw T 十 区 寺 一 AT 一 放 十 向。 
者 二 十 党 


2 Xe 十 “十 全 


25 ， 已 知 R(x) Brrrb a ith 其 中 了 850， b, 天 0 


且 W# 和 机 ， 求 lim 如 人) 。 


莉 直 0 


26. 设 郴 数 


人 1 ， NET 

了 一 一 -一 一 

VXI 2 ，1<xc2， 
N+T—2 
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讲 为 何 值 时 ， 蔓 limf (2) 他 证 ， 
27， 加 果 lim ftx} 存在 ， Wlimg (x) 砂 在 企 ， 则 lim tf Cx) + E(x)] 


Ei 


不 六 人 芷 。 对 于 Himrj (x) "860 了 呢 了 
?8， 如 时 limf Co 与 limg (x) 首 不 疗 在 ， 可 和 理 晰 定 HimCf (2) + g(x) 


EE 


Hef 4 gD 和 lim 的 -存在 ? 举重 证 明之 . 
29， 曾 出 于 太 阔 数 赂 撒 . 
{1) y= limey Tl 1 CC- Ix) 


十 一 亏 


= 上 
(2) y= Nm + 二 . 


$2.6 
30， 求 下 列 画 数 极限 . 
(1) lim Ee 2) lm 0%., 
x 1 和 六 wT 
2 
【37 lim gx sng, (4) Vm Hote, 
当下 Ee 一 Tt 


《号 lim +t 


"| x Ei A 


Cos 一 (9355 ，(6》 1iml cosxw cos2Yv Cos 


nr nm 
(7) lim 己 1 及 “ 放 1“ 垦 , (8) mtf 1 
有一 


Ce 多 一 惨 
(9) tim { 1 一 二 上 Go lim( 下 二 -六 


QD 3im ( 14+ 二 ) (12) Himt1- 2), 
. 般 述 lim fw) 存在 的 柯 西 准则 。 关 用 它 证 明 ， jim -不 存在 。 
32、 般 述 limf (x) 存在 的 柯 西 准则 。 并 用 它 证 明 ， 《1》 limsiaz 不 
存在; (2) Lim 三 看 在 。 


32.7 
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33、 刊 用 让 等 式 志 达 如 让 和 惠 实 : 
《ty linfix) 二 一 Bo 《3) lim f(x) = 十 Co 


大 一 可 了 -是 


{3) limftry = 一 po 《4 linf tx) = + oo, 


4， 于 区 侍 ， 求 下 讽 葵 无 案 小 量 闫 于 泥 闪 小 量 *% 的 阶 ; 


名门 时 于 
‘1) X11 


;OY sinSX— sindrs 

C9) aliar (Cd) wl coax 

35， 当 xz 1 时 ， 归 下 列 划 无穷小 展 关 于 无 完小 拔 x -1 的 阶 ， 
CC YX3 一 37Y+2 (2 rr 民政】 

36. +o0 财 ， 求 下 列 务 万 窑 小 及 关 二 无穷 小 邮 王 的 阶 ， 
十 1 
| 

37 ， 乔 用 省 理 2 .282 求 村 关 位 路， 


， le — sll . Er 
€]) lim BE 让 一 工 3 (2) im 寺中 区 十 证 一】 
+n in 0 vin2x 


《 13 ; 2) ria- 2wY+wy ， 


§2.8 
38. 利用 海 涅 极限 定理 证 明 ， 
(1 ) 数列 {一 一 ) 不 收 全 
(2 》 limeos 荆 木 存在 ; 
一 个 于 
了- 
(3) lim sin 不 存 充 ， 
{4) limsinx: 不 存在 ， 
39， 利 用 海 汲 极 限 算 一 证 明定 理 2 .16。 
40， 数 列 {x,} 用 如 下 页 法 构成，x1 万 [0 129， 当 32 时 ， 如 果 半 为 


傅 数 ， 就 有 +, = 2 如果 为 奇数, 该 有 zx = 一 2 ， 试问 数列 {x,} 


是 否 和 在 但 概 限 ? 
124d 


三 佛 ”连续 隙 效 


在 第 二 章 里 ， 我 们 给 出 了 研究 函数 变化 拍 势 的 方法 一 一 - 极 
限 。 本 章 我 们 将 应 表 松 限 这 个 工具 研究 涂 数 的 连续 性 。 在 许 许 
多 多 的 函数 中 , 连续 函数 是 最 基本 的 一 类 ,在 数学 分 析 中 占有 重 
地 位 ,这 不 仪 古 因为 连续 了 数 本 开具 有 很 多 好 的 性 庚 , 而 且 ， 
数学 分 析 中 的 主要 梳 念 基本 上 是 建立 在 连续 冰 数 的 基础 上 。 
本 前 将 给 出 函数 连续 性 的 定义 ， 讨 论 连 续 函 数 的 性 质 和 初 
等 函数 的 连续 性 ， 


8 3,1 消 数 的 连续 与 间断 


大 于 “连续 ”这 个 词 ， 人们 在 月 常生 活 和 生产 实 贱 中 是 不 
隔 生 的 、 例 如 ， 生 物 的 连续 生长 ; 流体 的 连续 流动 ;机 器 的 连 
续 运 转 等 等 。 热 而 ， 在 数学 中 队 限 于 这 些 站 观 的 、 感 性 的 认识 
是 不 驶 的 ， 必 须 给 “连续 ”下 一 个 精确 的 数学 定义 ， 
定 尽 ” 设 状 数 (x) 在 点 和 的 其 个 邻 域内 有 定义 ， 如 果 有 
limf (x) = f(x0), (3.1) 


则 称 函 数 fx) 在 点 %, 连 续 ， 且 称 点 x, 为 函数 fx) 的 连续 点 ， 
否则 称 库 数 (x) 在 点 x。 间断 《不 连续 ) ， 点 x。， 称 为 函数 
Ax) 的 间断 点 (不 连续 点 } 。 

为 了 给 出 函数 f(x) 在 点 x, 连 绪 “ 定 义 ” 的 男 一 种 形式 ， 
把 x = x 一 x% 称 为 自 变量 x 在 x, 的 改变 量 ;， y= x) 一 六 xy) = 
六 ot+ Lx) -Ax 小 称 为 话 数 (x) 在 点 x, 对 应 于 4x 的 改变 量 、 吕 


一 一 ur 


四 有 时 把 正直 称 深 增 黄 】 增 量 可 以 是 正 效 ， 也 可 以 是 负 邢 或 罕 ， 一 般 
至 求 =Yo+dI 属于 画 数 T73 的 党 交 域 . 
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根据 定理 2.15 ， (3.1) 式 与 jimC f(x) -f(x07 =limdy=0 


是 等 价 的 ， 于 是 ， (3.1) 式 可 用 
limey =0 (3 .2) 


| 


来 表示 ， 

因为 函数 (x) 在 点 x。 连续 的 定 交 是 通过 极 起 形式 来 者 
达 的 ， 所 以 (3.1) 和 (3.2) 都 可 以 用 “se 一 90” 语言 来 叙述 
现 列 表 如 下 ， 


Lim (7 = /ine limdy = 
对 任意 给 定 的 5>0 | 计 任 靖 维 定 的 6> 6 
0 | 8 
时 | 
”有 tz -fr le 一 人 [di < 
函数 连续 的 定义 表明 ， 


(1) 函数 (x) 在 点 x， 连续 ， 即 函数 f(x) 在 点 x 不 
仅 存 在 被 归 ， 并 且 极 限 就 等 于 该 点 的 函数 值 。 一 般 来 说 ， 函 数 
f(x) 在 点 迪 存 在 极限 ， 栈 数 f(x》 在 点 x 可 能 没有 定义 ， 
即使 有 定义 ， 其 极限 也 水 一 定 等 于 该 点 的 函数 值 ， 为 了 比较 两 
者 的 异同 ， 现 列表 对 比如 下 ， 


mn 人 = 过 lim/f (2) = 7 tro) 
对 发 坦 给 定 的 E>>0 对 任意 给 定 的 8 
在 50 | 存在 8>0 本 
| sw 当 lr-zifceN 


({ 国 了 (在 点 2 极限 与 zz) 在 | ( 因 点 Ys 属于 了 C2} 的 定名 域 ， 志 以 诺 筷 括 
点 Fh 天 基 ， 遍 忌 + 革 5 即 0 之 | 区 -| 点 To》 
区 中 


有 lf -dle 有 i! fr) [<e 


《2 ) 根据 定理 2,19， 妆 数 A(x) 在 点 xs 连续 ， 又 可 等 价 
地 写成 如 下 形式 ， 
Fix}y = fx) +alx), (3.3) 
其 中 ， 尘 x 一 时， a(x) 一 0, 
定 流 ” 设 函 数 F(x) 在 (xs 一 86， (或 (xoyxyt+6， 其 
中 6 汪 0) 内 有 定义 如 果 和 有 
lim fx) =f (x,) (或 iim f(x) = f(x0)) 
则 称 将 数 x) 在 点 x%, 守 (或 右 ) 连续 ， 
根据 函数 (x) 在 点 x*， 连续 积 左 、 右 连 续 的 定义 ,立即 得 
到 ， 通 数 f(x) 在 点 x 连续 的 充 要 条 件 是 ， 孙 数 A(x) 在 点 x 
处 既 左 连续 ， 叉 右 连 续 ， 即 
limj (x) = lim fx) = lim f(x) = fx). (3.4) 
定义 ”如 果 函 数 ftx}) 在 开 区 间 (a, 分 内 每 一 点 都 连续 ， 刚 
称 一 数 f(x) 在 开 区 间 (s， 引 内 连续 ， 
定义 ”如 果 函 数 /x) 在 开 区 间 (4， 信 内 连续 ， 且 在 点 a 为 
右 连 续 ， 在 点 了 为 左 连 续 ， 则 称 函 数 A(x) 在 闭 区 间 L4 引 ) 上 
连续 , 
例 1 冰 数 .六 x) = 5x -2 在 点 *=2 爱 续 。 包 为 在 32 ,4 的 
例 5 中 忌 证 明 
lim(Sx ~ 2) =8=7(3)., 


例 2 函数 


0, 中 
在 点 x=0 处 连续 ， 因 为 在 82.7 的 例 莽 中 已 证 明 


lim x sin—— = 0=f(0). 
例 3 证 明和 xx) =| wj 在 点 =0 处 连续 ， 


中 点 2 的 在 【或 右 ) 部 域 ， 即 部 域 0 之 Zz 一 6 ( 丰 0 芝 一 世 闪 )， 
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证 明 ”因为 
Lim x| = limC ~ x*) =0= (0) 


和 lim ia = limx - 0=f(0), 


所 以 函数 (x) = 加 在 点 x=0 寻 既是 左 连 统 ， 又 是 右 连 续 ， 
出 (3.4) 记 国 数 ix) =| x| 在 x* -= 处 连续 ， 
例 4 证 明 有 蛙 炒 耳 数 (多 项 式 ) Ptx) 和 有 理 分 函数 


0- 在 其 定义 域 上 部 连续 ， 


证 明 因为 多 项 式 了 P(x) 的 定义 域 汐 (~ 6，+ 990), 对 任 
意 一 点 WC ~ 0 + 00), 由 3$2.5 的 鲍 诗 知 
limP (x) = Pix,), 


所 以 有 理 整 函数 P(x) 在 其 定义 域 上 是 连 绪 的 ， 
又 因为 有 迎 分 画 娄 De 的 定义 域 为 4= {x1xER， 


且 QC*) 夺 中 }, 对 任意 的 x,E 4, 由 82 ,5 的 例 2 知 
Pilx)} _P(x,) 


lim -= 


sx (CX) Q(x) ’ 
所 以 有 理 分 函数 -5 -在 其 定义 域 4 上 也 是 连续 的 。 


例 5 证 明寺 利生 数 (x) = sinx 在 其 定义 成 (- co + ooo) 
上 连续 ， 
证 明 ”因为 对 任意 x,& (~e0, +co) 由 32.4 的 例 6 知 


limsinx = Sinw,, 


所 以 耳 数 f/x) = sinx 在 其 定义 域 (~oo, + oo0) 上 是 连续 的 ， 
局 亚 可 证 f(x) = cosx 在 其 定义 域 ( - co, +o0》 上 是 连续 
的 ， 
例 6 设 需 数 
| FCGSN， Xb, 
fx)= 1 


学 十 X%， TD 
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问 a 取 何 值 和 对， 遂 数 六 sx 在 (~- co, + co) 是 连续 的 ， 

解 ”由 本 节 的 例 4 和 例 5 知 ， 遇 多 cosx 在 (09, 外 和 朵 是 
连续 前 ， 而 函数 a+xw 在 50 +eco) 上 出 是 和 连 恕 的 ， 现 只 须 讨 
论 范 数 f(x) 人 在 =0 外 的 情 癌 ， 蕊 知 


limcosx = = 二 和 lim ta + x) =a, 


以 让 fo) = 4, 由 条 件 (3.4) 知 , 当 4 = 时 函数 A(x) 在 (-o0， 
+ oo) 上 连续 ， 
例 7 了 如果 函数 (x) 在 (-coto0) 二 是 连续 的 ， 则 函数 
[tx) | 在 (~- se，+oeo) 生出 是 连续 的 。 
证 明 在 (~eo +eco) 内 尾 取 一 点 yo 也 知 六 在 (-oco 
+ cc) 了 上 连 款 ， 当 然 fs) 在 点 x 连续 , 即 对 任意 给 定 的 ze 六 四 
往 在 6>0, 当 |x 一 x 之 86 时， 有 
| fx) 一 xy [< 
利用 第 一 童 习题 3 的 不 等 式 1 a1- 世上 j 锭 区 -让 ， 
函数 | 了 (x) | 在 点 x, 也 是 连续 的 ， 色 对 上 述 的 >0 外 
60>0, 当 | 一 x | 之 6 时 ,， 寿 . 
{FON -| Fx) | EF Cx) ~ (x0)| 0, 
于 是 ， 表 数 | (x)| 在 点 x, 连 续 ， 
由 于 x。 的 任意 性 ， 故 知 函 数 | (x) | 在 (-eo， + o0) 上 过 
续 ， 


$ 5,2 函数 间断 点 的 分 类 


员 数 Ax)》 在 点 x。 连续 ， 几 同时 满足 下 列 三 个 条 答 ， 

(1) 点 属于 函数 f(x) 的 定 久 域 ， 却 (xs) 定义， 

(2) 极限 liny x) 在 在 ， 即 x+ 中，J(x, 一 0) 存在 ，， 
Hx +0) =A, - 0); 

C3) 极限 lim J 等 于 六 x) 即 fw + 0 = x -0 
=f (x0), 
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周 [。 

为 了 于 好 地 理解 连续 和 间断 的 概念 ， 现 将 隧 数 A(x) 在 点 
x， 处 连续 的 条 件 与 间 野 的 条 件 列表 对 比如 下 ; 
连续 ; (7 在 成 Tt 满足 舌 下 二 条 帮 - 条 才 1 闻 断 ; 了 (tT 在 点 I4， 满足 如 下 三 条 之 一 者 


Fo 


2 


(1 ， 点 ve 属 于 (7) 的 定 文 续 ， 即 00， 戊 z9 不 往 于 了 zy 的 定 祥 碟 ， 即 随 (r) 
tr 的 有 是 史 ， 在 0 设 定义 ， 


一 一 — 一 一 一 一 一 


tay。 极 恨 lyf) 绎 在 ， 即 / ot 《2 。 用 限 1ian7 (CD 不 在 ， 即 。 于 to 


Df try 的 丰 在 , 县/ p40 十 总 大人 证 站 全 存 而 下 守 ， 或 {十 
diry™ ds | oy, fire 0 让 少 有 一 个 不 在 在 


(30. Tm en) = FT Biro + 0 (3}). lim/f it ty = ry 即 
=ftr- as ftir, | Tot = rs -0 = 4 (fo). 
贡 数 的 阅 断 点 按 如 下 悄 形 分 类 ， 
} ”如果 函数 Ax} 在 点 x。 有 
Himf (x) = A 车 A(x) 或 A 作 x，) 没 有 意义 ， 
则 称 点 x, 为 函数 (x) 的 可 去 间断 点 ， 
例如 ， 阔 数 Jx) =| sgnx | 由 于 有 
lim| sgnx | = lim lsgnx | = 1/f(0) = 0, 
因此 点 0 为 fx) = | sgax| 的 可 去 间 电 点 , 炎 息 使 得 汪 数 /x) = 
1 5gnx| 在 点 洗 连续 ， 只 须 改变 国 数 在 点 六 的 戎 数值 ， 令 
lsgnx | ls X 小 
fx) = 
和 加 0, 


显然 ， 此 函数 在 点 0 是 连续 的 ， 
又 如 , 函数 /(x) = “> 之 ， 由 于 有 


Stt 区 
11m 一 一 一 
如下 和 


=1, 
但 是 10) 没有 意义 ， 因 丝 点 0 为 丽 数 .xy = 5 .ax 的 可 去 间 电 
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点 ， 要 想 使 得 浅 数 (x) = :ax 在 点 0 连续 ， 只 须 补充 定义 了 
数 兵 xz 在 点 0 的 医 数 值 ， 仿 


sinx xs， 
xy = 
1， x=0, 
由 陛 函 数 在 0 连续， 


2 ”如果 沙 数 x) 在 点 %, 存在 左右 没 限 ， 但 
my {x} limf (x), 
则 称 点 x, 为 函数 (Cx) 的 跳跃 间断 点 ， 
例如 ， 函 类 f(x) = sgnx, 由 于 在 


limsgnx=1, limsgnx= ~—1, 
% 一 自 十 一 


因此 点 0 为 符号 滔 数 (x) =Sgnx 的 跳跃 间断 点。 
及 如 ， 地 数 


X 二 2，Y20 


fx) ={ 


由 于 有 


x 一 了 和 
limf (x) = lim (x + 2) =2, 
x 一 十 Pe 

和 limf (x) =lim(x -2)= 一 2， 
研一 自 一 站 PE be 


因此 点 0 为 函数 /(x) 的 跳 蚂 间 疡 点 
(如 图 3.1) ， 
把 可 去 生源 点 和 跳 财 间 汤 点 统称 


图 3,3 
为 第 一 类 间断 点 。 可 见 在 第 一 类 间断 点 处 七 数 A(x) 存在 左 、 
右 极 限 ， 

3 如果 国 数 (x) 在 x 处 至 少 有 一 侧 的 极限 木 存在 ， 刚 
称 点 x 为 国 数 .六 x) 的 第 二 类 间断 点 ， 
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. 1 
例如 ， 阔 数 (x) = 


山 于 
1 
1 有 一 -一 = +00, 
了 一 [十 和 一 
， 1 
lim— “= 一 ce， 


x 一 w—1 


1 
国 此 乒 1 为 明 数 (x? = wl 
的 第 三 类 间断 友 《如 图 3 .2 ， 


oe 。 1 
晒 数 f(x) =sin -一 ， 在 


1 
82.6 的 例 7 了 已 经 证 明 ， limsin ww 
不 存在 ， 部 当 x->0 时 ， 函 数 (x) 
= sin 一 的 汕 数 值 在 ~1 和 1 之 


间 元 蝶 次 押 动 ， 因 丝 点 0 为 所 数 


《如 疾 2,8) 。 


1 
限 数 fx) = *, Hi 于 
i 1 图 3 3 
lime#e * =0, lime > 
Ee | nbn 


于 十 oo 


则 函数 f(x) = 二 在 点 0 的 右 极限 不 存在 ， 因 此 点 0 为 函数 


f(x) =e 的 第 二 类 间断 点 〈 如 图 3.3) ， 
狄 利 吉 莱 函 数 
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D(x) =- 人。 当 > 为 有 再 玫 时 
0， 当 x* 为 无 理 数 时 ， 
在 任 一 点 x = x 都 不 存在 级 限 ， 事 实 上 上 ， 和 在 取 以 x 为 执 限 的 
有 有理数 数列 {x.} 和 无 理 数 数列 {ws 中 。 由 于 ， 有 Plxs) = 1 
Dexn) = 由 二 此 
lim Dix) = 1, lim Dix = 站 


根据 海 涅 极限 定理 ， 故 知 级 限 lim D(x》 不 存在 ， 因 此 说 狂 利 
克 莱 函 数 在 整个 数 输 上 处 处 问 断 ， 且 都 是 第 二 类 亲 断 点 ， 


Y 5.5 连续 函数 的 运算 


一 连续 菌 数 的 四 则 运算 
由 函数 在 一 点 连续 的 定义 和 $2.5 的 函数 极限 运算 法 则 ， 可 
推 得 连续 函数 的 四 则 运算 法 出， 
定理 3.1 如 果 阔 数 上 (xz)， Atx) 都 在 点 x,， 库 续 ， 出 
fC) J) (0)， 下 3 (fx) 二 0) 也 都 在 点 x 


证 明 ”只 证 乘积 的 情形 ， 
已 知 冰 数 (与 (x) 都 在 点 x 连续， 即 
lim fx) = fx), tim f(x) =f.(x0), 


报 据 函 数 乘 积 的 极限 定理 2,15， 有 
Tim "f(x) = limf(») "limy, Cx) = (x0) fC0), 
再 根据 函数 在 一 点 连续 的 定义 ， 故 知 函 数 f(x) -Jl*x) 在 点 x 
连续 ， 0 
例 1 在世 ,1 的 例 5 中 已 证 明 sinx 和 cosx 在 其 定义 域 
《一 co Too) 上 是 连续 的 ， 而 且 
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SINx OOS 
一 RE 一 


ta “= a 
COSX Si1N x 


时 


根据 定 再 3 ,1 知 tgx 和 ctg* 在 它们 的 定义 天 上 也 部 是 连续 的 . 
例 2 讨论 盘 数 

_ tgx 2 

4 GOD = 一 wl 

解 ” 首 导 看 第 一 项 。 山 于 tgx 在 其 定义 域 A = (xl x&R， 


是 x 拓 tr+ 玛 八 = 0, 二 1. 土 2 …)》 是 连续 的 而 -2 在 其 


定义 域 B= {x| < 人 有 且 x 专 0 起 是 连续 的 ， 因 此 各 据 定理 3.1， 
在 ANB= (x jrER, 且 xs0x 气 Az 4 了 ( 放 = 0 士 l 十 2 


…)} 是 连续 的 ， 
其 次 看 第 二 项 ， 由 于 x 在 实数 城 及 上 和 连续， 而 -已 一 在 


其 定义 域 {x| xER, 目 x 气 土 匡 是 过 续 的 因此 根据 定理 3.1， 
* 在 RN{x|xER, 目 xX+1})={x|xER, 且 x 六 +1) 上 


Li 
是 连续 的 。 
于 是 ， 胃 根据 定理 3.1， 范 数 A(x) 在 
tx |xER, 有 旧 x 妆 由 *E 土 1，wE 上 + 避 全 = 信 ， 十， 
十 2 …)} 了 上 是 连续 的 ， 


二 上 反 通 数 的 连续 性 
定理 5.2 如果 半数 =f(x) 在 区 间 Ca， 们 上 严格 递增 (或 
严格 递减 ) ， 且 连续 ， 又 Wy = a，/( 引 = PB, 则 在 区 间 [ta， 甩 
(或 [B，a]) 上 和 存在 反 耳 数 x =/ 区 人 在 区 间 Co, 有 (或 Ch， 
az) 人 上 秋 严格 递增 《或 严格 递减 ) 的 ， 且 连 奸 ， 
证 明 私 就 盟 数 x) 是 严格 弟 澡 乓 注 形 米 证 是 ， 


，] 相 44 


由 于 画 数 了 = 六 xz 在 [e， 交 上 产 格 递增 ， 昌 和 连续， 显然 ， 
国 数 的 俏 域 也 构成 一 个 闭 区 间 5o 8 ( 因 jtx} 在 Ce， 们 上 严格 
递增 ， 故 Fa) =a 最 小 ， 乒 六 = 8 最 大 }， 再 根据 定理 4.1 因 1， 
在 Ca， 六 上 存在 反 丽 数 x= 广 (站 ， 生 了 世 基 严格 递增 的 .下 
血 证 明 反 六 数 x= 广 (7) 在 闭 区 间 [ac， 站 上 连续 ， 即 对 任意 
和 和 [ay PD 有 

lim FD O00). 
事实 上 ， 如 时 EE G0， 户 , 设 六 (90 = %,& (a, 交 ， 


对 任意 给 定 的 em>0 (要求 和 二 ETayb x -2E [a,b)), 
解 不 等 式 
[FD -0) le, 


即 | ep |<e, 
或 Ny — ENN 十 已 {1y 


又 因为 消 数 A(x) 在 Cs， 人 上 严格 递增 ， 由 {1》 式 得 
free fr) f(x, +e) 
或 Fre yx +e), 
玫 然 有 
一 站 一 FA 
取 OG=min( fx) -fx — es, fxs+e) -fx)} 0. 
于是， 对 任意 给 定 的 e>>0 存在 5>0. 1 0 -8 时 ， 
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[AO ~ <e. 

同 理 可 证 ， 上 反 函 数 x = 六 区 用 在 点 & 右 连续 ， 点 8 左 迷 
续 。 

例 3 画 数 = sinx 在 闭 区 间 | - 互 ， 筷 | 上 严格 递增 ， 且 
连续 。 根 据 定 理 3.2， 它 的 反 国 数 ?= ate sinx 在 区 间 5 一 1,1) 
上 也 严格 递增 ， 昌 连续 。 同 理 可 得 ， ?=arc cosx 在 闭 区 间 
[~1,1) 上 严格 记 减 ， 卫 连续。? = afctgxr 和 =arcctgx 在 
区 闻 〈- ceo，T+ec) 上 上 严格 单调 ， 上 下 连续。 因 于 说 反 三 前 函数 
在 它们 的 定 闵 战 内 都 是 连续 的 ， 

例 4 函数 7=x (3 为 自然 数 ) ， 当 x 关 0 时 因数 是 疾 梅 递 
增 的 , 理 连 续 ， 根 据 定 独 3.3 知 ， 存 在 反 蝎 数 y= 岁 x%， 在 区 章 
L0， + so) 上 十 严格 递增 ， 记 连续 ， 


三 复合 函数 的 连续 性 
定理 5.5 如果 函 数 了 = Fe 在 点 #, 连续 ， 而 函数 #= 
在 成 ww 还 续 ， Hw,= tx,), 及 复合 国 类 7 = 7gp(x) 7) 在 所 
x， 的 基 个 邻 城内 古 定 闵 ， 则 复合 画 数 7?= [Cp(x)] 在 点 x， 达 
续 ， 
证 明 已 知 函 数 7》= (和) 在 点 连续 ， 即 ， 对 任意 给 定 的 
es 之 存在 9 人 > 由 当 -如 |<n 时 ， 有 
[fa -| <e, 
又 已 知 阔 数 & = Hz) 在 点 x 连续 ， 即 ， 对 上 述 的 j 沁 0, 存 
在 60, 当 [x — x 过 9 日 |， 有 
[POX) ~ lx) = | # ow |<, 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 e 沁 0 存在 6> 由 当 |x 一 wi < 之 5 时 ， 
有 
[CD -Fa |= 1 fp 00) ~ fg( x) {ie, 口 


例 5 函数 ) = cos 一 是 由 = cos 罗 z= -二 复合 而 成 


wr 


196 


， i 
上 由 于 函数 7:: cos# 在 《一 9, +oo) 上 连续 ， 琐 要 “= 一 在 


| ， ， - i 
C—O, 0) (OO, + co) 上 这 综 ， 提 据 定理 3.3 淹 |， 消 数 = tos we 


全 {一 C0， 们 UU 只 + 9) 上 连续 ， 
例 6 证 明 函 数 y= siniwx 在 [9，+ co) 上 是 连续 的 。 
证 明 设 尾 意 一 点 smEE0， +eoo)， 由 本 节 例 2 知 ， 画 数 


= wx 在 xo 点 是 连续 的 ， 并 设 m= xn 再 且 需 数 &= siny 在 
所 加 是 连续 的 ， 并 设 #6=sinvw， 及 函数 ?= 人 站 点 如 是 连 


续 的 。 根 据 定 理 3,3 知 ， 复 合 画 数 7 = sinsx 在 点 x， 是 连续 
的 ， 册 于 wo 的 任意 性 ， 故 知 画 数 7 = sinswy 在 区 间 10， + 0%) 
上 足 连 续 的 ， 


$3.4 连续 函数 的 性 质 


如 昌 函 数 (在 点 连续， 依 《3.1) ， 就 而 lim f(x) 存 


在 ， 到 此 函数 磺 腿 的 性 质 对 连续 函数 仍然 成 立 ， 如 ; 

定理 5.4 局 部 有 界 性 ) 如 果 函 数 六 >) 在 点 x， 连 续 ， 
则 二 数 产 x) 在 点 x。 的 某 个 邻 域内 有 办 ， 

定理 3.5 (局 部 保 号 性 》 如 果 函 数 (0) 在 点 2 连续 ， 
日 有 了 x0) 0 (或 (x0) 过 0); 风 在 点 x 的 某 个 印 成 内 有 (x) 
>0 (或 Ar)<0)， 

道理 3,5 害 明 ， 如 果 函 数 大 人 在 点 避 连 续 , 下 (x) 三 0， 
则 函数 (x) 在 点 x 的 基 个 邻 域内 与 (x) 加 号 ， 

在 闭 区 间 上 的 连续 函数 具有 许 包 重要 性 质 ， 这 些 性 质 是 后 
面 研 和 党 某 些 问题 的 基础 ， 担 是， 由 于 这 些 性 质 的 严格 详 明 需要 
实数 的 连续 性 ， 故 将 共 证 明 放 到 第 七 章 ， 在 此 只 能 列举 这 些 性 
质 ， 并 给 予 玫 何 说 明 ， 

定理 3.6〈 有 界 性 ) 如 果酒 数 (x)》 在 闭 区 问 [4， 们 上 连 
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续 ， 则 澳 数 .六 在 5a， 搓 上 有 和 界 ， 即 存在 蜡 二 9， 对 任意 的 
x*ELa, 拉 , 有 |x) [< 

在 定理 的 条 件 中 ， 噶 调 区 
间 是 闭 的 ， 这 是 重要 的 否则 


在 开 区 问 上 的 连续 力 数 不 一 证 f Cc- 
有 界 .例如 , 函数 f(x) = =-， 
1 
虽然 在 开 区 前 人 0 1》 上 连续 ， | 
但 是 在 区 间 (0,1) 上 无 界 {如 ! 
图 3.5) ， !93.5 
定义 ” 设 明 数 Ax) 定 名 在 区 间 卫 上， 加 时 存在 EX， 对 
于 一 切 * 仁 沪 ， 4 


x) fr) (xs Frx))， 
则 称 f(x 在 区 上 有 最 大 (小 ， 慎 ， 并 称 六 x,) 为 因数 (x) 在 
天上 的 最 大 【小 ) 值 ， 记 和 作 前 (ww). 

定理 3.7 《最 值 性 ) “如果 通 数 A(x) 在 闭 区 问 [ae, 的 连 
续 ， 出 国 数 x) 在 5a, 杂 有 展 大 和 慎 训 和 最 小 值 w， 即 在 闭 区 间 
La， 站 上 在 在 两 点 xi 与 x:， 人 使 

f(x) = mm, f(x) = M, 
对 任意 的 xE 全 Ca， 的, 有 /x) 寺 A， 

其 几何 意义 是 ， 在 闭 
区 间 fr, 名 上 , 函数 
上 oz 的 连续 曲线 有 最 高 点 
《x* Hi》 和 最低 点 x， 
加 ) 《加 图 3.6) ， 

在 定理 条 件 中 强调 区 
闻 是 闭 的 ， 这 是 重要 前 。 
理 则 在 开 区 了 间 上 的 连续 范 
数 不 一 定 存 在 最 大 值 与 最 图 3.8 
小 入， 例如 ， 浇 数 A*) = x 在 (0, 2 内 最 不 到 夸大 乱 利 最 小 什 
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{如 图 3.7) 。 

定理 3.8 私 点 定 理 ) 
如 果 函 数 A(x) 在 闭 区 间 [4， 
5 上 连续 ， 日 (0) 与 了 5) 
异 号 〔 即 fa) 让 ) < 9)， 
则 在 区 间 (e， 分 内 至 少 存 在 
一 点 “后 得 

fc) =0, 

定理 3.8 的 几何 意义 是 : 
如 果 点 (a， (a)) 与 点 B 
中，1(5)) 分 别 在 x 轴 的 上 下 峡 3.7 
两 俩 ， 则 过 点 矶 与 点 3 的 连续 曲线 =/ (x) 与 x 轴 至 少 有 一 个 
交点 tr，0) (如 图 3.8) ， 


定理 3.9 《 介 值 性 ) ”如 果 函 数 /x) 在 六 区 间 Co, 丰 上 连 
续 ， 江 设 /sa) = 4， 大 人 = 了 县 A 雪 B, 则 对 于 4 与 3 之 间 任 
敬一 个 数 /， 在 (a， 有 站 内 至 少 存在 一 点 <， 使 得 
Fr) = 了 
| 证 明 ”不妨 设 44>B， 信 
(xy = (x lL, (1) 
显然 ， 岗 数 yg tx) 在 [a， 打 土 达 红 ， 由 于 Bi<A， 故 有 有 
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la) =f 0 -= -10 人 人 = f(b) -1=8-?<0, 于 是 ， 
根据 定理 3,8， 在 〈e， 及 内 至 少 存在 一 点 ‘使 得 p40) = 0 由 
(1) 式 ， 有 有 0) = 上 口 

从 定理 3.9 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 ， 替 点 定理 是 介 值 性 证 
理 交 特殊 情况 . 

推论 ”如果 因数 /x) 在 财 区 间 fs， 总 上 连续 ， 则 函数 的 
值 成 也 构成 一 个 于 民间， 

事实 上 ， 由 于 国 数 A(x) 在 闭 区 加 Ca， 站 上 连续 ， 根 据 定 
理 3.7， 在 Ca， 人 六 上 存在 x, 和 %， 使 之 

= 内 

如 图 3.6 志 ， 不 妨 认 为 xx 那么 在 闭 区 癌 Cx，x 上 本 数 
10 查 是 连 纱 的 ， 再 根据 定理 3.9 知 ， 范 数 .0*) 在 区 间 [x,， 
x 上 上 迷 取 到 坟 与 村 之 间 的 一 切 信 ， 即 mw 所 (x) 所 计 ，x EE [Cx 
*] .于 坟 ， 汪 数值 在 Y 轴 上 也 构成 一 个 闭 区 间 [mm，MY， 口 

应 用 分 什 性 定理 可 以 证 册 某 些 方程 根 的 存在 . 

例 1 证 明 超越 方程 = cosx 在 闭 区 间 | 9, 艺 | 上 至 少 存 
在 一 个 实 根 ， 

证 明 今 师 数 f(x) =x- cosx， 有 显然， 函数 A(x) 在 [0， 


互 | 于 是 连续 的 ， 且 有 
0) = -1<0， f 人) = 三 >0， 


根据 霍 点 定 于 知 ， 在 区 闻 |0, 所 | 肉 至少 存 存 一 点 e， 使 
fle) =e— cost=0, BE t= coar, 
于 是 ，x -rc 就 是 方程 x = cosx 的 一 个 根 。 
例 2 证 明 方程 x"** = 3 至 少 有 一 个 小 于 1 的 正 根 、 
证 明 令 通 数 f(x) =2--xe*， 显然, 允 数 六 xz) 在 (~ oo， 
+ 90) 都 是 连续 的 人 。 因 力 茧 证明 他 在 的 根 是 介子 0 和 1 之 辣 


属 ” 关 中 c 的 这 续 性 将 在 83.5 中 给 出 ， 
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所 以 我 们 限于 在 闭 区 间 5o, 1 上 来 讨论 ， 石 
HO = 2>0, fl} =2~ tt2-2.71- 70, 
稻 据 零点 定 序 著 ， 在 区 间 5.1 内 至 少 存在 一 点 *， 使 
fle) = 2 ret=0, Bes:= 2 
于 是 ，xw =6 就 是 方程 xe*= 3 的 介 于 0 得 1 之 间 的 正 根 ， 
例 3 证明 方 程 wx: -8x+5=0 有 三 个 空 相 ， 
证 明 今 fx) = x: 一 93x+5， 显 然 ， 测 jtx) 在 《- ec， 
+ oe} 上 部 是 连续 的 。 由 于 在 
f(0) =5, fl})= -2, /(3) =8, 
根据 零点 定 灰 ， 因 此 兰 次 方程 在 区 闻 [0, 1) 与 C1, 33 内 都 至 少 存 
在 一 个 实 根 ， 三 次 方程 有 两 个 根 是 实 根 ， 另 一 个 也 必然 是 实 
根 ， 于 是 ， 方 程 x* ~ 8x+5=0 有 兰 个 实 根 ， 


3 3.3 初等 函数 的 连续 性 


一 ”基本 初等 函数 的 连续 性 

以 上 我 们 讨论 了 有 理 整 画 数 〈 包 括 正 整数 蝴 冰 数 ) 、 三 角 
国 数 和 反 三 角 函 数 在 它们 的 定 交 域 上 虱 是 连续 的 。 下 面 将 讨论 
间 数 二 数 ， 对 数 范 数 和 任意 实数 宕 的 种 丙 数 的 连续 性 ， 

1 指数 函数 y= (G9 半 0，9 夺 1) 的 连续 性 

指数 函数 了 = 和 (4 守 0，a 夺 1) 在 其 定义 域 (-o0, +eo) 上 
是 连续 的 ， 

事实 上 ， 当 9>>1 有 时， 先 证 函数 a* 在 点 凡是 连续 的 。 由 
$32.1 的 例 6 知 ，lim a? =1 及 函数 “是 严格 违 增 的 ， 当 约定 0 
<x< 志 时 ， 有 

1 a ea?, 

对 oo 时 ， 00 有 ce 从 而 得 


201 


lim a“*=1, 《1) 


到 -+ 币 十 和 


对 画 数 a” 作 民 换 x = -》， 则 有 


v” + 一 1 
lim a*=lim a ?=,.-—,=1, C2) 
一作 一 昌 PE EE lim a 

人 


由 (1) 和 (2) 有 


lim a*=1, 
有 一 自 


以 及 和 =1， 所 以 #7 在 0 点 是 连续 的 ， 
其 次 证 对 任意 一 点 名 (一 00，+99)，% 寺 0 函数 4 也 是 
连续 的 。 事实 上 ， 因 为 
dA at anita 1), 


己 及 lim a*-*=1， 


有 有 一 


所 以 有 
imia*— oa) =limeaw(a* 7 1) =0, 
即 lim ax = a*, 


因此 ，a"' 在 任意 一 点 x 连续 ， 
于 是 ， 当 4>1 上 时， 函数 #7 在 《-o0，+o0) 上 连续 ， 


当 0<e<1 时 ， 令 “= 到，5>>1 ， 且 有 


{ii 
-人 -二 
因为 六 在 《一 00, + coo) 上 连续 且 不 为 零 ， 所 以 当 0 之 4 之 1 村 ， 
4* 在 (-00,+o0) 上 连续 ,. 
总 之 函数 4 (40,4 志 1) 在 其 定义 城 (~ oo，+ ee) 上 连续 ， 
另外 ， 当 a 六 1 时 ， 由 于 有 lm a*= +tee，lim sw*=00 当 
0<a<1l 时 ，lim a*=0，lim a*= +cor 且 函 数 a* 在 (- oo， 
+ se) 上 连续 ， 青 根据 连续 车 煞 的 介 信 定理 。 故 可 知 指数 函数 
=a* 的 但 域 是 0， + co)， 
2 对 数落 数 y= loger (490，Q 志 1) 的 连续 性 
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对 数 函 数 了 = iogsx(a>0，as1) 在 共 定 义 域 (0, + ee) 上 
连续 . 
事实 上 , 让 于 茜 数 师 数 7 = af 《40 4 上 TD) 在 区 问 5- ce， 
+2o) 上 严 插 单调 并 连续 ， 柱 据 吓 理 3.2 知 ， 对 数 困 数 在 其 让 尽 
域 (0， + se) 上 连续 。 
3 替 消 数 8 = 2 ta 为 实数 ) 的 连续 性 
瞧 钞 数 ?= x*(a 为 实数 ) 在 其 定义 域 上 是 连续 的 。 
由 于 千 罗 数 的 定义 域 与 as* 有 基 ， 人 了 但 是 不 论 c 为 何 值 ， 才 函数 
在 区 癌 (0， + 66) 上 总 是 有 有 定义 芍 。 下面 仅 总 x 的 情况 来 讨 
论 ， 其 它 情形 应 象 氏 .7 的 第 一 段 那 样 分 别 过 论 . 
因为 途 炒 数 了 = x”(a 为 实数 ) ，x 人 >0, 它 可 表 为 
= 
月 立 数 了 = 所 在 区 间 (- ce，+eco) 上 连续 ， aslnox 在 区 间 
《0，+ ec) 上 连续 。 根 据 定 理 3.3， 所 以 偶合 图 茹 
= pe 一 oa 
当 *>>0 时 连续 。 
到 此 为 止 我 们 得 到 ， 基 本 补 竺 函数 在 其 定义 玻 上 都 是 连续 
的 ， 


二 初等 滔 数 的 连续 性 


因为 初等 函数 是 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 的 虽 旭 运算 和 
有 眼 次 的 复合 运算 枸 成 ， 再 由 连续 函数 的 由 唱和 运算 和 复合 函数 
的 连续 性 ， 所 以 一 切 初等 函数 在 其 定义 区 间 〈 即 从 定义 城中 除 
掉 孤 立 点 ) 上 是 连续 的 ， 因 此 ， 判 断 初等 函数 的 连 线 范 国 就 是 
求 其 定义 区 间 , 

例 1 因为 双 曲 册 数 都 是 初等 函数 ， 明 定义 域 就 是 定义 区 
癌 ， 斯 以 双 曲 图 数 在 其 粹 义 域 上 都 是 连续 的 ， 即 shx，chw 


和 thx 在 区 阅 〈- oo, + oo) 上 是 连续 的 ， 而 cthx = 人 + 在 


EE 


{《— oo, 0 UU (0, +eo) 上 是 连续 的 ， 
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例 2 下 列 阔 数 


y= l(t) y= Weinv x y= sinx tv 160- x 


都 基 初等 耳 烤 ,它们 的 定义 域 分 别 是 如 下 区 和 间 ，[1, 42， Cr 
(C217 《二 0， 土 1, 土 2，…)， rr0r] UI-4，-z。 所 
以 这 些 册 数 在 它们 的 定 交 自由 是 连续 的 ， 


三 ”函数 的 连续 性 症 计算 极限 上 的 应 用 
” 土 段 的 结论 十 十 分 重要 的 ， 因 为 初等 阴 数 在 其 定义 区 间 . 上 
是 连续 的 ， 就 提供 了 极限 运算 的 简便 方法 ， 如 果 f(z) 是 填 符 
函数 ， 且 点 加 是 它 的 定义 区 间 内 的 点 ， 那 么 当 X 一 时 ， 更 数 
的 极限 就 是 当 X = 世 ， 时 的 阔 数 值 ， 即 
lim f(x) =f limx) =f x). (3 .5) 
作为 公 起 (3， 5) 的 特例 合 函 数 的 连续 性 { 妈 定 理 3.3) 
可 以 写成 : 
limf Tg (x) =f limg (x)) =f Ly (limx)]) = /p(x)), 
加 县 82.1 的 例 8 和 人 ,4 的 例 7 ， 出 知 函 数 的 连续 性 ， 它 们 
订 分 别 导 成 ， 
limv/as = lim a = a, 
和 limv/ x =wimx=wa 。 
绢 据 革 数 函数 的 连续 性， 在 第 二 章 例题 选 讲 的 例 15， 可 二 
成 ， 


lmina, = ntmans= ln (>0)， 


有 了 的 


:nil+cosx) 
求 lim 红 + COSX 9 
价 3 求 a Si 


解 。 由 于 点 也 属于 初等 沙 数 f(x) = 2GL+cosx) 的 定义 


$1N 
区 间 ，、 因 此 ， 根 据 公 式 (3,5》 有 
| 


intl + cos limx) 


inti+cosx) * 一 开 _ ini _ 
lim 一 一 一 一 = 加 一 盖 ” -一 Ce 一 一 -mr rr 一- 0 
1 Si sin limxw 1 
RT 
， 


例 4 求 jim(1+ 立 ) 
解 当 x 志 0 时 ， 册 于 有 
:=[Q+)]. 
已 知 当 -moo 时 ，{1+ 立 广 -2 以及 根据 外 两 数 的 连续 性 和 公 
式 43.5)， 因 此 在 
im (1 
= 


当 w= 时 ， 显然 


lim(1+ 这 ) = im 1"=1=e, 
m ve 和 


cry 


四 
二 


im 人 1 十 立 ) 一 6， 


| 


例 5 求 im logs (1 + x) 0%,0, zs 所 1) 


和 一 上 上 
解 ”根据 对 数 泊 数 的 连续 性 和 公式 人 3.5?， 有 
lim_ JoBe(l+ Xx), 1im log, (1+ 和) 
大 "和 ~ 时 一 和 


=log, limtl+ x)* = logue。 
二 


特别 地 ， 当 a = 时 ， 则 有 


tm 了 (1+ wx) 
学 


md | 


= tn 二 工 
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例 6 未 im 4 二 二 (e 0)， 
各 -= 自 本 
解 令 J=4r-1l， 根 所 指 歼 贞 烙 的 连续 性 ， 雪 X 一 人 时， 
J—0, 有 “980 7 度 放 上 全 有 


， = lim 一 lng, 
x 车 了 ace Fy ‘loge 


例 ” 求 lima (Wx 一 了 (x>0), 
解 根据 指数 函数 的 连续 性 ， 令 二 =y， 尖 #->oo 时 ， 有 


3 一 0, Wx -1=xy?-1 应 用 上 例 ， 有 
lim "Cx DD) = lim— 


1 = jinx, 


例 8 如果 lim fx) =a limgtx) =6, He >0， 间 当 x 


tT TH 


XX 轩 针 措 图 数 fe 的 极限 为 a 
证 明 ”二 为 有 
Fx) Eitl  _ = [ela ir 2 Eng 
根据 对 数 函 数 的 连续 性 ， 应 用 公式 (3.5) 有 
lm Inf(x) =1n limfex) = na, 


| | 
区 下 lim gx) lnf (x) = dna, 
再 根据 指教 岂 数 的 连续 体 ， 应 用 公式 《3 5 ) 有 
lim f(xw) #' = =]irm esiwlnfiry 一 el Cris lnfir'! 一 pblne 
曾 于 击 站 | 
ot 


例 9 求 lim (LY (a 0, 6 .0), 


六 


解 山 例 7 知 ， lim# (we -1)=1ng, 下 有 


(3.) (1 2 1) 


40 


县 有 


a 


-村 


了 一 一 s jim - 
- Er 仙 由 ， 加 一 一 me 
lim( te ) = lim{1+ > 1 ] 
局 一 -2 各 四 4 
! 1 
_. go = 
加 。 2) 
| 3 
例 10 求 lim(3%71) 


解 ” 由 于 


zr 


3x + OND [( EE ] 
Gi) = 人 [人 3 ， 


ji 1i 1 3 二 十 1 
im f(x) = im(1 + i = 6, 


RR 


k| 
li im ~ 
J B(x) | 3" 


主根 据 例 8 的 徊 指 画 数 求 极限 公式 ， 故 得 
， 9 + 工 ] 
im (1) = 


A 


下 
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一 ”内容 概要 


1 重点 及 要 求 

在 极限 儿 念 的 基础 上 ， 掌 握 赣 数 在 一 点 连续 、 间 断 航 泊 
义 ， 太 间断 点 的 分 类 ， 利 用 连续 的 定义 会 证 明 函 数 和 的 连续 性 ， 
根据 连续 与 凶 断 的 定义 会 判别 通 数 的 连续 性 ， 

要 理解 与 掌握 症 数 在 一 点 连续 及 在 该 点 的 局 部 性 质 (定理 
3.4、3.5) 。 在 闭 区 间 上 达 续 以 及 在 该 区 间 上 的 整体 性 质 { 定 
理 3.6、3.7、3.8) ， 并 注意 应 用 它们 ， 

应 用 初等 函数 在 共 定 六 区 间 上 是 连续 的 和 公式 (3.5)， 能 
较 部 练 地 计算 冰 数 的 极限 。 

2 函数 fr) 在 点 2 连续 定义 的 六 种 等 价 形式 


ete 


个 


_ 盖 -一 一 一 
任 给 52>0, 窜 在 0>0 | | hd 一 | | limdy a 上 i 吝 疡 0 存 
ls- of, [f(r -= "| pr >, 一 ?在 5>01 [dz | 
fenl<e || die 


ftiry= fra) + 
i 有 时， 
i | 


209 


间断 点 及 其 分 类 
连续 的 三 条 件 


一 ”| 
和 (ED 在 2 和 有 定 世 | 


1 jimy7ezy 存 在 | 玖 填 
"| | 之 一 者 
本 ” , linftn -fo 


Er 


er— mi 


入 定 1x) 在 zo 没有 定义 


A 去 | 一 二 单刀 级 限 在 在 卫 机 等 
一 | 第 -类 六 | 二 条 中 玖 一 | 发 变 有 有 定 叉 ， 但 设 限 值 不 等 于 函数 人 


六 开 . 丰 在 
一 | 二 单 岗 极限 存在 但 不 等 


一 第 二 类 | 二 单 抽 强 限 至 少 有 一 全 不 存在 


一 aa 


4 和 连续 鞠 数 的 性 质 
| 
-| 汤 郁 性 质 - 和 fT el. 
一 一 | 司 部 全 引 /站 在 zo 的 种 于 内 有 了 175)> 
| 0 《或 了 Fe0) . 
EE 质 - 一 | 最 值 性 | 了 人 


reo D1], 
| 有 办 给 | Ln < 
一 | 关 区 各 上 生性 出 一 一 | 介 全 给 | fl =1, ceta,hy. 


| 和 点 定理 f (0) =0, eeta, 
—————— bb). 


二 几 点 说 明 
1 ” 栈 数 在 一 点 连续 是 个 局 部 性 概念 


在 定义 函数 f(x) 的 在 一 点 x， 连续 时 ， 我 们 只 假定 了 函数 
f(x) 在 基 一 点 x 的 某 个 邻 域 有 定义 ， 如 调 足 条 件 Him f(x) = 


Fox), 则 说 遂 数 Fe 在 点 % 连续。 而 lim fx) = fx) 拥 叙 


述 成 当 x-=xo 时 ， 男 数 f(x) 的 极限 怡 是 (x,)， 这 就 吉明 函数 
f(x) 在 点 *% 的 邻 域内 与 fx) 之 间 有 一 种 新 变 【不 是 突变 ) 


209 


的 关系 ， 旦 这 种 其 系 仅 读 太 点 x， 分 域内 的 泪 数 值 。 因 此 说 ， 
藻 数 六 站 在 点 x。 处 连续 仅仅 是 个 局 部 性 概念 ， 
为 了 吉 深 理解 连续 荐 个 局 部 往 慨 念 ， 下 面 续 出 一 例 ， 说 明 
确实 存在 着 这 样 的 函数 ， 除 了 =0 片 外 处 外 问 是 ， 
例如 ， 冰 车 
fx) = xD (x) = 区 x 臣 和 有 埋 才 时 ， 
0， 当 * 无 无理 数 时 。 
因为 A(0) = 0， 以 及 
limfx) = lim xD(x) =0=A0 


(其 中 用 到 了 狄 利克 村 元 数 Dtx) 是 有 界 的 ), 所 以 函数 xD{x) 
在 点 x = 0 处 连续 ， 
但 是 ， 当 x 站 0 时 ， 由 于 极限 Lim xD(x》 不 存在 〈 其 证 


瑚 可 参考 83 .2 的 最 后 一 例 ) ， 因 此 ， 对 任意 一 点 xo 半 0 都 是 函 
数 xDPix) 的 间断 点 。 也 如 是 说 ， 函 数 xDCx) 除 了 在 点 x = 0 外 
处 处 间断 
2 ” 画 数 在 弧 立 点 上 不 定义 连续 性 
痕 数 f(x) 在 点 x 连续， 要 求 函 数 f(x) 在 包 全 点 x, 的 
邻 域内 有 定义 ， 这 是 研究 函数 fx) 在 点 x 连续 的 基础 。 因 
紫 ， 如 采 沙 数 仅 在 一 个 孤立 点 上 有 定义 ， 我 们 就 不 定义 汕 数 的 
连续 性 。 一 些 特殊 的 初等 责 数 的 定义 域 可 能 含有 孤立 点 或 完全 
由 弧 立 点 构成 。 例 如 ， | 
函数 ”= -sinizx 的 定义 域 是 整数 集合 ， 即 
和， 土 1 士 2，，……， 土 灿 
每 个 整数 在 数 轴 上 莉 是 孤立 点 . 
函数 =wxi-ti +wx:~38x+8 的 定义 域 是 
Ix | 之 l，x 志 1 与 x 这 2 
的 公共 部 分 ， 即 4- ee，- TUtUC， +o0), 其 中 x=1i 是 
孤立 点 ， 如 图 3.9 示 。 
因此 ， 该 函数 只 能 在 定义 区 间 (~ so, -1 C52, +eoc) 上 上 连续 ， 
210 


三 “人 蚀 题 选 讲 


例 1 ”利用 “一 人? 语言 证 明 范 数 f(x) = Wx 在 〈(-oo， 
+ eco) 上 是 连续 的 。 
证 明 ”对 任意 的 xiE{-eo, +ee)。 当 办 = 和 时 ， 对 任意 
给 定 的 _e>0， 解 不 等 式 
| ax -0|= Mx |<e, 
解 得 lx| <e, 取 56,=e>0， 于 是 ， 对 任意 给 定 的 6 汪 0， 看 在 
0.=e 祈 0, 当 |x|<6, 时， 有 有 
Wx -0|<e, 
当 xi 所 0 时， 取 x 与 x, 同 号 . 对 任意 给 定 的 e>0， 解 不 等 式 
sw 一 xi = -xx 
xit a xx + xy 
| Ty | 
< x ~ 
解 得 jx ~ x <esrxe。， 取 6= ex 0 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 > 0 存在 6>>0 当 |x 一 x| <6 时 ， 
有 


ax 一 mi |<e, 
多量 于 x 的 任意 性 ， 即 函数 (x) = x 在 区 闻 (- co，+ oo) 
上 足 连 续 的。 


$11 


例 2 证 明 函 数 
Fo = 他 xl, 
3x—1, lx<2, 
在 闭 区 问 [0, 23 上 连续 ， 
证 明 在 开 区 间 (0,1) 上 , 对 任意 的 x,€ (0，1), 有 limy (>) 


=lim (x+1)=xo+1=f(xn) ,所 以 阔 数 x) =x+1 在 (0,1) 


者 一 光 站 


而 在 并 区 入 (4,2) 上 ， 对 任意 的 x.& (1， 2), 有 limf (x) = 


lim {3x 一 了)=3xi 一 1= fx)， 所 以 薄 数 f(x)=3x-1 在 


(1,2) 上 连续 . 
三 分 点 x=1, 由 于 有 

lim f(x}) =lim(txt+1)=2=/f(i), 
放 中 上 一 外 帮 一 上 一 和 

和 lim fx) =lim (3x —1) =2=f(1), 
帮 叫 ] 十 二 nT 

即 lim f(x) =2= 7(1), 
ji | 


困 此 函数 fx) 在 点 x=1 连续 ， 
又 因为 在 端点 x=0 和 xx=2 分 别 有 
lim (x+1)=1=f(0), 
和 lim {3x —1)=5=f(2), 
记忆 通 数 (x) 在 点 = 0 右 连 续 ， 在 x=2 左 连 续 。 于 是 ， 函 
数 六 xx) 在 50, 的 上 连续 。 
例 3 已 知 函数 f(x) 注 足 (x+ 站)=f(tx) +f(7)， 且 
fx) 在 点 0 是 连 继 的 ， 则 函数 x) 在 任 合 点 a 是 连续 的 ， 
基本 思路 ”利用 晴 数 fx) 在 点 a 连续 的 定义 
lim y= limtf at Sx) -f(a)] = 让 
证 明 ”对 任意 点 4, 由 已 知 条 件 ， 有 
e+ 二 Fw 
AO + 0 =F00) =f 0 +70) = 2f00), 
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过 = 
了 
站 


因此 ， 关 0) =0， 因 为 医 数 (x) 在 点 上 连续 ， 所 以 
Har f(a t+ Ax) —f (a) 


=lim [f(a) +f (Ax) -f(a)) = lim FT =0, 
x A 


于 是 ， 臣 数 jz) 在 任意 把 a 连续 . 
例 4 证明， 如 果 函 数 f(x) 和 8《*) 在 点 x。 是 连续 的 ， 
则 阔 数 ptx) = min{ f(x)，B(x)》 在 点 x 也 是 连续 的 。 
基本 思路 ”利用 函数 在 一 点 连续 的 “e 一 6” 语言 证 明 ， 并 
注意 如 下 事实 ， 
min{ta—e, -ey<A<mintiate, ¢+e} 
就 是 
min{a, b} ~e< A-min{ta, B+e, 
证 明 因为 函数 Jj(x) 在 点 xe 连续 ， 即 ， 对 任意 给 定 的 
ep0, 存在 40 当 |x 一 x 6 持 ， 有 
{f(x) ~ x0) | 一 
又 因为 函数 gx 在 点 x 连续 ， 即 ， 对 任意 给 定 的 e 守 0, 在 
在 6. 记 0， 当 x 一 x%| 之 6 时 ， 有 
[8(x%) — g(x 二 es 
所 以 ， 取 5=min{6,，5.}, 县 当 lx- xl<6 时 ， 同 时 有 有 
| 一 xD Ie 和 (xz) -8Cx ie。 
即 jx 一 ex) te RO CN) - EEN) 
B(x +e, 
因此 有 
min{ f(xo) ~ é, RX) -emint f(x), ZCx)} < 
Inin{f (x) +é, L(xXo) + ee} 
溃 | min{ ff {xo), sx -emint fx), glx)} < 
min{ f(xo), Exe)}+e, 
也 就 居 
FX EPERY EX) +e 
或 [p(x) 一 到 (xD 
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fF 号 ， 对 任意 给 定 的 e>>0， 存在 3= mini6，&>0， 当 
一 | 一 各 时 ， 有 
| p(x) ~ lw) | 
例 5 证 明 ， 笋 问 琴 数 
1 HH 
fx) = a 当 x= 二 时 ， ~ 和 # 为 互 硕 的 整数 ,月 之 1， 
0, 当 x 为 无 理 数 时 ， 
在 有 理 点 * 不 连续 ， 在 无 理 点 x 连续 
基本 思路 ”利用 反 证 法 证 明 冰 数 六 sx) 在 任意 有 理 虚 = 
0 不 连续 ， 利 用 连续 的 定义 证 明 函 数 (x) 在 每 一 个 无 理 点 


$ 都 是 连续 的 ， 即 对 任意 给 定 的 :>0， 存 在 邻 域 U (E，5), 当 
xCU(o 时 ， 有 
Le) 一 FE) Je, 
证 明 首先 ,我 们 证 明 函 数 (x) 在 任意 一 个 有 理 点 = 


六 0 是 不 连续 的 。 事实 上 ， 和 由于/ (号) = 考 沁 0, 和 在 和 < 的 任 


意 一 个 充分 小 的 邻 域内 都 有 无 理 点 存在 ， 且 在 这 些 无 理 点 上 
f(x) = 0。 假 设 函 数 A(x) 在 点 9 = 三 是 连续 的 ， 根 据 局 部 保 导 


伯 定 理 , 闭 么 在 这 一 点 的 充分 小 芍 邻 域内 函数 f(x) 应 取 正 值 ， 
这 与 在 这 些 无 理 点 上 六 xy = 0 相 予 层 ， 

其 次 ， 我 们 证 明 函 数 /(x) 在 每 一 无 理 点 上 都 是 连续 的 ， 
事实 上 , 设 # 是 一 个 自然 数 ， 因 为 无 理 数 & 总 是 含 于 这 样 两 个 
有 理 数 之 间 二 一 < 之 了 + 二, 所 以 对 于 存在 这 样 的 邻 域 使 之 不 


会 形 各 
一 有 np? » (2) 
意 一 个 有 理 点 ， 
的 仿 个 有 了 +1 
Us(6，6。) 是 属于 开 区 邮 ( 二 ， 一 一 | 的 令 域 ， 而 这 个 
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孝 开 在 合生 的 在 总 不 功 。 二 丰 合生 本 人 区 # 为 分 打 的 分 
数 . 
到 一 个 自然 数 mm， 使 之 满足 六 <8。， 对 于 邻 虞 
UE, 01)， U,(é, 0,)， “yg TU (Es, O50) 
分 别 不 售 以 1 ， 2 号 为 分 母 的 分 数 . 
若 Us, 是 一 个 属于 Uté,6,), LE 站 ，…， UL 人， 
人 的 令 域 ， 那 么 1 全 ， 机 内 当然 不 含 以 1 2, 3 ， 角 为 分 母 


的 分 数 ， 因 此 含 于 UE，6) 内 的 有 理 数 “= 二 的 分 母 z> 出 ， 
从 而 有 上 (2 ) = < 让 亦 即 
Leo -AD 1= 00 = Te CA =0). 
当 x 是 无 理 数 时 ， 有 f(x) = 4， 于 是 邻 域 U(E，6) 内 的 任 


意 一 点 都 有 
(f(x) 一 上 GE) I<e, 
例 6 判别 函数 
fx) 二 sin 3 EE |x | 之 1， 
wy [x | 一 1， 


的 连续 性 ， 并 指出 间断 点 的 类 别 . 
基本 思路 ”利用 (x) 在 点 x， 连续 的 充 要 条 件 
lim f(x) = lim f(x) =/(x), 
解 当 |x |<1 时 ， 即 在 区 阿 (~-1，1) 上 、 冰 数 A(x) = 
sin 一 关连 续 的 ! 当 | x |>1 时 ， 即 在 区 间 (- ce，-3) 与 


tl1，+ocoo7y 上 ， 国 数 A(x) = -x 也是 连续 的 。 
有 因为 有 


lim fx}) = lim(C— x) = 一 1 与 lim flx) 
吉 一 1 十 生 二 一 十 自 真一 下 一 必 
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1 。 。 
= lim sin -5 = 1 


有 有 一 上 | 一笑 


种 
lim f(x) = -lim sin = “1 与 lim f(x) = = = limt - x) 


= 1, 
所 以 函数 (x) 在 点 x= 土 1 都 是 问 断 点 ， 且 都 是 第 一 类 的 阁 戎 
点， 
讽 7 指出 下 多 本数 的 间断 点 及 其 类 别 ， 


(1) y= -，53) y= 二 -| 全 | x>0, 


1 -ee i 
C3) y= x[Lx], 
解 (1) 需 数 在 x=0，x=t 没有 定义 ， 而 在 其 它 种 启 
消 数 均 连 续 。 所 以 具 研 究 点 0 和 1 即 可 内 于 


lim y= lim 1! __w 
a - 


一 电工 一 


而 lim y=lim 1 -= 十 cc 
加 "+ 下 一 昌 机 一 是 一 站 本 一 让 三 


故 函 数 在 点 ”= 0 处 为 第 二 类 的 间断 点 。 
及 因为 


lim y=lim—— + =3, 
有 一 了 十 刘 放下 ~ I 


而 lim y=lim =0, 


si nw 1—e I= 

所 以 函数 在 x=1 处 为 第 一 类 间断 点 ， 
(2 ) 妮 图 1.34， 因 为 有 

im y=lim( 沁 ~ | 二 jj)=3 #= 1 2,3, 


x 


而 lim ?lms - [ x|)= 0, #=1,2,3, 


+ 


下 站 一 一 里 
县 
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所 以 函数 ?= 1 [过 |], 当 x 1 时， 在 点 x = 二 (= 1,2， 
3，…) 为 第 一 燃 同 断 点 。 

《3) 由 图 1.7 知 ,x = 此 (=0, 圭 1, 土 2,…) 是 函数 [xx] 的 
间断 点 ， 不 难 证 明 ，x = 直 (有 = 主 1， 主 2，…) 也 是 国 数 f/x) 
=xCx] 的 加 斯 城 。 因为 

lim f(x) = lim %[x] = 站 (点 = +1, +2, '…), 
和 一目 十 日 下 一 基 十 二 
市 lim f(x) = limx[xI E(k- 1), (k= +1; +2,.),， 
所 以 曾 数 (x) = xCx] 在 x= 站 (上 = 土 1， 土 2 ，…) 为 第 一 类 
间断 点 ， 
虽然 点 x =0 是 攻 数 Cx] 榴 间断 点 ， 但 是 在 x 一 0 的 过 程 中 
坪 数 Cx] 有 界 ， 从 而 有 
lim f(x) = lim xCx) =0=/(0), 
故 消 数 f(x) = x[x] 在 x=0 处 连续 。 
半 是 函数 A(x) = x[xJ 人 充 在 x= 上 (RE= 土 1， 土 2…) 处 是 
第 一 区 的 间断 点 。 
例 8 研究 下 列 函 数 的 连续 性 ， 


: 1 ， nj 一 一 
(1) 7= lm (x 记 们 ; (2) 3=1imNwI+x 。 


和 解 (ty 当 0<sx<l 时 ， 有 


7= lm = 
当 x=4 时 ，》= 卫 
当 x>>1 时 ， 有 

1 1 

hs =0, 


故 x = 1 为 函数 ?= imj -5 的 第 一 类 间断 点 . 
《2) 当 lx | 所 1 时， 有 
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ll tx 《人 = 2, ), 


故 1im1+ x = 
当 人 | 时 ， 有 
= lim/i+ wx” =x! limw ira = 
上 且 有 7?(12 = 


于 基 ， 志 禾 为 外 外 连续 、 
例 9 ”进取 适当 的 天 数 a 和 上 使 之 下 州 渍 数 在 (--%， 
+ 50) 上 连续 ， 
C1) fx) = 1im 


站 (NG 


十 1 


(2 ) f(x) = lm 
基本 思路 ”利用 
lim f(x) = lim fx) =f(x,) 
建立 以 a (或 4 与 站 为 未 知 数 的 方程 式 ( 或 组 ) 。 再 求 4 (或 
4, 6). 
解 《二 因为 当 x>0 时 ， 有 
jx) = lim 


a ln 一 


NF = #4, 
当 光世 时 ， 有 
i 
/0 -lm ra ~ 
当 “二 们 时 ， 有 
jd{H*— WH =) 
f(x) = Lim nr 于 = 0, 
所 以 有 
网 这 0， 
f(x)} =a'spgnx = 19, x=0, 
[a x 0 
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义 因 为 lim f(x) =a，lim f(x) = 4; 和/(0) =0 要 使 
耳 数 (x) 在 (~ co +co) 上 连续 ， 只 须 f(x) 在 ”=0 处 连续 
就 可 以 了 ， 所 以 令 
f= a= 0, 
当 #= 付 ， 即 函数 (x) 二 0， 在 (- 避 , + 00) 上 连续 ， 
(2) 当 j>| < 时， 有 


， it ax :bx 
fx) = lim i 一 好 + bx, 
里 下 


无 论 a 和 为 何 值 ， 函数 f(x) = ax: t+ bx 在 (一 1,1) 上 连续 ， 
当 | EY 1 时 ， 有 
x taxt+hx 


| _1 
Om 


显然 在 〈《-ce，-1) 和 (1，+eo) 上 连续 ， 
在 点 x=1 外 ， 有 


lim f(x} =lim 《gx 十 下 wo =4+ 上 
ET 本 一 了 一 二 

lim f(x) = lim =1，, 

下 1 


、 _1; +taird 工 -小林 十 下 
及 J lim 


在 点 “三 一 1 处， 有 
lim f(x) =lim 


Eman nl | 可 -他 一 上 让 一生 


1 
xx 一 下 


lim fx}=lim (ax2+5xy =a-$, 
日 r+ 一 1 二 + 


Ei 
以 及 f(D =lim-lteb tt 


时 使 函数 f(x) 在 (- so + ce) 上 连续 ， (x) 必须 在 点 
x= 土 1 的 左右 极限 及 在 x = +1 的 函数 值 满足 方程 
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—1+#-—# 

利 < = 一 寺 
由 此 解 得 e = 0,，5=1, 

于 是 ; 当 2=0，8=1, 图 数 所 x) 在 Lt- ce + 00) 上 和 连 绎 ， 

例 10 证明 单调 有 和 界 隔 数 的 一 切 不 连续 点 组 为 第 一 类 的 虐 
牙 间 断 总 . 

基本 思路 ”利用 左右 极限 他 在 但 不 相等 ， 基 

lim 六) Alim f(x) , 


一 


证 明 不 妨 设 消 数 f(x) 为 递增 的 ，>x。 为 f(x) 的 不 连续 
点 ， 纪 Cx) 为 隙 数 (x) 在 x 点 的 币 数 值 ， 

在 x， 的 左 催 研究 男 数 f(x)， 由 于 泗 数 f(x) 是 递增 的 、 
有 界 的 ， 名 fx) < f(x), 3 x x OW, lim fCx) 存在 ， 


有 
lim f(x) < f(x0), 
x 


同 理 可 证 
lim J (x) > xo), 
一 
于 是 有 
lim xy fF Cx) <lim f(x), (3) 
荆 一 工 自 一 - 昌 xpt+h 


我 们 说 《3) 式 申 的 两 个 等 号 不 能 同时 成 立 ; 否则 函数 

flx) 在 x% 点 连续 ,与 假设 永 盾 。 故 得 
A m0), 

即 单调 右 界 函数 的 一 久 不 连续 点 背 为 第 一 类 的 跳 牙 癌 断 点 ， 

例 11 如 果 函 数 六 x)，8gOx) 在 《aa， 且 上 连续 ， 且 当 x 为 
有 更 点 时 有 f(x) = g(x), 则 在 (ez， 有 全 上 有 Fox) 三 g(x)， 
” ”基本 黑 路 ”只 须 证 明 ， 对 任意 无 理 点 mmE (a, 从 有 人 (x) 
= g(x,) 即 可 , 

证 明 ”性 取 无 理 点 EE Ca， 如; 和 任职 收 裔 于 办 Et 有 的 
有 理 点 列 {xw}， 根 据 归 结 原 则 及 f(x)，g x) 在 点 x 连续， 故 
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有 
lim f(x) =f Cx), lim (xr) = 有 (yo 
义 因 为 Cx) 为 有 理 点 列 ， 历 以 有 六 xx = 8 (xn)， 从 了 曾 有 有 
lim fxn) =f (xn) = x) = lm gC, 
于 是 有 
fs xE La, H), 
例 12 证 上 明 ， 对 任意 4a<<b， 阔 数 
fe) = {sin i xs 
0 = 4, 
在 闭 区 间 [a4， 人 如 上 能 到 得 介 于 f(a) 与 Af(5) 之 间 的 一 切中 间 
值 ， 但 在 C4， 轨 上 滑 数 jx) 不 连续 ， 
基本 思路 ”根据 介 值 性 定理 和 函数 本 身 移 特点 ， 构 造 一 全 
包含 在 [a， 如 内 的 闭 区 间 C4， 如 ;使 之 /ce = 一 1，1) = 
1. 


证 明 已 知 六 oO) =0, f(b) =siny--， 且 |f(5) 1 故 只 


须 证 明 f(w) 可 取得 介 于 一 1 与 1 之 间 的 一 切 检 即 可 . 
义 因 为 


， 1 | : 1 
+ | 51n | <1, 和 当 x->a+ 0 时 ， S11 pe 


在 -1 与] 之 问 摆动 ， 故 必 存 在 EN, 当 #>， 时， 使 
rp a 
(zz+ 二 jz (27 + 二) 
且 有 
A ra ) rs fe CE )=+ 


由 题 设 西数 /(x)》 在 闭 区 间 | “+ 


et —, 尝 十 
{27 + 子 )= 


—|C ra, 为 上 连续 ,根据 定理 3.6, 故 知 范 数 .7s) J 取 
人 二 ) 
得 一 1 与 1 之 间 的 一 切 值 ， 

但 是 ， 由 于 lim f(x) = im sin 


fx) 在 闭 区 间 [au 们 上 不 连续 
例 13 证 明 ， 如 果 阔 数 f(x) 在 区 间 (4,6 ) 内 连续 ， 县 
qi az ga 为 此 区 间 中 的 任意 # 个 不 同 的 点 ， 则 在 它们 之 
闻 至 少 存在 一 点 上 ， 使 得 
1 = Ef) +f (a) te tf (a), 


基本 思路 ”在 闭 区 间 fi， ec C (oa， 纯 上 应 用 介 和 值 性 定 
理 和 最 值 性 定理 ， 
证 明 设 
ai= min{ay ts es An}s q= maxta, a ys An), 
由 于 ,ai Hey ry Ha {a ), 量 4 之 a;， 因此 [a C(ta, 
从 , 且 隔 数 A(x) 在 Cat，a 站 上 连续 ， 根 据 最 值 性 定理 3.7， 族 
占 存 在 di £,€ Cars #1 ， 使 之 
80) = 和 《最 小 值 ) f(&.) = 对 (最 大 值 } ， 


一 不 在 让， 所 以 函数 


且 有 
mE ff (aEM (k=1,2,., 1), 
将 这 # 个 不 等 式 相 加， 得 
nm fd) + f(a) + rs + an) EH M, 


凤 mC a) ta + tf (aI EM. 
如 果 令 
= DC f(a) +flaD + +f (en), 


则 CC 是 介 于 最 小 值 " 与 最 大 值 间 op 根据 定理 3.9， 
昔 峭 : 在 一 点 点 所 [Cay 4j), 使 (2) = 
于 是 ， 
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FO) = LCD HAD + + 
例 14 已 知 函 数 w(x) 在 区 间 (~ cc, + co) 上 连续 ， 且 省 
im 0) -0=1lim 2 (4) 
x 


Ei 由 -一 起 


(1) 证 明 ， 如 时 ?是 奇数 ， 惠 存在 -个 数 纯 使 之 2 + 
PE) = 0。 

(2) 证 明 ， 和 如 困 = 是 偶 数 ， 则 存在 一 个 数 9 使 之 "+ 
(对 一 切 x). 

基本 思路 ”根据 已 知 条 件 ， 从 区 间 (~ so, + ee) 于 构造 一 
个 闭 区 间 [5 一 了 苹 ， 式 ] ( 革 沁 0, 在 闭 区 间 《一 闫 ，XX] 上 应 用 远 
氮 定 理 和 最 倘 性 定理 . 

证 明 (1) 令 

AN) = "+ mx) 

因为 gtx) 在 《(-5o，+ 590) 上 连 继 ， 所 以 .0) 在 (- ceo， + oo) 
上 也 连续 ， 

用 十 ? 是 奇数 ， 和 (4) 式 , 则 有 


lim fx) = limx" [1 + -2 | = 十 oo， 
和 lim /co =limz[l+ S|] = - 
故 必 存在 和 >>0, 使 之 
HNO0, FO-X) 0, 
于 是 ， 在 区 间 【- 下，X] 上 应 用 定理 3.8， 必 存 在 一 点 
£4EL[- 与 ，X]， 使 之 
FE) = "Fate) = 0. 
C2) 令 f(x)=x?+p(X)， 轩 于 p(X) 在 (~ ooy +oo) 
上 连续 ， 因 此 1x) 在 (-s0，+ 0) 上 也 连 续 , 
因为 * 是 假 数 ， 由 (4) 式 ,有 


lim f(x) = lim «|1+ -0 | = + 00, 


P29 


即 对 任意 给 定 的 章 >0, 存在 二 0, 当 | 们 > 汉 时 ， 有 有 
F090)| = 《5 ) 
在 于 区 间 【〔-X，X] 上 应 用 最 值 性 定理 3.7， 必 存在 一 点 
%; 使 之 加 是 最 小 值 ， 由 (5 ) 式 ,对 任意 的 x 各 《- co + co)， 
1 = + xt ox), 
例 15 ”如 果 函 数 (x) 在 Ca,5) 上 连续 ， 且 什 战 也 是 [a， 
轨 , 则 在 [e, 的 上 存在 一 点 x%，【{ 不 动 点 ) ， 使 之 
A(X0) = Hh, 
基本 思路 在 ke 为 上 庶 用 最 值 性 定理 和 零点 定理 。 
证 明 由 于 函数 (x) 的 值 域 是 Ce 们 ,所 以 ?是 函数 .六 >) 
在 ke, 人 六 上 的 最 小 值 ，4 是 函数 fx) 在 Cs,，8] 上 的 最 大 值 ， 
如 困 (0) = a 或 f=5, 则 =a 或 *%， = 证 完 。 
如 果 4 过 (a) 与 A556， 则 今 
Px) = (x) ~ w, 
显然 前 数 g(x) 在 [cy 的 于 连续 ， 且 有 
Pa) = fa ad 和 pe =) bd. 
根据 零点 定理 3 .8, 故 存在 x, 马 {4, 介 ,使 之 
p(x) = 0, pf Cx) = xu 
于 是 ， 存 在 x,E Cg, 站 ,使 之 x) = x 
例 16 求 下 列 极 限 ， 
(1) Him (in) (C2) lim 人 IE 
im re) 
~ nx 二 ww + wx:) 


4 二 0 


Fe 


(C4) lim 


(5) lim 科 二 2 (00)3 (0) limcos(xe -C93 (ce 


= ™ 本 x 


解 (1) 令 x= 地 -~ 少 当 x 一 时， 90。 则 有 


lim{sinx) = lim (Cosy) rie” 
+ J 


”全 


024d 


= lim{ [1 十 【CD5? 一 D 上 5 | 
了 一重 
-三 


= =lim{ {1 + (COsYy — 1) es = 三 站 二] 
(因为 siny~—y, 1 — cosy~ 闻 ) 


时 wo 
{2) Him 2 1) 


TT) a 
一 limf | 十 2( ex+[f 一 1!) 2{F 11 一 | ) | -二 “™ 
根据 $3.5 的 例 6 知 


lim ol 一 ins 一 了 
可 一 自 吕 _ 
总 十 1 
所 以 有 


二 
， 
lim (2¢ = 十 -1) = 
胃 一 内 


(C3) lim ntL+xe 
xx 二 t+ wx) 


=lim{ to * + Itxil 
"+ ~e Inrl+ Cx /1+ x1) 
: 
x+w li+w 一 1 |] 
根据 83 .5 的 例 5 知 
lim lt xc =1, lim w+ lt -1 
“re 2 lnari+(x+wTTxE1 
= 
下 lim 


“t+ EAI 
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lim x 1) -vlitx 
sx)+v ltx ts} 1 lt 


一 


lim te tl =1, 


号 一 日 


所 和 有 
; ln(tl + xe:) -1 
a otx+ty lt+x) 
(0 
其 中 
tim 和 二 4 =lim[« el | 
P| P| 革 一 于 
= lim a 
| 
= arlna; 
5 
a lm CE lm CC ) 
x KR mC 亲王 一 
1; oe" 1) 
置 呈 时 人 一 可 
Et-- 工 
= lima— -1 ims dx = 0) 1 
ls 
， lnx 一 tnz 
=tim "lnllt+< 仿 x= + 
忆 及 lm nt ? 
二 l 2 P| 
lim n(i+ ) 
+ 1 
=int = 
所 以 有 


一 1 


lim< =atr na w= etlna— 1), 


吾 下 站 上 一 
3 
(1 
《 5) lim =lim_ “<  ”. 
可 “ 血 加 吉 一 于 这 一 下 


lnz -tiling 

» ET xinx — alna 
a im lim 
六 一 上 症 wlnx 一 Aina 轩 一 于 一 


加 今 xlnx 一 alna=#, 当 xx->2 时 ， 30 根据 车.5 例 和 刚 
有 


Eaipg —1 ， gw 一 二 
im 一 一 -一 一- = lim =1， 
na wn — Alns va 和 


以 及 


Jim ”lnx -alna -1im xlnx — xlna+ xlna— slng 


古 - 必 避 一 下 一 时 一 村 


一 lim*™ (nx 一 ina) 
导 一 虽 岂可 


+ ing 


lim* 二 全 =defl1+lnz)。 


(6 ylime os Ce 一 Cos (xe 一 


灾 一 上 2 


— 2sin |* (3 | sin :< - 一 | 


其 一 心 Ph 


lim 2 n(xshx) ,sin(xchx)_ 


9 
茄 一 中 本 


sin(xshx) sintxchx) ‘chs | 


2lim| xshx xchx x 


1; sin(xshx) _ ， sin(xchx) _ 
a xshx 1; lim xChx 1 


其 中 
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limnshx*chx lm’ Llim tle 
一 下 ~ w+ dx 局 着 一 是 Dx 
1 el mi | 
-二 +im 
= C+1) 
=1, 
所 以 有 
1im cosCx2 Cos(xe ) -9 
站 一 必 x * 
习 题 
83.1 
1. 证 明 陡 数 
y=f(x) = 3%+1 
在 点 x= 2 连续 ， 
2. 利用 "se 一 9” 语言 证 明 下 刻 函 数 在 指定 和 的 区 间 上 (或 指定 的 点 ) 


是 连续 的 
C1) ftir) 二 9033 在 【一 oo + co0) 上 3 
(C2) 1 = 宇 (-co +00) 上 
(9 f= 一 
3， 处 判断 下 列 函 数 在 指定 点 的 连续 性 


(1) fx) = /1% 2] 在 x*=1I 


x— 1 1 
Dx3 十 2 十 区 
(2 ) {0 | nz 在 x = 0 
Os = 人 0, 
. _ 1 _ _ 
(3) Jr = ， 在 =1 及 %=2, 


4， 常 数 a 取 何 值 时 ， 趾 数 
fx) ~ [Lat x 
ta 一 x x 0 
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在 【- ce，+ec) 上 连续 ? 

5， 证明， 如 果 阔 数 f(x} 和 gx) 是 连续 的 ， 则 阔 数 () = max 
{f(x)，k (x)} 是 连续 的 

83 ,2 

5， 拱 出 下 列 函 数 的 向 断 点 及 其 类 别 。 如果 是 可 去 间断 点 ， 贴 从 该 
点 补充 是 数 定 义 或 改变 阔 数 值 ， 合 之 连续 . 


x -16 _ 184x _ 
《1 >》 firy rl! 2) fir) = 37 了 (0 11 
(3) fp) = xsain- 开 (4) f(0 = — 
* 1+e is-r 
(5 ) fx) =egn (sing)} (6) fc0 = 全 
x 
lx | 和 2 二 2 一 3， 车 
《7) fw) ={ x 0 {BY fry = tx 让 
ds 名 二 有 5 2 (一 1 we2, 
7. 研究 下 列 函 数 的 连续 性 ， 
C1 y=1lim eetaXl {2) y= Fim tse 
Ee] p= te 
§3.3 
8， 证 明 ， 加 时 阔 数 (0) 与 gw) 在 点 4， 述 续 ， 刚 F(x) (区 在 
点 “9 连续 ， 


9. 证 贿 , 如 杂 孜 数 1(*) 在 点 x1 连 续 ; 且 fx4) 之 0， 则 在 x, 的 基 赴 加 
域内 有 f(x) 之 0, 

10. 证 表 ， 如 昌 画 数 了 (x) 在 区 章 [4，+ soy 上 连 按 , 且 limf (x) 存 
在 极 照 ， 网 (x*) 在 C4, + so) 上 有 界 . 

11. 证 明 ， 如 果 画 数 ftzx) 在 所 区 间 [ab 上 路 了 有 限 沾 第 一 类 间 
断 点 处 处 连续 ， 刚 医 数 f(z) 在 [ab] 上 右 界 . 

13. 证 明 ， 方 程 x= eainy+p， 其 中 的 tm>0 DB>>0 至 少 有 一 十 正 
根 ， 且 不 起 过 a+b， 

i3， 证 明 ， 任 何 一 个 奇 次 多 项 式 至 少 存在 一 外 实 根 . 

14. 已 知 画 数 jtx) 在 C9; 1] 上 连续 ， 且 j{x) 半 0, 久 有} = 1(1) = 
0; 则 对 任意 一 个 实数 【0 过 1 之 必 存 在 实数 x,E C0 1 使 之 f(x) = 
jixe + DD), 
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§3.4 
15， 如 果 渗 数 户 (和 了 (x) 之 一 或 两 者 在 点 妈 处 不 连续 ， 那 么 它 
们 的 代数 和 在 点 x, 是 香 也 不 连续 ? 举 出 适当 的 例子 ， 
16， 讨 论 阔 数 
jw) = 11-*1 当 -3<x<0 时， 
[0x 时 ， 


的 连续 性 ， 
17。 讨论 函数 
for} =f rain 一 当 0< < 2 时 ， 


Ts 当 Zn 时 ， 

在 3=0 及 #=l 的 连续 性 ， 

18， 如 果 j(x) 是 连续 的 ,利用 复合 阔 数 的 连续 性 证 明 7 Cx) 与 Ce) 
也 是 连续 的 . 

§3.5 

19、 斌 究 函 数 J(x) = wsinx- 1 的 连续 福 ， 

20. 利用 区 数 的 连续 性 求 卡 列 函数 的 极限 ， 

(1) limCain latx + 1) — sin }lnx]; 


. 100+x? 
C2) (Ti 


《3》 lim_ tn(l+v r+) ， 
i iT 区 


J]ncosow 


(4) lim ]nco sbx 


- 1+*'2* 5 
lim 
(5) TT + ji 


一 人 
(6) lm 


CTY Jim pipBx tiv/r ) Ee 


里 二 所 


(8) lim( PE PD) ah b>0} 


让 一 C0 
区 一 4 
【中 im Hr Br 
CUY VimCl — x)log,.2, 
和 有 于 
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第 四 章 “导数 与 微分 


在 前 三 章 里 ， 我 们 研究 了 变量 与 变量 之 癌 的 依赖 关系 《 印 
函数 ) 和 变量 变化 的 趋势 “ 即 极限 ) ， 这 束 为 我 们 研究 数学 分 
析 主 要 内 容 慢 定 了 基础 。 实 践 表 明 ， 人 和 赋 究 变量 变化 的 快慢 《 即 
速度 》 也 是 不 可 缺少 的 ， 例 如 ， 各 种 运载 工具 的 运动 速度 的 大 
小 是 它们 工作 性 能 好 坏 的 重要 标志 之 一 ， 本 至 将 联 研 究 的 半数 
概念 就 是 变量 变化 欧 速 度 在 数学 上 的 一 种 抽象 。 另 外 ， 我 们 还 
要 研究 与 导数 概念 紧密 相关 的 微分 概念 ， 


3 4.1 问题 的 提出 


一 瞬时 速度 
人 和 们 在 日 常 工作 和 生活 中 ， 对 物体 “运动 速度 ”都 有 一 定 
的 了 解 ， 但 是 这 种 了 解 往往 仅 跟 于 常识 人 性 的 。 例如 ， 一 个 人 步 
行 8 小 时 共 行 雯 了 36 公 里 ， 他 的 时 速 为 4.5 公 里， 火车 运行 8 
小 时 共 行 怠 了 480 公 里 ， 它 的 时 速 为 蚂 公 虹 等 等 。 实际 上 这 些 
都 是 指 的 运动 物体 在 一 段 时 间 肉 的 平均 速度 。 然 而 ， 大 重 的 实 
际 问题 兰 明 ， 仅 仅 知 道 运 动物 体 的 平均 速度 是 不 够 的 ， 还 要 知 
道 运 动物 体 在 某 一 时 刻 的 性 时 速度 ， 
设 基 运 动物 体 的 运动 规律 是 
$=/()), 
当 于 间 从 # 变 到 ! 时 ， 在 LA = -这 段 时 间 肉 ， 物 体 适 动 的 路 程 
为 
A=) fh) 
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了 于是， 在 -= 上 一直 时 间 内 物体 的 平均 速 让 为 


DA 
A 


T= 
所 说 的 平均 速度 就 是 在 单位 时 间 夫 所 通过 的 路 程 ， 因 此 不 论 
把 人 i 取得 多 么 小 ， 只 要 是 个 定数 ， 那 么 总 是 平均 速度 
很 显然 , 要 使 平均 速度 越 来 战 接近 4 时 刻 的 “瞬时 速度 "， 以 至 
转化 为 在 时 刻 的 瞬时 速 府 ， 就 要 依靠 极限 这 个 工具 来 实现 ， 
如 时 在 Zi 时 间 内 的 平均 速度 的 极限 
Sf fF) 
lm -lim 
存在 ， 则 称 其 极限 为 运动 物体 (规律 了 =f() ) 在 时 刻 h 时 的 
瞬时 速度 ， 记 作 : {te), 
定义 朋 时 速度 的 过 程 也 就 给 出 了 计算 瞬时 速度 的 方法 ， 报 
如 ， 自 由 落体 的 运动 规律 起 
Sty = 


求 落 体 作 f= 如 《4,>0) 时 的 瞬时 速度 ， 


(4.1) 


由 于 
1 , 1,,, 
SS HE a 1 Ft 1 
at 有 
因此 
A§ 1 1 
A mae +h) gt 


这 就 是 自由 落体 在 上 时刻 时 的 辽 时 速度 。 


二 曲线 的 切线 斜率 
当 质 点 在 烧 出 线 运 动 时 ， 不 仅 站 速度 上 在 变化 。 并且 在 运 
吉方 而 上 岂 有 变化 (应 请 所 点 的 运动 方 间 钨 旺 睹 点 漂 册 煞 的 雪 
线 方 向 ) 。 因 此 ， 从 数 明 的 骨 度 看， 就 是 求 曲 线 虐 基 一 定点 的 


2 


切线 斜率 。 

设 曲 线 上 的 方程 为 

2=f (x), 

且 赣 (x， 3) 是 曲线 ! 上 的 一 点 ， 求 过 点 章 的 切线 斜率 ， 

在 曲线 /上 另 取 一 点 六 ， 设 它 的 横 掌 标 为 *， 那么 它 的 纵 坐 
标识 是 fx), 并 做 荐 线 久 N。 设 割 线 与 x 轴 的 次 角 为 wg。 于是， 
割 线 的 斜率 (如 图 4,1) 为 
2- Fx) — f(x) 


x 名 一 加 


tg = {4,.2) 


与 平均 速度 类 似 ， 不 论 4x 多 如 小 ， 只 要 它 是 个 定数 ， 
tgp = -全 总 是 过 点 基 曲线 7 的 制 线 WN 的 斜率 。 不 难看 至， 


当 动 点 于 沿 上 曲线/ 无 限 地 趋 近 于 点 订 时 ， 即 当 x->x% 时 ， 割 线 
划 NN 的 极限 位 置 就 是 曲线 /过 点 村 的 切线 了 。 于 是 蔓 线 射 率 的 
极限 就 是 切线 了 移 斜 率 ， 
当 x 一 % 时 ， 即 4Ax-~>0。 如 果 (4.2) 式 的 极限 健在 ， 设 
4= im 人 2 = lim FO 
则 称 上 为 自 线 ! 在 点 型 的 切 钱 斜 率 。 
如 果 (,2) 式 的 极限 不 确定 ， 称 曲线 / 寿 点 x, 不 存在 切线 . 
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3 4.2 导数 的 定义 


于 述 二 例 ， 虽 然 分 属于 不 阿 的 学 科 ， 一 个 是 力学 问题 ， 允 
一 个 是 几何 问题 ， 但 是 从 数 世 关系 来 说 ， 它 们 却 有 同样 的 数学 
形式 -一 - 函数 改变 车 与 自 变 量 改变 量 之 比 的 概 限 ， 
定 愉 ” 设 丽 数 7 =/x) 在 点 x, 的 某 个 邻 域内 有 定义 ， 在 
混 施 域内 作 取 一 点 xx 天 x)， 存 自 变 莉 的 改变 最 d4x =w -党 与 
尔 数 的 改变 明 y=f(x) 一 /xo)，, 如 果 极 限 
lim 2 = linm 7 


存在 ， 则 称 函 数 7 =/(x) 在 点 % 可 导 ， 其 极限 叫做 请 数 y = 7) 
在 点 xs 的 鼻 数 (或 徽 商 ) ， 记 作 六 (xD 或 空 4 ，- 肥 | , 即 


dx 卉 三 符 


六 (xn) = lim 人 2 = im Oe. (4.3) 

定义 ”如 果 落 数 A(x) 在 开 区 间 (s, 介 内 答 一 点 都 部 导 ， 删 
称 函 数 (x) 在 开 区 间 (a, 旭 ) 内 可 导 . 

最 然 ， 如 果 范 数 Ax) 在 开 区 间 (4, 引 内 可 导 , 则 导数 (x) 
是 开 区 间 (c, 信 内 的 涛 数 ， 常 将 y= (wx) 称 为 次 数 y=/(x) 在 
开 区 闻 (z， 咏 内 的 与 函 数 ， 

从 导 函 数 的 角度 看 ， 符 导 fx) 仅仅 表示 导 阔 数 广 (x) 在 
x =% 时 的 值 ， 

由 导数 的 定义 ， 不 难 把 8&4.1 中 所 讨论 的 力学 和 几何 间 题 分 
别 叙 述 如 下 ， 

瞬时 速度 % 忆 是 运动 物 笨 所 经 过 的 路 程 函 数 》 = 广 四 关于 侍 
间 ! 的 导数 ， 即 2 的 = 三 (9 

曲线 ? = 了 (x) 在 点 (x、 加 的 切线 斜率 tg9 是 曲线 = >) 
在 点 《txw， 罗 关于 模 坐 标 x 的 导数 ， 即 tg98=f'(x)， 换 名 话说 ， 
图 数 =f(x) 在 点 x 的 导数 的 几何 意义 是 山 线 上 过 点 〈《*， 力 的 

2 


切线 斜率 ， 

前 数 的 导数 是 一 个 局 部 性 的 概念 。 在 本质 上 ， 广 (xs 揭示 
了 函数 f(x) 在 点 x， 相对 于 自 变量 x 的 变化 率 。 在 数值 上 ， 
了 fx 的 大 小 反映 了 臣 数 六 x) 在 点 x, 附 近 变 化 的 快慢 ， 在 符号 
上 ， 户 (x 六 的 正 负 反映 了 范 数 .六 xy 在 点 xx, 附近 变化 的 增 减 性 ， 
对 导数 有 了 这 样 的 认识 ， 有 助 于 把 它 作 为 微分 学 中 的 重要 工 
具 ， 扩 证 地 应 用 到 各 种 实际 问题 中 去 。 例 如 ， 电 流 强 弃 、 电 场 
强度 ， 密 度 、 物 体 的 比 热 、 化 学 反应 速度 和 有 和 枯 体 的 生长 可 
度 等 等 ， 在 数学 上 都 可 以 归结 为 函数 的 导数 问 晤 ， 

三 数 的 叮 导 与 连续 有 如 下 关系 ， 

定理 4.1 如 果 函 数 x) 在 点 x, 可 导 ， 则 函数 fx》 在 点 
x, 连 续 ， 

证 明 ”因为 酒 数 (x) 在 点 x% 可 导 ， 从 而 等 式 


et —f Oe) | 
im 用 -im Ax fe 
存 立 ， 所 以 


imCf ew + 4x) -fe0I = lim 2 limn -Rx 
和 FE md 


= (x) :0=0, 
或 lim fx t Ax) = f(x0), 
即 函 数 f(x) 在 点 % 连 绪 ， 0 
宋 理 4.1 表 明 ， 可 导 必 连续 ， 然 和 看， 这 个 定理 的 道 定理 却 

不 成 立 。 例 如 ， 画 数 
jx， 当 x 六 0 时 ， 

f(x)= 14 = (1- >x, 当 x<0 时 ， 
在 其 定义 域 (--o0, + eo) 上 是 处 处 连续 的 ， 但 是 它 在 点 wx =0 却 
不 存在 导数 ， (如 图 4.2ta)) ， 事 实 上 ， 直 于 

im LC -fA0) - lim ~ 一 王 ， 


Em 一 dba 
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1 oo ic 
所 "下 一 下 一 0 ml bo 


这 表明 负数 二 = 人 0 的 左 、 右 极限 存在 但 不 相等 ， 所 以 当 


x* 一 0 时 ， 极 四 不 存在 ， 故 函数 f(x) 在 点 x = 0 处 不 存在 导数 . 
在 此 例 中 我 们 叉 发 现 ， 范 数 六 x) = lx| 的 导数 为 
| 1， 当 x 让 时， 
f(*) = [|_1， 当 x 之 0 时 ， 
如 图 4.2(b) 示 ,这 表明 导 函 数 人 x) 的 定义 城 较 原来 的 函数 (x) 
的 定义 域 缩 小 了 ， 即 从 (oc0, + eo) 里 除去 x = 0 的 点 ， 


§ 4.3 求 导数 举例 


在 上 一 节 里 ， 我 们 不 仪 给 出 育 数 了 =f(x) 在 一 点 x 的 学 数 
定义 ， 同 时 也 给 出 了 求 函 数 导 数 的 方法 ， 即 

(1)》 在 点 x 处 统 出 改变 量 <x, 并 计算 在 点 x + x 的 函数 
倩 ，7y + A =x + cwi 

(2) 从 x+<x) 中 减 去 f(x), 得 函数 的 改变 量 y= 
flx+ Ax) -f(xy 

(3) 将 请 数 的 改变 量 A 除 以 自 变 量 的 改变 量 Ix， 得 
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一 


dx 
(4) 求 极限 lim- 沁 ， 如 果 这 个 极限 在 在 ， 则 其 极限 就 


是 所 求 的 导数 。 
下 面 ， 按 其 上 述 步 骤 求 多 个 基本 初等 函数 的 导数 ， 
例 1 求 函 数 = 。 (是 常数 ) 的 导数 ， 
解 ” 因 为 函数 是 常数 ， 所 以 不 论 Ix 如 何 选取 ，Ay= ~ 


=0， 于 是 当 Ax 关 0 时 ， 了 2 = 0, 从 而 


lim 27 - 0， 

下 二 E 
故 有 

了 = 


例 1 表明 ， 常 数 的 导数 等 于 零 ， 
例 2 求 释 沙 数 y= x"”( 其 中 * 是 正 整 数 ) 的 导数 ， 
解 《 1) 在 点 x 处 对 自 变 量 给 出 政 蛮 量 且 x， 在 点 x + x 的 
图 数值 为 
十 < 一 (二 cx 


eA) Ft CA 


重 


t2) y= i 


Ca 一 了 
2! 


oem) 十 i 十 《27 
(3) 当 Ax 志 0 时 ， 有 


Ya A 
Ft | X fx + (Iw)! 


(4) 求 极限 Hm- 入 2， 册 于 上 式 右 油 除了 第 一 项 外 锤 一 项 


部 含有 因子 Ar ， 因 此 ， 当 Lx 一 0 时 ， 这 些 项 都 趋向 于 零 ， 
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从 而 有 


.Ay nl 
lim -= 


Es 


名 (x")' = x, 


例 35 求 了 =wxw (x20) 的 导数 ， 
解 C1) 7+<= ww+zx (要求 x+2x 了 PN 们 |) 


-一 jx 

《之 》 yw ”Jt 
fy 1 

(3) x xt drtv 

(4) lim <2 = fim 1 __ 1 


dr A re tAxtv x x 


在 第 四 步 取 极 限 的 过 程 中 ， 应 用 了 函数 vx 的 连续 性 。 从 而 有 
{x)= 


1 
Bx" 
例 4 求 y=sinx 的 导数 ， 
解 (C1) y+ Ay= sin(tx Ti 


(2) Ay=sintx + x) — Sinx = 2cos{( 如 十 和 )sin-2 ; 


+ 如 
Ty fx Sn Ts 
《3) = acos( 区 十 条 ) 一 二 


(4) 根据 活 数 cosx 的 连续 性 ， 有 


lim cos( x + 华 )- Cosx， 
本 2 
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以 及 lim Fx = | 
2 
内 而 有 
sin- < 
= Ay |i x I 2 二 
lim -六 = lim cos( x + ) Fx COSX, 
2 

县 (sainx)’ = COsx, 


同样 可 得 {cosx)'= -sinx, 
例 5 求 对 数 函 数 ?= logox (ez 人 0 天 1 x 六 人 0 的 导数 ， 
解 1) y+Ay=10og(x + Ax) (要 求 x + /x 守 人 0)， 


(2) Ay= log(x+ x) -logx = log, (1 十 < 


《3) 人 = -log, (1 + 4) 
人 ) 
-人 


(4) 由 对 数 函 数 的 连续 性 ， 以 及 对 数 的 换 底 公 式 ， 有 


lim -< Lim log(1+ A 


本 x 人 


E 
_1 __1 
x log. = xlna” 
以 答 有 
1 
1 二 -一 


特别 地 ， 如 果 对 数 的 底 “ 等 于 数 *， 则 有 
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(nxy}! = 1 
x 


$4.4 求 导 法 则 


在 上 一 节 了 对， 应 用 寻 数 定义 求 出 了 交 个 基本 初等 画 数 的 双 
数 ， 应 用 导数 定义 求 函 数 的 导数 是 最 基本 的 方法 ， 但 是 求 复 条 
铺 数 的 叶 数 就 要 进行 大 痢 繁 琐 的 计算 。 人 们 提 据 初等 函数 的 板 
造 ， 总 结 一 整套 简便 易 行 的 求 导 法 则 ， 


一 导数 的 四 则 运算 

定理 4.2 如果 应 数 #(x)，v(x) 在 点 x 可 导 ， 刚 丽 数 y= 

色 士 4 包 在 点 x 也 可 导 ， 且 存 
= 

证 明 在 点 x 给 自 变 量 的 改变 量 Jx, 函数 x，v，3 依 次 得 到 

改变 量 AAn，As，AAy， 且 有 
十 < = 《+ 十 人 十 Lo， 

由 此 可 得 


-At A. 


因为 函数 #(x)，z(x) 在 点 x 可 性 ， 岂 以 有 


lim 7 -1im 2 +lim Le =g' 土 w! 
J Lv 二 一齐 < | 咱 “ 


即 函 数 y=# 圭 wy 在 点 x 可 导 ， 且 有 
= 二 二 vy 口 
定理 4.3 表 明 ， 代 数 和 的 导数 等 于 导数 的 代数 和 . 


用 数学 归纳 法 不 难 把 定理 推广 到 有 限 个 函数 代数 和 的 情 
形 ， 


Q@ 为 了 书写 篇 便 ， 澡 把 函数 few 写成 tt 
340， 


《如 士 呈 十 ， 士 本 一 认 士 胡 士 间 十 类， 
定理 4.5 如 果 函 数 s(x)，z?(Cx)》 在 点 x 可 导 ， 则 丙 数 ?= 
w 在 点 x 也 可 导 ， 且 有 
二 
证 明 在 点 x 给 自 变 量 的 改变 量 Ix， 捕 数 x, ”依次 取得 
改变 量 x，zIv，AIyY， 有 
十 < RT) + fv), 
y= {Rt RY C+ NY) WO = eR Rt Ns 
以 及 


因为 肖 数 # 在 点 x 可 导 ， 由 定理 4.1 知 ， 画 数 * 在 点 x 就 连续 ， 即 
当 <x 一 0 时 ，<s->0; 男 外 ， 当 二 x 一 0 时 ， 这 里 的 x 和 s 都 是 常 
数 ， 于 是 有 


， ed 。 Aix .ip ， < 
lim -< -=1 lim- w+!l 
lim Se lim Set ilimk La 


二 十 十 


= #9 二 
妈 函 数 y=#s 可 导 ， 且 
Y= 二 口 


如 果 ?= 9m， 并 且 #，z，y 在 点 x 都 可 导 ， 则 
= + 十 部 
不 难 用 数学 归纳 法 把 这 个 运算 法 则 推广 到 有 限 个 函数 相 芭 的 情 
形 (#2)， 
(二 

推论 ”如 果 画 数 &(x) 在 点 * 可 导 ， 则 7 = cx(x)(e 是 常数 ) 
在 点 x 也 可 时 ,并且 .= ew'(x)， 

推论 的 证 明 是 容易 的 ， 上 内 须 注 意 常数 的 导数 等 于 零 和 定理 
4.3 就 有 町 以 了 ， 

扒 论 表明 ， 常 数 因 于 可 以 挪 到 导数 入 各 外面 来 . 
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定理 4.4 如 果 x(x)，z(x) 在 点 x 可 导 ， 且 zx) 关 0 ， 则 
?= 二 在 点 x 可 导 ， 且 有 


1 
J 一 让 电 
证 骨 由 于 
_ 

I+ = + ev 
HIE A A 
vtey vp yp+ py) 

Tx -Ip 


yy dx A 
因此 家 了 xy 
因为 ys yt 是 x 的 咀 数 ， 所 以 当 <x 一 0 时 ， 大 应 当 和 看 作 常 数 ; 
由 于 * 的 连续 性 ， 当 <x-*0 时 ， 就 有 2 一 0， 于 大 ， 


er -fy 

ki ， 
， -了 。 -x # 一 纺 友 
lim = 1im Hx Ax_ 二 一 
tf) p 


即 y= 地 在 点 x 可 导 ， 且 有 
;人 
= 


例 1 求 叫 项 式 7 = ex +axe + 二 gi 二 ds 的 导数 ， 
解 ” 由 定理 4.2、 定 理 4.3 的 推论 和 和 军 函 数 的 求 导 公式 ， 就 


司 


有 
= aT 
= (Caw) (a) ta + 
= Hx a + A 
例 2 求 沂 数 了 = wx sinx 的 导数 . 
解 ”根据 苑 数 乘积 的 求 导 法 则 ， 殉 得 
FE 


和 = Dn Fx Csinw)’ 


一 1 inw COSY, 


2 x 
例 5 求 正切 前 数 y=tgx 的 导数 
解 ”根据 商 的 求 导 法 则 ， 存 


= (tgx)! = (Se ) - 《Sinx) cosx ~ (COsx) SinX 


COSx Co8S % 
+ 
_ Cosx 1+ Sn -上 ec x。 
COS x COSx 
问 样 可 求 
) 1 : 
(CIEX) = 一 一 -一 二 一 CSCx。 
Sin'x 


二 反 函 数 的 求 导 法 出 

为 了 求 指数 钞 数 和 反 三 角 函 数 的 导数 ， 这 里 首先 研究 反 函 
数 的 求 导 法 则 ， 

定理 4.5 如 朵 着 数 =8( 妨 满足 条 件 ， 

(1) 在 某 一 区 问 内 严格 单调 ， 昌 连续 ; 

(2 ) 在 区 间 内 某 一 点 7 请 数 存在 导数 gp' (9), 日 py) 计 0， 
则 函数 x = Pp() 的 反 消 数 =ftx) 在 点 x{x =g(y)》 可 导 ， 
且 有 


"(= Fy: 


定理 4.5 表明 : 反 函 数 的 导数 等 于 原来 血 数 的 导数 的 倒数 ， 
证 明 由 条 件 《1) 知 ， 在 对 应 的 区 间 内 函数 x = gty) 存 
在 反 国 数 y=f(x)， 而 且 它 也 是 严格 单调 的 和 连续 的 。 给 x 一 
个 改变 量 <x， 且 <x 关 0, 出 于 及 x) 的 严格 单调 性 ， 就 有 
y=f x +t AAx) -fx) A0. 
冯 外 ， 又 根据 f/x) 的 连续 性 ， 当 -xx 一 0 时 ， 有 < 一 0， 
现在 对 等 式 
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zy _ 1 2 _ 
= “2 CT = 0, yA 


Ax | — 
.了 
两 边 取 械 限 ， 改 拇 
， jy 1 i 1 
bm yy pk gy 
Iy " 
这 不 仅 证 则 了 上 反 函 数 ?= 六 在 点 x 可 导 ， 而 且 给 出 了 
pr ll 
0) gC.7) [ 
有 时 为 了 明确 指出 对 那个 变量 的 导数 ， 关 用 下 慰 标 啊 ， 即 
'. 1 
2, x 


例 4 冰 指 数 函 数 y=a” (a>0，4 关 1) 的 导数 . 

解 央 为 指数 函数 了 = 4 是 对 数 图 数 x -10og,) 的 反 函 数 ， 
哨 数 x = log,y 在 区 间 0<.y< + co 内 严格 单调 ， 连 续 和 可 导 ， 
根据 定理 4.5 知 ， 国 数 y= a* 可 学 ， 旧 有 


1 i 
人 = ey 二 了 = ylnsg = lna, 
ylna 
因此 《dx = drlna, 


特别 地 ， 当 z =* 上 时， 有 《ec = er 
例 5 求 反 正弦 函数 y=arc sinx 的 导数 ， 


解 ” 因 为 汪 数 x = siny 在 区 间 ( - 卫 ， 了 3 ) 内 严格 单调 、 连 
续 和 可 导 ， 而 且 有 "= cosy>0， 所 以 根据 定理 4.5 知 反 重 数 
了 = arc SInx 在 对 应 区 间 〈- 1，1》 内 可 导 ， 且 有 

，_ 1 1 1 1 


因此 


1 


Aart SINX) = 一 一 一 一。 
《 ) 人 
同样 可 得 
， 1 
( *) ww 一 和 


例 6 求 反正 切 琴 数 y=arc tgx 的 导数 ， 
解 ”因为 正切 函数 x = { 了 在 区 则 ( -与 ， 
调 、 连 续 和 可 时， 日 有 >*' = secYy 交 0 根据 定理 4.5 知 ， 其 反 困 
煞 y=arctgx 在 对 应 的 区 闻 ( 一 0o20, + 00) 内 可 导 ， 且 有 


于 ) 内 严格 单 


+ 
J SEC 1+tg’y 1l+w:’ 
内 此 
(arctgx)’ = 四 
lx 
间 样 可 得 ， 
1 
Cryx》 = 一 
《站 PC CT 人 和 Te 


三 ”复合 函 涩 的 求 时 法 凡 

在 第 一 音 里 兽 指 出 ， 初 等 负数 部 是 由 一 些 基本 初 导 极 数 经 

过 夯 限 次 的 四 期 运算 各 有 限 次 复合 运算 而 成 ， 关 于 四 则 运算 的 
求 导数 法 则 .上面 已 经 霸 立 ， 这 里 绽 出 复合 机 数 的 求 性 法则， 

定理 4.6 如 果 当 数 = g(x) 在 共 一 点 x 存在 导数 wrtx)， 

症 数 y= 了 (在 共 对 应 点 # 岂 存在 导数 f(x)， 则 复合 画 数 ?= 


eg 在 总 xx 但 讶 时 ， 用 有 
人 并 


或 Yr 一 由 

本 定理 可 以 氢 述 为 :复合 通 数 的 导数 等 于 已 馈 甬 数 对 中 间 

变 生 的 守 数 旨 愉 中间 党 蔓 对 月 变量 的 导数 。 通 营 称 之 为 链 式 法 
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诸 ， 

证 明 “根据 已 知 条 件 ， 当 对 语 变 景 * 给 出 改变 量 .Tx 时 ， 对 
庇 的 中 间 变 景 z 和 时 数 y 也 和 政变 绑 -w 和 Jy， 因为 汞 数 y= 
2 在 点 2 可 导 ， 改 有 


lim < =f'0), 
一 省 。 
如 果 令 
a = "fn), (4,.4) 
四 


其 中 4x 天 0， 有 中 当 <78 一 0 时 ，c-~0， 
然而 ， 这 里 的 Lu = glx+ Ax) -w(x) 完全 有 这 种 可 能 ， 
x 天 0， 而 LI# = 人 为 此 把 (4 . 4》 式 改写 如 下 
y= (+ oy, (4.5) 
为 了 使 当 A#4 = 0 时 ,a 有 定义 ， 义 不 失去 它 是 无 穷 小 量 的 性 质 ， 
现 规 定 如 下 
GAA#= 0H a= 0. 
这 样 不 论 Ax = 0 或 <x 关 0，(4.5) 都 成 立 ， 
将 《4 .5》 式 的 两 端 间 除 xx， 得 


-LAY r er -x 
Fe dD to 


当 Jx>0 时 ， 有 -< -gr(x) Lu-r*0 和 a-*0。 故 得 


A ) 
lim = (4) wp' tx), 


即 复合 落 数 =. 产 op(x) 在 点 x 可 导 ， 且 有 
=f tox) = ex gp (x), | 
例 7 求 函 数 7 = sinx* 的 导数 ， 
解 ” 求 函 数 y= sinx: 的 导数 ， 如 果 用 导数 定义 计算 ， 册 
很 柠 而 ， 但 是 困 链 式 法 则 计算 却 十 分 简便 。 把 y=sinx: 看 成 
2 = Sing 和 # = 的 复合 ， 则 得 
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y= Va COSE "2X = DxCOS% 
例 # 求 函 数 y=vw 1lt+*w 的 导数 ， 


解 把 y=wV1+xi 逢 成 7= wx 和 #=1+x: 的 复合 ， 
由 链 式 法 则 有 


了 . 
1 2 1 _ ~ 
一 和 + + 二 一 
3) TT Tr 
例 3 


求 客 函数 ;= x* (a 为 实数 ，x 之 0)@ 的 导数 . 
解 ” 将 塞 函 数 变 成 指数 函数 的 形式 


9 二 w= (elarya 一 105 


这 时 把 函数 y= 4 ”看 成 由 7=e =anx 复 合 而 成 。 由 
链 式 法 则 有 


= 7 

-- ese {olny 一 point 全 = i a = Cx !, 
3 
因此 得 到 舌 清 数 的 导数 公式 


Cx = wx 《aa 为 实数 ，x 人 0) ， 


《4 .6) 
应 用 公式 〈4,.6) ， 易 求 下 列 画 数 的 导数 : 


(5 b's 二 = 


(二 一 (x 2 一 一 He tl 一 一 # 
x"™ x 


例 10 求 ?-1lnlxl (天 0) -的 导数 ， 


OD 为 实数 ， 限 定 >0， 期 对 不 同 的 a，z>0 基 全 公式 二 .多 记 立 的 公关 区 


起。 实际 上 对 于 基 些 a， 收 得 公式 4- 介 成 立 的 f 的 变化 功力 可 以 扩 炎 ， 详 见 本 章 的 
学 当 指导， : 
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解 ”， 当 x 记 0 时 ， y=lnx， = 二 ， 当 x 之 0 时 ， 令 f= 一 x 


那么 y= ln lx| 可 以 看 成 ?=lnf 和 1= -x 的 复合 。 由 链 式 法 
则 得 
JJ = 
:yl i 
= (一 = 了 1»= x 
总 之 有 


Cn lx| )’ = (x0)， 


例 11 求 双 曲 函数 的 导数 ， 


解 ~ 三 shx, 2 一 (一 一) 到 .| + 一 = chx; 
= chx, =) = = shx， 
J=thx, y= pi 《用 商 的 求 导 法 则 》， 


y= cthxy = (同上 ) . 


$3 4.5 初等 函数 的 导数 


到 此 为 止 ， 我 们 已经 讨论 了 苦 函数 ， 指 数 函 数 ， 对 数 画 
数 、 三 角 消 数 和 上 反 三 角 函 数 等 五 种 基本 初等 画 数 的 导数 ， 为 了 
便于 查阅 和 记忆 ， 现 列 宪 如 下 ， 

1 (ce) =0 (是 常数 ) ， 


2 (xz -ax 及 (二 ) = ~ )' 


3 (ga =alna, RB (er)! = #5 
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4 logsx)'= ji 及 (lnx)'= 一 


6 (sinx)’'= coOsxs 


6 (coOsx)! = — Sillxs 


7 (tgx)'= 一 = SCC 


心 8 
:= -_ 了 三 一 CSCix 
8 (ctgx) SI 
， 1 
9 tarc nx) = rs 
1 
10 (arc cosx)'= — Tr 
1 
li (arc tgx)' = Tr 
1 
12 {arc ctgx)' = -Tr 
13 {shx)'= chx; 
14 (chx)'= shx; 
15 (thx)’ = as ， 
6 ethxy'= pr 


. Pix . 
关于 有 理 画 数 = -六 :xy 的 导数 ， 用 商 的 导数 法 则 可 得 


， (xx 一 CCx)PCx) 
“一 [OI 
因为 P(x 和 Q'(x} 都 是 包 项 式 ， “到 有 王 且 于 的 号 数 仍然 是 有 
理 盘 数 ， 
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综 上 所 述 ， 有 理 函 数 与 基本 初等 务 数 在 其 定义 域 上 癌 可 
导 ， 其 导 函 数 仍 是 初等 函数 . 

我 们 不 止 一 次 地 指出 ， 初 等 函数 是 以 常数 和 基本 初等 函数 
经 过 有 限 次 四 则 运算 和 有 限 次 的 复合 运算 而 构成 。 不 难看 到 ， 
根据 导数 表 与 其 求 导 法 则 ， 任 何 一 个 初等 函数 都 可 导 ， 其 导 函 
数 仍然 是 初等 函数 。 

四 则 运算 的 求 导 法 则 容易 掌握 ， 而 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 
即 链 式 法 则 比较 难以 掌握 。 而 我 们 所 遇 到 的 甸 数 多 数 又 是 复合 
函数 。 因 此 妆 练 掌握 链 式 法 则 是 十 分 重要 的 . 

例 1 求 函 数 = lncosaretg(shx) 的 导数 . 

解 ”第 一 步 将 这 个 复合 函数 “分 解 ”成 基本 初等 函 救 ， 


了 = nz 
# = CS 
y=arc tgw 
v= Shx, 
第 二 步 应 用 链 式 法 则 ， 
FI 
= gino) 1 "Chx, 
内 i+ 


第 三 步 代 回 了 原来 的 变量 ， 并 进行 整理 ， 


。 1 曙 一 所 1 
7 eosarctethey™ C—sinarctg (shx)) 


1 
1 + She chx 


= — tpgarctg (shx).. a 


对 初学 者 来 说 ， 按 照 上 述 步骤 求 函 数 的 导数 是 完全 必要 
的 。 因 为 这 样 复合 层次 分 明 ， 所 以 不 臻 于 产生 遗漏 与 重复 的 
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错误 .但 是 ， 当 我 们 掌握 了 链 式 法 则 之 后 ， 总 是 按照 上 述 步 又 
求 函 数 的 导数 仍然 有 些 繁 天 ， 通 常 在 求 函 数 的 导数 过 程 中 ， 只 
要 按 眼 复合 函数 的 层次 这 次 地 应 用 链 式 和 法则， 就 能 迅速 准确 地 
求 出 复合 函数 的 导数 ， 
例 2 求 洲 数 y=siniesriinz 的 导数 
解 ” 如 果 把 sin werrerin* 看 成 变 直 ， 利 用 守 函 数 的 求 导 数 
公式 ， 得 
= Sin ev ein (sinv ei yr 
再 把 "io 看 成 变量 ， 就 可 以 用 正弦 的 求 当 数 公式 ， 得 
= Sini /pearsinr, Cosw/Aeatcsiay。 (eresinr ) 1 


如 果 把 ei"* 看 成 变量 ， 利 用 短 鲨 数 求 导数 公式 ， 得 


1 
re 


Y ‘= 3 eacesiinx 。 从 号 和 ns 


" 《ea 
这 时 把 arc sinx 看 成 变量 ， 就 可 以 用 指数 函数 求 导数 公式 , 得 


有 一 B381N i eenns 人 DSS 时 l 


Da ites "eM 
* (arcsinx)', 
由 于 atcsiax 有 导数 公式 ， 最 后 得 
7 = 3S1 包 Vi eos ern, i 
i 
1—wx! 


以 上 是 按 复合 函数 的 展 次 逐步 写 出 的 、 实际 上 求 导 数 者 是 
一 饮 完 成 的 ， 即 


人 一 B91n /parcainx (SiN earssinsy 1 
= BS1D earciinaz cogs arcainxr 。 rr : 
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一 -一 一 一 一 一 1 
2 于 ECA ICD 
= Sn we COsv’# 2 


加 {eesioxy! 


十 4 IcainT , a - 
“3sin Wh cosve DA pcins 


En 本 {atc sinxw)’ 


一 rhode 1 
mt TEN 时 
= 351n wt COSW# nr 
“pHinxe 1 _ 
1 一 % 


当 我 们 熟 记 导数 公式 表 ， 又 举 握 求 导 法 则 特别 是 链 式 法 则 
后 ,就 可 以 求 任意 的 初等 函数 的 导数 ， 


例 3 求 函 数 ?= ons 的 导数 ， 


1 = winz- 。 久 | 1.. 工 .(- 司 
解 = ein 2sin 二 cos 一 i) 


和 
时 了 2 


1 ， 
= 一 一 :上 “819 -一 。 
Ly 区 


机 4 求 函 数 y=arctg(ltg xy) 


解 刀 = 一 上 .2tgx 于 


1+tg'x COS 


1 .2sinx'cosx 
1+tg'x CQOSSY COSY% 
_ SIn2x” 
31n x + COs'x” 
例 5 求 麦 指 衣 数 
=x 
的 导数 ， 其 中 函数 (x) 和 g(x) 均 可 导 ， 
解 ” 根 据 对 数 异 等 式 ， 把 所 给 的 函数 改 号 成 ， 
Y= 51of ce， 
由 复合 函数 的 链 式 法 则 得 
= evilaftr), Cetx) "lnf C(x)! 
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= pF'*lin re Cx)lnf tx) + E(x) yf (x) | 


re 


=f (x) B (Cx) lof (x) + B(x): FY |. 


在 求 竹 指 函 数 的 导数 时 不 要 去 记忆 这 个 复杂 而 又 难以 记 亿 的 公 
式 ， 只 要 掌握 这 种 方法 就 可 以 了 。 
例如 ， 求 7?= wo 的 导数 ， 


一 {wins)! 二 【esinz int 了 1 


3in 
= erin*lns [eosx. "nx 十 ns | 
名 


Si 
= "es| cosx. inx + ax |. 


8 4.6 函数 不 存在 导数 举例 


定理 4.1 指 出 ， 可 导 必 连续 。 而 它 的 邀 否 命题 ( 即 它 的 等 
价 命题 )》 是 ， 殉 数 f(x) 在 点 x 不 连续 ， 那 么 它 在 这 一 点 一 
定 丰 可 时 。 可 见 连 续 是 可 导 的 前 提 条 件 ， 

由 导数 的 定义 知 ， (4.3》 存 在 双边 的 极限 ， 换 甸 话说 ， 
当 人 x-r0+0 与 Jx-x0 -0 时 ， 极限 (4.3) 帮 存 在 而 且 相 等 ， 
这 时 函数 (x) 在 点 x。 存 在 导数 。 旭 果 极 限 

lim -2 lim Lt Sx) fx) 

本 一 上 一 昌 ~ 二 x 
存在 ， 则 称 该 极限 为 函数 fx) 在 点 x， 的 左 导 数 ， 记 作 fx) 人 
如 果 极 限 

J lin 
存在 ， 旭 称 该 极限 为 泪 数 f(x) 宇 点 x%。 的 右 导 数 ， 记 作 A C(x), 
因此 ， 由 芒 数 在 一 点 存在 极限 的 充 要 条 件 就 得 出 ， 函数 f(t) 
在 点 可 导 的 充 惨 条 件 ， J-(%,) 和 天 (zh 存在 县 相 
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等 。 在 $4.2 中 ， 给 出 了 一 数 y = |x] 是 连续 的 ， 但 是 在 x = 0 不 

ey 因为 函数 y= |x| 在 x =0 的 左 导数 与 右 导 数 存 在 ， 但 不 

相等 ， 即 产 人 的 = 一 1 与 记 (0) =1， 所 以 函数 ?= |x| 在 x=0 

个 可 写 . | 
如 果 函 数 (x) 在 区 间 (x， 候 内 可 导 ， 且 有 


lim -Ca+<x) pia) 和 


十 ix 


。 + cy 一 站 ， 
im, A+ AD -pp), 
则 称 f(XY) 在 C4q， 杂 上 可 导 ， 
一 个 连续 函数 f(x)， 如 暴 它 在 点 x, 处 在 在 左 导 数 (x) 
和 右 导 数 六 (Cx)， 但 是 六 (xe) y 
天 Af-_-{xo) ， 则 称 点 x,。 为 画 数 
了 =f(x) 的 角 点 。 函 孝 在 角 点 处 
不 可 导 。 全 如， 函数 
x 当 x 所 0 时 ， 
f(x) = 。 ; 当 X 守 人 0 时， 
虽然 在 x =0 处 消 数 连 续 ， 但 是 
上 x=0 是 阔 数 的 角 点 (如 图 


4.3) 。 事实 上 ， 图 4.3 
SE = A Ax<0, 
FOO+ Ax) -Fo 
x 4 
Sl, Ax>0, 


而 lim OA -0 - lim Ax=0, 


| EF ml ed 


Lim H+ 4) —f/(0) _ =1, 
即 函 数 在 x = 0 处 左 、 者 导数 部 奏 在 ， 但 不 相等 ， 故 点 x=0 是 
虎 数 的 角 点 ， 函 数 在 x =0 处 不 训导 。 
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对 一 个 连续 画 数 x) 而 言 ， 当 <1x~r0 时 ， 如 果 - 人 2 - _ 
人 + xD) -有 x 外 向 无 穷 大 ， 则 称 甫 数 F(x) 在 点 x 存在 无 


穷 导数 ， 或 说 导数 为 无 穷 大 ， 根 据 导 数 的 定义 ， 这 种 悄 膏 也 十 
不 可 导 。 在 无 窃 导 数 中 ， 如 果 在 某 一 点 x, 两 个 单 侧 导数 符 叶 祖 
异 ， 则 称 点 x 为 函数 f(x) 的 尖 点 (如 图 4.4) ， 
例如 ， 函 数 4 
fw) = x¥ 
x = 人 是 它 的 尖 点 。 事实 上 ， 
H+ A -fF(0) 


[| 
_ 人 XT 1 
A i$ 
4 Ax¥ 
县 有 
li -一 了 三 — Oo, 
Axl if 
lm . 工 =- + oo， 
LN 二 和 可 


上 x =0 是 尖 点 ， 请 数 在 尖 

点 x*= 浊 不 可 导 ( 如 图 4.5)， 
除 此 之 外 ， 还 会 遇见 这 图 4.5 

样 的 男 数 ， 它 在 某 点 虽然 连续 ， 但 是 评 数 在 该 点 连 左 、 右 导数 

都 水 存在 《 指 摆 动 不 定 ) ， 当 然 是 不 可 导 。 


例如 ， 函 数 
x sint, 0 
2=f(x) ™ 
4 XX 三 自 ， 
[A = 0 + Ax) 一 FOOD = = | Ax ‘sin -J— sx|, 
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当 Ax-r0 时 ， 有 好 y->0， 履 国 数 (Xx) 在 点 x = 0 连续 ， 然 而 ， 


由 于 有 
4 FO+ A -Fo 
< Tx 


. 1 
SxSin 2 sin 1 
sx x 
当 x 下 0 时 ， 它 不 趋向 任 笨 极限 ， 这 是 因为 当 x 一 0 时 ， 


sin 一 了 -在 1 和 -1 之 间 无 限 次 地 捉 动 绿 放 ， 实 际 上 从 函数 的 图 


一 


象 【如 图 4.6) 也 可 以 看 到 ， 间 线 过 不 成 的 羯 线 , 当 <x 一 0 时 ， 
基线 在 直线 y=x 与 y= -xx 之 间 无 限 次 地 摆动 ， 故 函数 (x) 
在 点 x = 0 不 存在 切线 ， 


34.7 微 分 


以 上 各 节 讨 论 了 导数 ， 即 讨论 了 函数 的 改变 量 7 与 自 变 
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量 的 改变 量 Ax 之 比 人 2 ( 当 Ax 一 从 的 极限 。 在 这 个 过 程 


中 ， 只 是 关心 改变 昌之 比 的 极限 是 否 丰 在， 而 不 是 改变 量 的 本 
身 ， 然 而 在 许多 情况 下 ， 要 考 
察 在 4x 很 小 时 函数 改变 量 忆 7 
与 <x 之 间 的 关系 ， 
例如 ， 正 方形 的 而 积 3 是 

边 长 x 的 函数 

$= x 
对 边 长 x 给 出 一 个 改变 量 人 x*， 
而 面积 3 相应 地 有 怎样 的 改 图 4 了 
变 ? 如 图 4.7 示 ， 函 数 的 改变 晶 

= (+ A x xr + CX), 
由 此 可 见 ， 在 好 9 的 表达 式 里 包括 两 部 分 ， 第 一 部 分 是 而 积 改 
变量 的 主体 部 分 ， 即 2x<fx, 也 就 是 关于 x 的 线 狂 部 分 (图 4.7 
中 的 影 钱 部 分 )》 ; 第 二 部 分 是 《Ax)'， 即 图 4.7 中 右上 角 的 
小 方块 部 分 。 因 为 它 是 IJx 前 平方 项 ， 当 JIx->0 时 ， 它 是 Lx 的 
高 阶 无 穷 小 ， 所 以 ， 当 <x 很 小 时 ， 面 积 的 改变 重 <13 就 可 以 用 
2xZ1x 近 似 地 代 将 。 对 此 我 们 自然 要 间 ， 函 数 y=f (x) 在 什么 
条 件 下 ， 它 的 改变 量 4y 可 分 成 上 述 的 两 个 部 分 呢 ? 函数 改变 
量 忆 ?的 主要 部 分 《关于 <x 的 线性 部 分 是 什么 ? 为 此 ， 我 们 
有 下 面 的 微分 概念 。 


一 ”微分 的 定义 及 其 与 导数 的 关系 


定义 ” 设 函 数 y=f《x》 在 点 x 某 个 加 域内 有 定义 ， 对 自 变 
量 的 改变 量 AAx， 如 果 沙 数 的 改变 量 A7y 可 以 分 解 为 
y= A +ot x), (4.6) 
其 中 有 4 不 依赖 于 Ax 的 常数 ， 则 称 汐 数 ? =f(%) 在 点 x 可 微 ， 而 
称 <17 的 线性 主要 部 分 4x 为 函数 f(x) 在 点 x 的 微分 ， 记 作 
dy= df (x) = -cfx， 


£07 


必须 指 用 ，《4.6) 或 表明 微分 有 如 下 两 个 特点 ; 
C1 )》 微 分 dy 是 关于 自 变 量 的 改变 量 <7x 的 线性 函数 ; 
2) dy 与 消 数 的 改 实 量 人 7 之 着 是 关于 x 的 高 阶 汇 穷 
Ox) _ Ay— dy ， nh 
小 ， 部 一 7 二 一 0 CWI 0 时 ) 
在 微分 的 定义 中 ， 人 假定，“ 如 果 函 数 的 改 恋 量 YY 可 分 解 
为 二 AAA +o(Ax), 其 中 4 不 依赖 于 zx”"， 那 么 ,对 于 一 般 
孙 数 f(x) 在 点 x 具备 什么 条 什 才 可 微 呢 ? 其 中 当 数 妇 与 .大 wx 有 
什么 关系 呢 ? 为 此 给 出 如 下 定理 。 
定理 4.7 函数 . 斤 x) 在 点 x 可 微 的 充 要 条 件 基 函数 六 x) 在 
点 * 存 在 导数 广 (x)， 且 A= 放 (x). 
证 明 几 要 性 如 果 范 数 f(x) 在 点 x 可 微 ， 由 微分 的 定 
义 ， 有 
y= Ax toldx), 
其 中 人 4 不 依赖 于 -fx。 用 fx 除 等 式 的 两 边 ， 得 
Ny 四 fo 
Zr te 
到 极限 
lim -2 = lim (4 12 -A+0=4, 


村 二 下 2 下 


此 式 表明 极限 lim-27 存在， 且 等 于 4， 即 画 数 f(x) 在 点 x 处 
存在 导数 ， 且 有 = "(x), 
充分 性 ”因为 函数 fx) 在 点 x 窑 在 导数 产 (x)， 即 

外 用 -oo 
根据 定理 2.19， 可 写成 

-= + ar0 (GAAx-r0HTY ， 
将 等 式 两 边 同 乘 以 Ix, 有 
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y= x +acx， BM cy = (x) x +olAx), . 
于 是 7 可 分 解 为 关于 x 的 线性 主要 部 分 f(x) Lx 与 关于 人 x 
的 高 阶 无 穷 小 0{ 才 x) 之 和 和， 由 微 乔 定义 ， 画 数 f(x) 在 点 x 处 可 
微 。 | 
证 理 指 出 ， 萎 数 在 一 点 可 微 与 在 一 点 可 导 是 等 价 的 。 出 于 
可 = 广 (x)， 所 以 函数 的 微分 可 表示 如 下 
dy=f' (x cx， (4.7) 
特别 地 ， 如 果 函 数 =/(x) = x, 而 f(x) = (x)'=i， 则 有 
如 下 等 式 
dx= dy= 1 = x, 
这 说 明 :， 自 变量 的 改变 /fx 就 等 于 自 变 量 的 微分 dx 。 这 样 一 
来 ，(4.7?) 式 又 可 改写 成 


心 = 六 oodx 或 - -jco， (4 .8) 


公式 (4.8) 给 出 ， 求 函数 的 微分 ， 只 要 求 出 函数 的 导数 再 溢 
以 目次 量 的 微分 即 可 。 注 意 ， 在 导数 的 定义 中 ， 导 数 的 符号 


-9 是 当 作 一 个 完整 的 记号 ， 不 具有 商 的 意义 。 但 是 ， 当 给 也 


微分 概念 之 后 ， 导 数 符号 -52 二 实际 上 是 函 数 微 分 4 与 自 变 量 微 


分 zx 的 商 ， 因 此 ，- 学 -可 作为 分 式 参加 运算 。 导 数 亦 称 微 商 ， 


也 源 于 此 ， 
例 1 求 函 数 7》=* 在 点 x 的 微分 , 
解 ” 用 微分 定义 作 
y= A Ix txt) Ax! 
= 3x2cfw + (Bx Ax + CNN) A x, ”1 
人 的 线性 主 部 是 3v:-Jx， 面 剩余 的 项 较 -x 为 高 阶 无 旁 小 ， 部 


St (A) Ax = NR + CX) 【( 当 必 x -0 时 )， 


2 和 


故 dy = BX x = Sd x, 
而 应 用 〈4 .8) 式 易 得 
dy= (C(x)'dx = 3 
例 2 求 函数 7 = 2 在 点 x 的 微分 ， 
解 dy = (2019x 
= rtnar ln2cosxrx。 


二 微分 的 几何 意义 

微分 和 导数 一 样 具 有 了 明显 的 几何 意义 ， 

设 函 数 y=f(x) 的 图 儿 

银 ( 如 本 4.8) 是 曲线 ,在 曲 
线 上 任 取 一 点 旭 人 xy， 
过 点 间作 曲线 的 切线 了， 

我 们 知道 导数 j'(x) 在 几 

何 上 就 等 于 切线 了 的 斜 


率 tpgb, -一 二 一 一 一 | 一 一 一 
， 在 点 x 给 自 变量 改变 | 
量 <fx, 相应 地 就 得 到 画 数 | 图 4.8 


的 改变 量 LAy =Jx + Lx) -xy= M，N， 同 时 切线 工 的 纵 坐 
标 对 Ix 的 改变 量 是 KN。 由 于 三 角形 MNK 是 直角 三 角形 ， 又 
MN = x，tg0 = 了 了 (x), 就 有 

KN = MN-tgd =f'(x) :Ax= dy, 
这 就 是 说 ， 当 曲线 = 了 (x) 在 点 对 的 横 上 坐标 x 有 一 个 改变 量 
<fx 时， 组 应 的 微分 好 是 曲线 y=.f(x) 过 点 音 切 线 工 的 改变 
量 。 

在 几 向 上 -9?y 与 43? 之 差 就 是 遇 开 ， 从 直观 可 以 看 出 ， 当 Lx 
焉 小 时 ， 章 天 和 天 N 都 随 着 变 小 ， 上 是 趋 近 了 于 0、 而 好 天 比 天 六 赵 
撑 0 于 的 速度 更 快 。 因此， 用 好 近似 更 代 在 过?， 在 几何 上 就 相 
当 于 用 切线 的 改变 量 代替 曲线 的 改变 重 。 这 是 “以 直 伐 曲 ” 的 
理论 根据 。 
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三 ”运算 法 则 

上 而 已 经 措 出 ， 求 微分 的 运算 实际 上 总 蚌 求 导 数 的 运算 ， 
因为 〈4.8》 式 给 出 ， 求 出 函数 的 导数 广 (x) 再 乘 以 dx 就 得 到 
函数 的 微分 dy， 因 此 ， 通 常 把 求 导 数 和 求 微 分 的 运算 统称 为 微 
分 法 . 

椒 难 从 84,5 的 基本 初等 冰 数 导数 表 得 到 相应 的 微分 表 ， 
例如 ， = we d=ax" dx, 

J=a dy=a"lnadx, 


J=cosx, dy= ~ Sinxdx, 
了 = lnx, dy= 工 4x 等 等 ， 


至 于 微分 法 则 也 不 难 由 相应 的 求 导 法 划 得 到 ; 


(1) d (er) = ed, {2) d(x tr) = dx+dy, 
(3) d{ne) = vids + dv, (dy d( = 2 ee， 
在 此 只 证 明 商 的 微分 法 则 ， 
t 
人 -人 
二 VR fy 


vindx) — gCv'dx) 
= 一 一 一 一 


8 一 
= 一 一 一， 


其 中 用 了 4 =wdx 和 dv= vidx., 


例 3 设 函数 *(y) 与 s(x) 都 在 点 x 可 微 ,y= 志和， 求 


dy, 
解 ” 由 微分 公式 ， 有 
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dy = y'dx 
-的 


yw dx Dut dx 


_ 村 让 一 Ddy 


vi * 


利用 微分 法 则 做 
dy= d(x:v?) 
= dy Dp wdy 
va 一 Znds 
此 出 似乎 给 我 们 这 祥 一 个 错觉 ， 利 用 微分 法 则 求 微分 较 利 
用 导数 求 微 分 更 为 简便 。 其 实 不 然 ， 两 种 方法 各 有 所 长 ， 但 是 
在 实际 运算 中 利用 导数 求 微分 较为 普遍 。 


四 近似 计算 


当 LIx0 时 ， 不仅 Ay 一 0， 而 县 用 来 表示 它 的 线性 主 部 
dy = 了 (x) <x 一 0 《当然 假定 了 (x) 闫 们 ,甚至 可 以 证 明 A7 与 dy 
当 了 x 一 0 时 是 等 价 无 窒 小 ， 事 实 上 ， {4.6) 式 可 了 改 配 成 

y= dytotdx), 
和 将 上 式 黄 端 除 4y， 并 注意 三 (x) 关 0， 则 有 


< Of Of TY) 
-有 
1 of-LAx》 


TD ZA? 
当 -Jx-*0 时 ， 由 于 - 信 一 所 以 dy 一 -21 这 就 是 说 ， 在 dx 充 


分 小 的 条 性 下 ， 有 
y= dy, (4.9) 
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或 把 它 写 得 其 体 些 (注意 这 里 取 x*=%*,); 就 是 
y= tA) — fN(e, 《4.10) 
很 明星， 在 〈4.10) 式 中 会 去 了 较 了 x 为 高 阶 无 穷 小 的 项 ， 这 
样 一 来 利用 近似 等 式 《4.10) 计算 (x .Ax 要 比 计算 A7y 简 单 
得 多 ， 这 因为 函数 f(x}) 的 结构 是 多 种 多 样 的， 所 以 Ly 的 结构 
可 能 是 Ax 的 很 复杂 的 函数 ， 而 用 <x 的 线性 交 数 产 (x0Ax 近 
似 地 代替 7) 常常 要 简便 得 多 ， 
令 加 二 R=% 或 人 X=x 一 M4， 近似 公式 (4.10) 可 改 配 成 
Fx) —f C0) Ef C0) (% — x%0) 
或 FO) fx + ND) Cx — 0), (4.11) 
这 就 是 用 来 近似 代替 函数 .FAx) 的 近似 公式 。 由 于 公式 (4.11) 
中 请 有 ( 居 - wx) 的 一 次 因子 ， 所 以 种 叫做 一 次 近似 公式 。 不 难 
看 上 昌 ，y =.AxD tf(xo) (x ~ x) 是 曲线 y=f/(x) 过 点 (x0 了 (%6)) 
的 切线 解析 表达 式 【〈 有 几何 上 叫做 点 斜 式 )》， 因 此 ，(〈d4.1t) 式 
在 本 奈 上 是 “以 直 代 有 曲 ”， 
如 果 取 x= 人 0， 有 旦 Lx 充分 小 ， 则 (4.11) 式 就 变 成 
FX) E00) + HOO) :x, {4,12) 
在 此 基础 上 ， 利 用 公式 〈4.12)》 ， 我 们 又 得 到 儿 个 简便 而 又 党 
用 抑 近 似 公式 


(1) S1bxX sx (2) tgx—x, 

(3) (1+x)a=1+ax 《和 1TTYX 二 1 
ta 为 任意 实数 》 

(5) 全 二 十 xx (6Y ln(1 + x) :=x, 


这 里 只 给 《3) 的 证 明 ， 其 它 各 式 同 法 可 证 。 

jx = (1+x)*，& 为 任意 实数 ， 且 FD) = 二 户 (0) = oa 代 
入 公式 〈4.12)》 即 得 

例 4 计算 3131 . 

解 首先 把 给 的 根 式 变形 


VI -Vitd Vs 人 (1 + =5 1 


得 利用 公式 “4 ) ， 得 


aj, 6., 1 # 
Y 1+ TE 


人 而 


VI 25. (1 + 可 = 5 + 本 5.08， 


例 5 计算 sin32°15'. 
解 ” 在 正 荡 国 数 志 与 余 束 明 数 表 中 ， 可 便 得 
sin32°12/=0.5329, cos32°12'= 0.8462， 


马 开 
A 三 9 f er 1 弧 庶 
血 公 式 〈4.11)》 ， 香 


SNOW + xx) 二 SifX + COX Ix, 


- 各 吕 机 [+ 口 刍 亚 
Sin32°15 =n32°12 + co32°12’. 一 -一 
有 3 1n3 5342 1 60x 180 


. $x 3,1416 
一 mm 3 十 中 ed -一 
= 人 ,5329 +0.8462 60x 180 


=0,5329 +0,0007 
=0.5336， 
这 里 由 4x = 3 所 引起 的 收 正 值 与 表 中 查 出 来 的 修正 值 完 全 一 
致 
例 6 车工 在 加 工 锥 形 工 件 时 《也 电 拨 稍 ) ， 需 要 计算 稍 
度 角 a (如 图 4.8)， 当 a 小 于 5° 时 ， 
工人 常用 的 公式 为 


G=28.6 


D-d 
二 二 
间 这 个 实用 公式 是 怎样 求 得 的 ? 
解 ”从 图 4.9 易 见 
p-a 时 4.9 


1) 


当 a 很 小 时 ， 由 近似 公式 tg8a 二 a (a 角 取 强度 值 ) ， 得 
,DD-d 


oa 


市 1 强度 二 57 ,3", 于 是 


D-d > oD 
和 人 


如 邮品 7 .3” 


五 ”微分 形式 的 不 变性 
我 们 知道 ， 当 是 自 变量 时 ， 匡 数 ;=f(x) 的 微分 可 由 
(4.7) 式 改 写成 (4.8) 式 ， 如 果 x 不 是 自 变量 ， 前 是 一 个 新 
自 变量 ! 的 可 微 丽 数 x=g()， 则 (4.8) 式 仍 热 成 立 ， 
事实 上 ， 设 了 =f/(x)，x=g( 人 而 = 了 Cp( 站 ) 是! 的 复合 
国 数 ， 由 和 链 式 法 删 得 y= 六 C(x) 这 (的 ,于 是 变量 y 的 微分 为 
dy= yd = dt 
男 外 ， 因 为 x = gp( 办 是 1 的 可 微 隙 数 ， 所 以 dx = p(ydi, 故 上 
式 又 可 写 为 
dy=/ "(x dx, 
这 件 事实 表明 ,个 论 x 是 自 变 量 还 是 中 间 变 量 , 函数 y 的 微分 形 
式 保 持 不 变 ， 把 这 个 性 质 叫 做 一 阶 微分 形式 不 变性 。 而 导数 就 
不 其 各 这 样 的 性 质 , 事实 上 , 当 x 是 自 变量 时 ， 酒 数 y=f(x) 的 : 
导数 是 f(x)， 当 x 是 中 间 变 量 时 《 即 x = qq(D))， 阔 数 /ftp(D3 
的 导数 就 变 成 (x) 'p'(f) 了 。 因 此 ,上 述 事 实 告诉 我 们 , 当 谈 
到 导数 时 必须 指明 对 那个 变 基 求 导 , 而 谈 到 微分 时 , 就 元 需 指 明 、 
对 那个 变量 求 徽 分 ， 微 分 形式 不 变性 为 微分 运算 提供 了 方便 。 


$ 4.8 高 阶 导数 与 高 阶 微 分 


一 ”高 阶 导数 
在 3 4 .2 里 曾 指出 ， 若 函数 y=f(x) 在 区 间 (4， 从 内 每 一 
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点 都 存在 导数 J'(x); 夫 导 数 仍 是 x 的 消 数 ， 即 导 隔 数 ， 对 此 ， 
我 们 还 可 以 研究 导 东 数 f(x) 的 导数 ， 
如 浴 丽 数 y= 了 "(x)》 存在 导数 ， 就 把 这 个 导数 叫做 已 知 计 
数 =x) 的 二 踢 导 数 ， 并 记 作 如 下 3: 
Pua f(x), diy df (x) 


+ 


dx dx: * 
类 个 地 ， 把 二 阶 导 函数 y"=f"(x) 的 导数 叫做 已 知 函数 
3》=ftx) 的 三 阶 导 数 ， 记 为 


i 丰 dx) 
ys J ! {x), 于 9 0 


以 此 类 推 ， 把 信 一 功 阶 导 荔 数 的 导数 叫做 已 知 函 数 .7=/x) 的 
# 阶 导数 ， 记 为 

yy ; f(x), -4 之 ， 0. 
二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 导数 统称 为 记 阶 导数 ， 

二 让 导数 有 明显 的 物理 意义 ， 

设 4= 太 六 是 物体 的 运动 规律 ， 其 导数 了 (DD) = v(t) 表示 该 
物体 在 时 刻 ! 的 用 时 速度 。 现在 进一步 研究 在 时 刻 ! 的 胡 寺 速度 
v0) = "(tf) 的 变化 率 ， 在 时 刻 i 给 出 改变 是 1， 则 相应 的 于 度 
ys 也有 改变 量 .Ipz， 公 式 


do tA -ft) 
A at 


表示 在 暑 间 /1 内 运动 物体 的 平均 加 速度 ， 如 洒 极 限 
Ha La him E+ A -PP 
Ed | i < 
窑 在 ， 则 其 极限 就 是 运动 物体 在 时 刻 ! 的 如 速 谋 ， 即 
e' =f "(0). 
因此 说 ， 运 动物 体 的 加 速度 是 其 运动 规律 $=y(1) 的 二 阶 导 
数 ， 
已 知 男 数 1(x) = x', 不 难 求 出 它 的 各 阶 导数 ， 
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f(x) = 2x, 

Po =2, 

Fx) = 0, 

f(x) =0, 3, 
图 4.10 给 出 了 函数 六 x) = xb5 及 其 各 阶 导 函 数 的 图 象 。 函 数 
(x) = x 的 一 阶 导数 f(x) = 2x, 宕 明芳 数 f(x) = 的 上 曲线 各 
点 切线 斜率 的 变化 规律 ， 即 各 点 的 切线 妖 率 与 x 成 正比 ” 消 数 
的 二 防 导 数 六 (>x) = 2, 克明 一 阶 导 阔 数 广 (x*)》 = 2x 的 直线 各 尽 
切线 射 府 都 等 于 2，f"(x) =0 表明 二 阶 导 函数 是 常数 ， 其 各 
点 的 切线 斜 宰 部 等 于 零 等 等 


fx 2x 


图 4.10 


二 儿 个 基本 初等 函数 的 高 阶 学 数 公 式 
欲求 某国 数 的 阶 导 数 , 通常 是 连续 地 求 出 著 干 阶 导 数 之 
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后 ， 用 归纳 法 得 到 * 阶 导数 的 公式 。 
例 ] 求 短 帅 数 y= x (a 为 任意 实数 ) 的 r 阶 导数 ， 
解 ”根据 群 孙 数 求 性 公式 依次 可 得 
I=ax ,y=a(a 1)x" 
人 二 CCC 一 下 《KG 一 人 Xe re 
自 数学 归纳 法 不 难得 到 
J =ata-1) a2) -p+ x" 
特别 地 ， 当 a= -1 时 ， 则 有 


1 人 _ 本 -ta 【一 二 8 
(3) =D = 2 


当 a= -村 时 ， 则 有 


1 tm DC— i 
Cs) =(- 三 儿 - 了 (= 本 
_ 攻 一 二" (348 一 1)《2H 一 3) 
(ZX 
- -TD 411 ® 
(DN w 时 
当 a 取 目 然 数 * 时 ， 在 
(x =, 
容易 看 出 ， 当 阶 数 大 于 # 时 ， 其 导数 都 等 于 零 ，。 
例 2 求 y= Inx 的 s 阶 导数 , 
解 首先 有 


' 1 
| 


再 利用 例 中 当 a = -1 的 结果 不 难得 到 
i = 《 一 (人 全) {~ DD 


DD 记 嫩 i111 冤 示 最 大 数 不 超 过 1h 的 农 阶 赐 ， 
情 如 ，1911 18: 总 起 :2 9 eT 
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俩 3 求 了 = 和 的 * 阶 导数 。 

解 ” 利 用 指数 资 数 的 求 导数 公式 依次 求 得 ， 
yy =a"lna, 7 = a (na) ,ee , 

用 数学 归纳 法 趟 难得 到 

n= a(tlna)", 

特别 地 ， 当 a = :时 ， 有 
CY 

例 4 求 7=sinx 的 zs 阶 导数 ， 

解 ”由 三 角 函 数 的 求 导 公式 依次 竺 ， 


=COSX, y= — Sinx, $= — COsx, 7 = Sinx ov。 
为 了 寻找 x 阶 导 数 的 一 般 公 式 我 们 把 一 阶 导 数 改 写成 
FCOSX = sin( w+ 也 ) 
再 求 一 次 导数 ， 得 


"=cos( x+ 二 ) = 3 (x+ . 工 》 
+ 了 1 了 2 zh 


容易 看 出 ， 每 求 一 次 导数 ， 正 弦 函 数 的 初 相 角 增加 了 三 ， 用 数 
学 归纳 法 不 难 证 得 ， 


(Sinx)'™ = sin( 区 十 + 


同 理 可 得 


(COSXYI 2 一 cos( x 十 + 


三 ”运算 法 则 
只 要 逐 阶 地 应 用 民 数 和 芍 求 导 法 则 ， 就 可 求 得 
(#+ 人 "= "tr", 
关于 两 个 阴 数 习 积 的 商 阶 导数 就 不 那么 简单 ， 下 面 就 来 探 
索 共 中 的 规律 ， 
假设 函数 w(x), zx)7 有 任意 阶 寻 数 ， 对 乘积 函数 7 = wr 逐 
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二 二 
了 = V2 + Wp, 
= + 
从 中 不 淮 发 现 ， 它 们 的 系数 与 牛顿 中 二 项 式 展开 式 的 系数 
元 全 一 致 ， 而 且 函 数 w， ?导数 的 阶 数 排列 与 二 项 式 展 开 式 的 夭 
次 排列 所 完全 一 致 (其 中 #*=# vz" =#) 。 因 此， 很 自然 地 猜 
想到 两 个 单数 敢 积 的 x 阶 导 数 应 是 


Do (a9)'™ = yc: pt C4,.13) 


实际 上 ， 这 种 猪 想 是 对 的 ， 下 面 就 用 数学 归纳 法 证 明之 。 

当 w=1 时 ， 公 式 (4.13) 是 正确 的 ， 假 设 # 阶 导 数 公 式 
(4.13) 是 正确 的 ， 现 在 证 有 明 (x+1) 阶 导数 从 式 (4.13) 也 是 正确 
的 。 由 求 导 法 齐 和 高 阶 导 数 的 定义 有 


2 时 
yt = Cp) C# 关 
& ) 


DC! 和 9 bgt)]! 


由 三 和 


[| 
CC: Wt 


占 二 目 


和 
wp pC! Ce 一 让 (起 


此 三 1 


+ DC Rt pth 
是 二 和 


全 ”和牛 击 b， Newtno， 工 ,英国 煞 学 家 ， 1643.—1727, 
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四 
= tly + OC! mt ~ kg tk! 
由 二 1 


角 
中 DC ft jl 十 wp + 


业 关 1 


CJ 
gitily + DCC Dg Do + wp 


= 


i 


用 
Wy + Ct, {1 一 让 1 大] 十 让 2 名 
二 一 | 


用 中 上 


= Ci mp (dd.14) 


即 证 明了 (z+1) 阶 导 数 公式 (4.13) 也 是 正确 的 。 公 式 
{4,13) 称 为 莱 布 足 花色 公式 ， 

至 于 求 商 的 高 阶 导数 就 更 加 复杂 了 ， 当 需要 求 商 的 高 阶 早 
数 时 ， 一 般 是 逐 阶 进 行 就 可 以 了 。 但 是 在 实际 计算 时 ， 通 常 把 


2》= 字 写成 乘积 的 形式 y= #" 二 ,然后 再 利用 莱 布 尼 效 公式 ， 
坪 5 求 (tcCOSXT700 
解 令 2=eosx，p= xi 日 
ut! 一 cos( xX 十 上 y= x 0 = 2 0 
应 用 莱 布 尼 兹 公式 ， 有 


Ee! a 
+ Csr 
WC vs TT FT 


- Dt nk+1)) 


人 
1] 
1: 


徐 著 布 尼 些 ，Leibnis， 心 ， 人 名 ;德国 效 学 家 ，1646 一 1716。 


271 


(Cw COBR) = cos( 区 十 50 了) 


+ cos( x + 0)'2% 


tO cos( xX 十 48" 开 )-2 
= — xcOSxX + BO xe (~ SINX) 


+ ,2cosx 


= (2450 — x )Cosx ~ 100%. sinx, 


例 6 求 函 数 = 本 了 的 * 阶 导数 ， 


1+ 


解 令 #=5 一 一 ,z=x。 且 


(人 


(aro 六 


- 


=1, vm =0 (m2), 
应 用 芋 布 尼 兹 公式 ， 有 
{my 1 fd 
(pi) = 


— 《 __ 1 一 号 ) 


(1 + x ew 


tC! 《 一 1 ya 上 二 "和 业 关 (3 ~ Bb) 


i (1+x) 


EE 


一 《 __ 1 一 5) (1 十 x)- tl | 2 2 


一 (1 + 


四 ntl Ld BOCIR + OXY 
= 《一 一 一 
3"(1+ xXx) 
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四 ”高 阶 微 分 


高 防 微 分 的 定义 与 高 阶 导数 的 定义 完全 类 似 ， 世 是 逐 阶 定 
多 的 。 把 范 数 y = 六 x) 的 微分 的 微分 叫做 郴 数 =.jx*) 的 二 
阶 微 分 ， 记 为 dy =d(dy)， 把 函数 了 = .六 <) 的 二 院 微 分 的 微分 
则 懒汉 数 了 了 =f(x) 的 三 阶 微分 ， 记 为 dy = dd 一 般 地 ， 把 
画 数 =f (Xx) 的 (5 一 1) 阶 微分 的 微分 叫做 函数 =f(x》 的 pm 阶 
微分 ， 记 为 d™y= dad"™!y)， 
我 们 很 自然 地 会 想到 ， 离 阶 导数 与 高 阶 币 分 之 闻 是 否 也 有 
浓 一 阶 导数 与 一 阶 微分 那样 的 等 价 关 系 呢 ? 为 此 ， 首 先 奸 漫画 
数 y= 六 x) 的 一 阶 微分 地 = 了 (x) Ax=f "(x)dx。 如 果 x 是 自 
变 ， 则 dx = 4x. 而 4x 是 自 变量 的 改变 量 ， 它 与 x 无 关 ， 所 以 
dx 也 是 与 x 元 关 的 常数 。 因 此 对 .y= 了 (x) 求 导数 时 ，dx 应 当 町 
域 常 数 因子 ， 
再 由 二 阶 和 三 航 微 分 前 定 久 ， 有 有 
dy = ddy) = df x) dx = CF (x dx dx 
= "x dx = "(x dxt, 
dy= dda) = df "dx tf "(x dx dx 
= 了 "(x) dx,, 
一 般 的 可 用 数学 归纳 法 证 得 
dy=f™ (x) dx", (4.15) 
在 上 述 公式 中 的 符号 dx:，d*x ,dx"* 就 是 (dx):，(dx')， 
dx)"， 应 把 它 与 知 函 数 的 微分 符号 dx?) 有 Cx), …, d(x 
严 术 这 别 开 来 ， | 
公式 (4.16) 指 出 ， 函 数 =/(x) 的 x 阶 微 分 等 于 该 函数 的 
5* 阶 导数 再 乘 上 自 变量 微分 dx 的 * 次 方 ，、 由 此 得 到 


1m=jfmto = (4.16) 


在 这 之 前 ， 符 号 之 表示 函数 y=f(x) 的 x 阶 导数 ， 必 须 
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把 它 看 成 一 个 鉴 体 符号 ， 当 有 了 高 阶 微分 概念 之 后 ， 可 将 -学 


堵 作 十 函数 y=/(*) 的 # 阶 微分 与 4x 的 x 次 方 4x" 的 比 。 在 这 种 
意义 上 ， 公 式 (4,15) 与 (4.16) 是 一 致 的 。 
从 公式 (4.15) 丰 到， 计算 高 阶 答 分 可 归结 为 求 高 阶 导 数 。 
因此 关于 求 高 阶 微分 的 例子 这 了 侍 不 再 重 述 。 
我 们 六 然 地 会 想到 ， 一 阶 微分 形式 具有 不 变性 ， 而 在 高 防 
微分 中 是 否 还 具有 微分 形式 不 变性 呢 ? 回答 是 否定 的 ， 
事实 上 ， 设 y=,1x)，x%= 则 (从 ，y = op 六] 关于 上 的 一 
耽 微 分 基 
dy=f "C(Ig (dt dy=f'(x) dx, 
在 继续 求 微 分 的 过 程 中 ， 这 里 的 dx 不 是 常数 耳 ， 而 是 函数 x = 
多 (和 的 微分 。 只 村 函数 x = 2 不 是 线性 丽 数 〈 国 为 线性 函数 
%=eafi+b 有 x=0),， 郑 么 ， 它 的 二 阶 微分 是 
dy= ddy) = (ftp Ip nN dty'dr 
={tf (pI p Dp + Co Ip" CD Yd 
=f "PD Co DA rf Co I Da 
=f "(x) dx +f '(x) dix, 
其 中 dx=gDdi， dx=g"n(DdrF， 套 航 ， 这 上 蛙 多 出 一 项 
(x) 42x， 即 二 阶 微 分 形式 有 了 变化 。 


$ 4.9 ”参数 方程 的 导数 


在 解析 几何 里 曾 指出 ， 函 数 可 以 表 为 参数 方程 
人 TY 
7=P0D. 
当 我 们 研究 ?对 x 的 导数 时 ， 应 将 y 膨 作 是 x 的 函数 ， 
假设 沙 数 gp()，w( 人 ) 均 可 导 ， 沙 数 g(t) 邦 在 反 通 数 1= 
JP (x)， 鞭 反 函 数 也 可 导 ， 且 9w' (天 0 这 时 可 表 为 x 是 复合 
函数 ， 了 印 
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{4,17} 


=p = 
根据 定理 4 . 6 知 它 也 可 导 ， 由 链 式 法 则 有 
dy dy dt , 1 四 
dae a dx PD py gf) 
《4. 18) 
这 就 是 参数 的 求 导 公式 ， 
例 1 椭圆 的 参数 方程 是 x= acost，y= 6sint， 其 中 0< 
1x 求 六 
解 ”出 参数 方程 的 求 导 法 则 ， 有 


1 0 _ sinty _ écost 由 
2 p(t} 《ecos 六 |， ~—asint | rh 
例 2 求 摆 线 


[x =a{t— sinf) 
\y = ati -cost), 
在 t= 地，i= 5 处 的 切线 方程 
解 ” 由 参数 方程 的 求 导 法 则 ， 有 


y _a(ll~cos)’ asint _ sint 
:atsint)’ a(l cosly 1~cost’ 


因此 在 押 线 上 对 应 于 1 = 也 的 点 (a( 子 一 1),a) 处 的 切线 斜率 
& 是 


sin? | _ 
1-costl := 


=y, 


t= 

根据 解析 几何 中 的 点 斜 式 方程 ， 得 切线 方程 为 
y-a=x-a( 三 -让 

或 y= x+a(2- 世 ). 


另外 ， 由 于 1-,= 0, 捆 线 上 对 应 于 i = 7 的 点 ‘em, 24) 处 
的 切线 方程 为 
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y= 24, 
类 似 地 ， 可 进一步 地 计算 参数 方程 的 高 阶 导 数 ， 这 里 只 讨 
论 二 阶 导 数 ， 
在 已 知 条 件 下 ， 有 ?= 节 [ex)] =f(x), 且 有 ,= 了 (x)， 
显然 它 的 参数 方程 应 当 是 
= g(t) 
人 1_ 0) 
”oD 
如 采 g() 和 (让 关于 ! 存 在 二 界 导 数 ， 则 函数 六 《是 /的 函数 》 
关于 上 又 可 导 ， 且 


( BO) ) 
po OW pO OO 19) 
”人 Co (0 " 
例 35 设 ”=eacost，7y= 5sinhb 其 中 < 过 1 之 zx, 斌 求 了 


解 由于 此 是 满足 例 工 的 条 件 ，-97 -= -上 ctg5 因为 函 


数 acost 和 4sint 关 于 /存在 二 阶 导 数 ， 所 以 函数 -上 ctgt 关 于 
# 双 可 导 ， 共 和 而 利用 公式 《4 .19) 可 得 


=- Tp 


届 ” 符 号 妨 3 的 下 角 标 *? 表 示 函 数 # 对 自 变 重 z 求 二 阶 导数 。 
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1 重点 及 要 求 

因为 导数 和 微分 是 微分 学 的 两 个 重要 概念 ， 所 以 应 当 很 好 
地 掌握 它 。 同 时 要 理解 两 个 概念 的 本 质 及 其 等 价 性 ， 在 此 基础 
上 ， 会 判别 商 数 在 某 一 点 是 否 可 导 或 可 微 ) . 

在 这 一 章 里 ， 大 其 的 内 容 是 讨论 求 导 数 和 微分 的 方法 。 因 
此 ， 要 熟练 地 掌握 微 分 法 ， 它 不 仅 是 微分 学 本 身 的 需要 ， 同 时 
亿 是 积分 学 的 基础 。 为 此 目的 ， 读 者 必须 做 六 晤 的 练习 题 。 

2 导数、 微分 和 连续 三 者 间 的 关系 


一 | 导数 lim 一 党 -= Jro， 或 才 为 -到 -= 了 GD， 
一 dx 
定理 4.1 
定理 47 一 | 注 综 1 im dy=0 
EE 微 分 人 = 本 和 5 或 表 为 By = 了 人 (ry. 


3 ”判别 函数 在 一 点 是 否 可 导 (或 可 微 ) 的 主要 工具 

一 ( 1) 可 导 的 必要 条 件 一 一 连续， 不 连续 一 定 不 可 
导 。 

一 (2) 可 导 的 定义 :极限 lim- 作 = lim 古人 向 
存在 . 

| 一 43 ) 在 连续 的 条 件 下 ， 可 导 的 完 要 条 件 是 左 、 右 导数 存 
在 且 相 等 

4 求 导数 应 常 握 的 公式 及 法 则 
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( 1》 基 本 初等 函数 导数 表 ， 

( 2 ) 导数 的 四 则 运算 ， 
全 人士 9) 一 丰 十 7 
p= 十 


ye) 


由 打 
(3) 肥 消 数 的 导数 ， 


' 1 
f 6%) = ， 
(4 ) 复合 函数 的 导数 ， 即 链 式 法 则 ， 
FI 
苦 指 函数 的 导数 ， 
变 y= 了 OO 为 了 = 
《5 ) 高 防 导 数 中 的 莱 布 尼 辫 公式 ， 


[| 
py = (gpy 一 DC, 


是 二 
二 


(6 7 参数 方程 的 导数 ， 


求 微分 的 方法 
( 1) 利用 微分 定义 求 微 分 : 

从 Ay= AAx+ oldAx} 中 取 dy = dx 
(2 ) 利用 导数 求 微 分 ， 

根据 定理 4,7,，dy = (x}dx。 


|_ (3 ) 利用 微分 法 则 求 微分 ， 
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—d (ew) = eds, 
—d{y+tv) = dy+dy, 
—d (Hp) = vd# + wdy, 


a(¥) _ 2 “dy 


6 这 似 公 式 
在 近似 公式 中 ，<7y 二 dy 《( 当 Ax 很 小 时 〉 是 基本 的 ， 而 
(4.10)，(4.11)， 都 是 从 它 派生 的 结果 。 在 4.12) 的 基础 上 
又 给 出 了 六 个 常用 的 公式 ， 
< 二 dy 《 当 A3x 很 小 时 ) 
-2 = .zx t+ ex) — fx) ef 0) x, SX = 2 
—f (x) EF) tf CN) Cx 一 oa SX Xt Xx, 


—SINXex, 

—tg* 二 xX， 
~ —(l+x) "1 tax, 
fAY EO + Ox) ,1 


十 并 二 一 
( 当 x 很 小 时 ) 
1+ x, 


—ln(l+*)=x, 


三 岂 点 说 明 
1 导数 是 个 局 部 性 概念 


为 了 旭 解 时 数 是 一 个 局 确 性 概念 ， 我 们 给 出 一 例 、 函 数 只 
在 一 点 可 导 ， 而 在 其 它 点 都 不 可 导 。 


例如 ， 菠 数 
jx?， 当 x 为 有 再 数 时 ， 
1 = 10 ， 当 x 为 无 理 数 时 ， 
仅 在 点 x= 0 可 导 ， 
事实 上 ， 应 用 导数 定义 证 明 闭 数 六 xz) 在 点 办 =0 可 导 。 根 
据 定理 4 . 1 ， 只 须 证 明 钞 数 f(x) 在 任意 点 *% 了 0 不 连续 ( 当 
然 不 可 导 》. 
设 X, = 0， 当 x 为 有 理 数 时 ， 有 
lim A - lim 0 


nd 五 “和 


当 x 为 无 理 数 时 ， 也 有 
全 7 


in 0 lin = 0 
x x*—0 


直下 3 
这 就 说 明 ， 对 任意 的 x*， 都 有 
lim 4 /0) = /0) = 0， 


故 函 数 (x) 在 x=0 处 可 导 . 
设 x 了 0。 当 % 为 有 理 点 时 ， 取 变量 x 是 无 理 数 ， 有 
limCf Cx) -fA = limcO— x0 = -x0 
当 %, 为 无 理 点 时 ， 取 变量 x 是 有 理 数 ， 有 
limC fC*) -f(x = im ~ 的 =x3 天 全 
这 说 明了 函数 (x) 在 *= 和 天 0 处 不 连续 ， 
2 导 函 数 的 定义 域 BB 
如 时 函数 y=f(x) 的 定义 域 是 4， 导 函数 f'(x) 的 定义 域 
是 B，-~ 般 来 说 ，BC 有 4，B 可 能 是 44 的 真子 集 。 鲍 如 ， 已 知 郑 
数 f(x) = jx| 的 定义 域 4=(-oo, +o9)， 而 导 函 数 户 (x) 的 
定义 域 B= (00,0)(0, +00)， 显 的，B 是 4 的 真子 集 。 再 
例如 第 一 段 中 所 举 之 讽 ， 忒 数 


[> 当 x 为 有 理 数 时 ， 
0， 当 x 为 无 理 数 时 ， 
的 定义 域 4= (~ cc, +oo) 而 导 范 数 A'(x*) 的 定义 域 B= {0}. 
显然 ，B 是 4 的 真子 集 . 

不 仅 如 此 ， 甚 至 可 以 构造 出 在 其 定义 区 间 上 是 处 处 连续 
的 ， 但 是 处 处 不 可 导 的 函数 。 换 句 语 说， 导 范 数 的 定义 域 了 等 
于 空 集 . 

3 ”关于 器 务 数 的 导数 

在 本 章 的 正文 中 ， 当 求 正 整 数 窒 的 害 销 数 的 导数 时 ， 自 变 
是 x 可 为 任意 实数 ， 但 是 ， 在 利用 链 式 法 则 求 任 意 实数 赛 的 擎 
函数 的 导数 时 ， 要 限制 自 变 量 *>>0， 这 是 为 什么 昵 ? 为 此 ， 
aD 


f(x) = 


有 必要 重 澳 短 函数 的 定义 。 己 知 究 区 数 


= x 
ox | 二 X# 的 定 实 域 
人 | (~ co，+ co) 
站 是 整 泪 | 
Pot ' Co— oo LCD + 的) 
= 了 过 站 | (— ta, +00) 
i pp 是 奇数 | 一 一 - 一 一 一 
(与 妃 的 类、 ol 1 守旧 轩辕 {00M tO + oo 
数 ， 且 ?>i | 多 提 偶数 (0, + oo) 
q 是 实数 (0，+ oo) 


当 我 们 将 输 函 数 y= wr 改 为 
= ele 
上 时， 其 定 头 域 是 (0 ,+o0)， 由 链 式 法 则 ， 得 色 
(x*) 二 gx 中 ! (a 为 实数 ，*x 记 站， 

但 是 ， 笑 函数 y= x ”对 某 些 a (如 ，a 是 整数 等 ) 的 定义 域 包 
含 着 区 间 ( - oo， 9 ) 或 ( - cc， 0o。 因此， 必须 证 明 对 某 些 c, 者 
申 数 y= x“ 在 区 间 (- ce， 0 ) 或 (-oeo, 0) 上 的 导数 也 是 (x”)"'= 
ox .，，， 

事实 上 ， 由 导数 定义 ， 对 任意 x<<0 (或 x< 委 0)， 要 求 x+ 
-<x< 民 六 有 


2 
Ny (+t) + -i 
Ere ix zx 
(4+ 人) -1 

二 1 

1x * 

x 

己 知 极限 . 


lim 0 = 好。 


281 


全 人) 


有 Vim 他 一 lim wn Ax = ri 
x 
这 就 证 明了 当 *<0 时 ， 宕 函数 导数 公式 成 立 。 
三 ”例题 选 讲 


例 ] 求 下 列 函 数 的 导数 ， 
(1) y=1n |x!, (2) y= llnxl , (3) y=1n |lnx|, 
基本 思路 ”去掉 绝对 值 符号 ， 在 不 同 区 间 上 求 导 数 ， 


解 《1) 因为 
lnx, 当 x 汪 0 时 ， 


7=1n jx| -| 
in( — *), 当 x 0 时 ， 
所 以 
= 当 x 半 0 时 ， 
了 = 
| 
e+ 当 过 颖 条 交 
《23) 因为 
lnx, 当 >x > 全 > 工时， 
光一 [nx -| 0, 沽 x = 1 时 ， 
-lnx， 当 0<x<1T 时 ， 
所 以 
1 
wi! 当 x > 时， 
.二 | 
Tx? 当 0<x<1 时 。 
在 点 x = 1, 有 
_1: lnx — int Et: Inx 
PDT, wl i 
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Him LU+D 1, 
了 一 站 十 外 


lnx ~ ]nl = lim inx 


六 人- 四 1 


一 liem lant +y) _ 一 1 。 
J J 


显 热 ，yrt1) 关 yy-(1)， 因 此 函数 在 点 x=1 不 可 导 ， 


《3 ) 因为 
ln(inx)， 当 x 盖 1 时 ， 


= lnitnx] = { 
ln( -lnxy， 当 0<x< 1 时 ， 
证 以 
1 
ne 当 * 之 1 了 时， 
= | 
“xix 由 当 0<x<1 时 ， 
即 人 = i 当 0< 之 x 之 二 与 x 记 1 和 时， 


例 2 设 3》=ftp(x)D, 其 中 的 和 FP 均 为 三 次 可 微 冰 数 ， 


人 


求 7 


特别 地 ， (1》 当 p49) = 位 | 时 ， 在 区 间 [0，2) 内 求 


ys 人 人 


(2) 当 p(x) = (Ss; 在 区 间 [2, 4 内 证 明 六 = 0， 


解 = 人 px) (x) 
=f "Cm pr) 十 CC) 本人 (x), 


J = "Co x) + a Co px) "(x) 
tf "Top Gp (x) + Co) I "(x) 
= fp x) + 3 Cp gp (x) (x) 


+ CopyT p(x), 
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(1 )》 由 于 函数 9(x) ={ 这 是 兰 的 小 数 部 分 ， 在 区 间 
[0, 2) 内，9《x) = 子 。， 即 线性 孙 线 ， 所 以 上 面 各 阶 导 数 中 ， 有 


V(x) = 也， Pp = 0 wg"=0。 故 得 


"3) 
人 


(2 ) 由 于 前 数 9(x) = | 这] 是 衬 的 最 大 整数 ， 在 区 问 


[2,4) 上 ， ow) =[ 关 ] =1， 所 以 g(x) =0， 从 而 有 = 


(oe 


例 3 已 知 f(x)= x?， 间 Cx)"Gx)， fmexy 对 
一 切 x 都 存在 吗 ? 画 出 f(x)，f "(x)，f"(x)，f "(x) 的 图 象 ， 


.和解 由 于 
f (x) = ={ “> 
— x 当 x< 0 时 ， 


所 以 当 x>>0 时 ， A(x) = 9x 当 x<0 时 六 = 一 3x 在 = 
0 处 有 


， 二 > 0+w) 一 《人 + x? 一 f 
0 


tim CO+z) 一 0 lim 
| x 各 下 电 一 上 


即 《00) =0。 于 是 


a 
一 ~- 0=f (0), 
(x) = dx sgnx, 


在 此 基础 上 不 难 求 得 
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xz)=gxr 当 x20 时 ， 
fx)= -6x 当 x<0 时 ， 


目 有 Him 0+ 0 -lim 3 0-0= 产 (0)， 
| :二 Lind ba 加 
lim L+H 0 -lim 3 0 0 p100), 
im nd | Ey 由 一 总 一 自 


即 (0 =0。 于 是 
fx) =6 |x|. 
对 于 二 阶 导 函 数 "(x) =6 |x | 与 函数 ”= [|x| 无 本 质 上 的 
吾 别 ， 当 x 六 0 时 ,， f(x) = 6 当 x 之 0 时 ， 了 "(x) = 一 6， 在 x= 
0 外 不 枉 在 导数 fx)， 六 (x)，f "(x)，f "(x) 的 图 象 分 别 如 
图 4.11 (a)， £b), tc)，() 示 ， 
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从 例 3 中 可 以 看 出 ， 应 数 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导数 的 存在 域 
与 原来 函数 的 定义 域 一 样 ， 即 无 变化 。 但 是 ， 三 阶 导数 在 x=0 
处 就 不 存在 ， 它 的 存在 域 较 二 叭 导数 的 存在 域 缩小 了 。 册 此 可 
见 ， 在 高 阶 导 数 的 运算 中 ， 各 阶 导数 的 定义 域 有 可 能 逐渐 绵 
小 。 因 此 有 时 强调 某 个 函数 在 指定 的 区 间 . 上 存在 #* 阶 导数 是 完 
全 必要 的 ， 
例 4 设 fx) = wre, 而 h(x)》 满足 如 证 的 条 件 ， 
A Cw) = sini:Csin tx + 1)), 
天 (0) = 3, 
求 了 "C4#00)9, 
基本 所 路 ”此 题 不 必 事 先 求 出 ( 现 阶 段 不 易 实现 ) h(x) 的 
解 久 表达 式 ， 而 是 直接 利用 链 式 法 则 求 复合 函数 /Ch(x)] 的 导 
数 ， 然 后 利用 条 件 4(0) = 3。 
解 ”因为 复合 函数 为 


(7 二 大 和 ea 


所 以 其 导数 是 
fCh(Ow)I = fh) h(x) 


(20) ert hx) et “A (Cx) 


| 
h(x) 
= | 2660 而 一 er |sintcsinCx +1)), 


当 x = 0 时 ，##(0) = 3, 代入 上 式 则 得 
FChC0)D = (603 一 3) sin:(sinl) 
= GeTsin:(sinl), ~ 
注 ”此 题 如 下 求法 是 错误 的 。 当 x = 0 时 #(0) = 3， 因 此 求 
了 (3)， 先 对 A(x) 求 导数 ， 有 


于 
于 


lL 
六 (一 ea — x + 


区] ms 
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1 1 
= x — rx, 


代入 x = 3 的 值 ， 得 
FM3) = 0 eT 54 
产生 错误 的 主要 原因 是 对 函数 f[#(x)j 求 导 时 没 按 复合 函数 进 
行 ， 将 因子 # (x) 遗 漏 了 。 
例 5 证 明 


Ce) (-1)" 1 二 


mntit 虽 


基本 思路 ”用 数学 归纳 法 证 明 ， 并 利用 革 布 尼 兹 公式 ， 
证 明 当 # = 1 时 ， 


— -| 1 
《Ye 
x 


显然 公式 成 立 。 
假设 当 # 时 成 立 ， 
(xie) m1)" 1 Pr Cw*) 
% 


只 须 证 明 # + 时 也 成 了 六， 为 此 有 
(x Pr ol 一 {Cx) 。 re 
对 右边 花 括 母 内 的 应 用 莱 布 尼 萄 公式 得 


PR Prt [Beix"* (x -lp yh | ， 
应 当 注 意 ， 在 使 用 菜 布 尼 兹 公式 时 ， 其 中 的 第 一 个 因子 是 x, 它 
的 二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 导数 都 是 零 ， 因 此 公式 里 只 会 有 两 项 
CE = 点 = 在 一 十) 


(xmg ) tb 一 Ca emi en 二: Ce Ym 


We rz-D。 和 (应 用 公式 (* )) 


~ 
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1 


要 本 
stl 


bi 
二 + | 


， 1 1 
二 #1}" 1-1)"|-- 6 


一 《 一 1)"™"! 1 
和 


2 


1 


— 一 但 上 二 
(Di 


所 雇 # +1 时 也 成 立 ， 这 就 证 明了 


PE ra 1 re 


xX! 


其 中 的 函数 A(x) 在 x = % 存 在 左 导 数 。 问 z 和 4 取 何 值 时 ， 使 函 
数 上 (>x) 在 点 x 处 连续 ， 且 可 导 。 
基本 思路 ”利用 连续 和 可 导 的 条 件 ， 分 别 建 立 两 个 含有 来 
知 数 < 和 2 的 方程 
解 ” 要 求 画 数 F(x) 在 点 x 连续 ， 有 
Fx) =f (0%) = axs +h 或 六 = 站 一 
而 Fix) =lim COFFE 


| :i 


im 4X 十 上 一 《ex 十 及 
im hn 5— 


:、 由 题 设 ， 当 x 坟 x*% 时 ， 有 
P(x) = "(x0). 
标 求 画 数 F(x)》 在 点 x 可 导 ， 有 
PY (x) = P(x0)s 
其 fx) 二 从。 
故 解 得 6= 厂 -(x， 
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本 


B= xz) — x f Lx), 
全 7 证明 阔 数 


xarctg 工 ， 入 天 小 
fx) -| 和 


0, *=0, 


在 x = 0 处 连续 ， 但 在 x = 0 处 不 存在 导数 。 

基本 思路 ”利用 连续 的 定义 和 判别 前 数 在 一 点 可 导 的 充 要 
条 件 ， 左 、 右 导数 存在 且 相 等 ， 

证 明 因为 


Ay =f (0+ Ax) -0) = Axarctg 


. 1 
和 lim Axarctg = 0 =f(0), 
所 以 函数 f(x) 在 x = 0 处 连续 ， 
又 因为 
xarctg— 1 了 
A 
< xarc tg— i — 
而 lining 
所 以 极限 
1 
Axarctg -7 
lim Ax 
不 存在 ， 故 函数 A(x) 在 x = 0 处 不 存在 导数 ， 
例 8 设 吓 数 
an sin 一 ， 当 x 天 0 时 ， 
jx) = 


0, 当 x = 0 了 时， 
8 全 


问 ca 取 何 值 时 ， 使 (1) 函数 f(x) 在 x = 0 处 连续 ， (2 ) 函数 


了 (x) 在 x = 0 处 可 导 ;， (3) 画 数 fx》 在 x =1 处 有 连续 的 导 函 
数 ， 


基本 思路 ”利用 连续 和 导数 的 定义 。 以 及 当 c>0 时 ， 当 
x 一 0 时 ，x"sin 二 是 有 界 量 与 无 穷 小 基 之 积 ， 

证 明 〈《1) 由 蔬 设 有 

Ay=f (0+Ax) -Fo0)= (4x)'sin- 

恶 项 lim y= Hm(Ax) "sin = 0， 
只 须要 ca>>0 就 可 以 了 。 因为，a>0， 当 Ix-x0 时 ， 就 有 
(Ax) sin -7 一 0， 故 当 c>>0 时 ， 函 数 f(x) 在 x = 0 处 连续 ， 
(3) 根据 导数 的 定义 ， 要 使 


Le Pe | 到 二 1 
l | 一- 1 og™1 
itn Ze lim (zf x) sin 


下 


存在 ， 愉 要 将 > 即 可 ， 因为 a>1, 当 x-r0 时 ， 就 有 
(Sx) sin $0 故 当 c>1 时 , 函数 f(x) 在 x = 0 处 可 导 , 且 
有 了 "(0) = 站 

(3)》 用 于 三 (0) = 0， 积 当 天 0 时 有 


= axrsin 一 一 srcos 一 ， 


要 使 导 冰 数 "(x) 在 x = 0 处 连续 ， 就 谱 有 


lim ff '(x) = lim( axe-!sin= 一 xcos 工 ) 
划一 由 为 一生 EE 这 


=f "(0) = 0, 
这 只 要 ci 2 就 可 以 了 。 因 为 43， 当 x 王 0 有 时， x) 一 了 "(0) = 
0 。 克 当 a 半 2 时 函数 wx) 在 x = 0 处 有 连续 的 导 函 数 ， 
2 的 


例 9 设 六 x) 对 一 切 x 满足 Le 二 x 证 明 逢 数 (x) 
在 x =0 处 是 可 微 的 。 
基本 思路 ”从 条 件 | fx)| 所 空 的 特点 出 发 ， 利 用 极限 的 
两 边 夹 定理 证 明 男 熬 x) 在 x = 0 处 可 微 ， 
证 明 ”从 条 件 | xy)| 所 x 不 难看 出 ，f(0) = 0， 
将 不 等 式 
-we f(x) Ex: 
除名 xx 的， 得 
eo 


或 一 时 < 00 <x， 


当 x~0+0 时 ， 根 据 两 边 夹 定理 ， 就 有 
f+(0) = 0。 
将 不 等 式 
— x fx) Ex 
除 以 x(x< 的， 得 


2 
六 全 
_ f(x) -70) 

或 和 wb 2X, 


当 x-*0 -0 时 ， 根 据 两 边 夹 定理 ， 就 育 
了 00) = 10。 
综 上 记述， 函数 (x) 在 x = 0 处 左 ， 右 导数 存在 且 相 等 ， 
故 函 数 A(x) 在 x = 0 处 可 微 ， 
例 10 设 /xy 在 % 处 是 可 导 的 ， 证 明 
lim Font hy fb) pix,). (1) 


EH md ba 


基本 思路 ”将 函数 的 改变 量变 形 ， 
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证 明 已 知 有 >0, 上 >0, 今 a= -和 二， 有 0<a<1, 有 


la. 周 为 省 数 flx) 在 点 x 可 导 ， 有 


f(x) = (x) = 0), 
rt A) fx *) 


卢 十 二 
frot hy ~ fo) th xo) —f (xe ~ 8) 
及 + 在 | 
有 一 
户外 太 一 点 + 上 


, 有 —f (x) 1 (1-0) ftxo ~ &) fx) 
h -此 
于 是 ， At — fx, — 
_ a {+ /A -oo | 
+0-0 [2 -Po | 
a [A fe -Acoo ] 


加 xi 一) 一 _ rt 
+ 六 co] 


Elim [co]- 


旺 一 让 


lim [A Ct i Ge 


虚 一 下 


i 


古 , 中 玫 


出 lim (ty -J (x, —k) -ff Cx, co 
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Ep jim St fn), 


LT 


例 11 证 明 医 数 
Fx} = | 人 当 x 天 0 时 ， 
0， 当 % = 0 时 。 


在 x =0 处 是 无 穷 次 可 微分 的 ， 并 酚 出 函数 的 图 象 ， 

基本 思路 在 x=1 处 利用 导数 定义 和 数学 归纳 法 证 明 其 无 
穷 次 可 微 ， 

证 明 因为 有 (0) = 用 和 
lime "=0=/(0), 


于 以 函数 (x) 在 x = 0 处 是 连续 的 。. 


由 于 有 
— 1. 
fc0) 一 lim cc -O00) — lim gg 2 
加 一 息 有 四 
殊 lim 一 9, 


其 中 令 守 = 加 放 沙 数 /(x) 在 x = 0 处 可 微 ， 且 "(0) = 0。 当 
< 天 10 时， 有 


证 


De 
we 


了 《xy = 


加 ， _1. 
而 . Fu = lim 0) im 2 "0, 
本 王 间 到 x 
故 函 数 /2 在 Y=0 处 是 二 次 可 微 的 ， 且 f"(0) =0， 当 x 天 0 
时 ， 有 


一 we 
fx) = -i 5 + 


= 


审 


应 用 归纳 法 ， 设 函数 fx) 在 x=0 处 是 “次 可 散 的 ， 昌 
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三 "00) = 0 我 们 只 须 证 s+1 时 有 "C0) = 0 即 可 ， 


RE 


事实 上 ， 当 x 关 0 时 ，/'" (x) 总 是 形 如 一 


(其 中 < 是 常数 ， 上 * 为 下 整数 ) ， 由 于 有 


-上 
8 1 
lim —t— = lim 2 -10 (» =+), 


J 
故 有 
im 人 
由 于 有 


f (0) = lm 六 (x) =/ (0) -1 mf) (Cx) _ 
故 函 数 (x) 在 x = 0 处 是 s+1 次 可 微 的 ， 且 有 (0) = 0， 
综 上 记述， 有 了 "(0) = 0 (x#=1,2,…)， 因 此 说 函数 f(x) 
在 x=0 处 是 无 穷 次 可 微 的 。 
现在 作 图 。 因 为 
f(~x}=f(x), 
所 以 它 是 偶 沙 数 。 另外 易 
见 函 数 为 非 负 和 上 方 有 办 
的 ， 即 
0 fx) 1, 
莫 语 ， 因 为 有 图 4,12 


lim er - =1, 


[| 


所 以 ?=1 是 函数 的 渐 近 线 ， 其 图 象 如 图 4.12.。 示 

例 12 ”其 船 受 一 绳索 牵引 ， 设 绳索 在 绞 委 上 卷 绕 速 度 为 大 
秘 3 米 ， 统 盘 距 水 面 高 为 4 米 ， 问 船 在 离 岸 8 米 处 的 速度 是 叫 
少 ? 

基本 思路 ” 依 纹 盘 的 卷 缮 速度 给 出 绳索 行走 的 路 程 公 式 ， 
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再 给 出 船 行走 的 路 程 公式 ， 利 用 导数 即 可 求 出 行 至 8 米 处 的 速 
度 ， 

解 ” 设 上 是 绳索 在 统 盘 上 
卷 绕 的 时 间 ， 则 绳索 的 行走 路 


程 公式 次 SY 二 网 
了 = 好。 $a ,Jat 1 

如 图 4,13 示 ， 船 行走 的 路 程 公 一 一 一 -一 一 一 

式 为 图 4, 13 


$= 《2316 。 
而 船 行 至 8 米 处 的 时 间 应 由 如 下 公式 给 出 
Df = Btd = B80 
因此 1=2w 5. 
因为 
rl, 
”2 (23903216 ” 
所 以 船 行 至 8 米 处 的 速度 为 


' 1 
y= ;| r= 对 | 


2 (2 -16 =23 


答 ， 船 离 岸 8 米 处 的 速度 为 5 米 / 秒 。 


可 题 


$4.2 

1. 过 曲线 y=x! 上 二 上 店 AC2, 拉 和 A't2+ 4x，#+ dy 引荐 强 A4 
求 此 搬 煞 的 斜率 ， 设 《1 =1 (4dr=0.1; C3) dr=0.01: C4) dx 为 
某 个 企 意 小 的 数 : 《57 在 已 徊 曲线 上 点 4 的 切 钱 插 率 等 于 什么 ? 

2, 已 知 酒 数 j(x) = x2 根据 导数 移 定 义 ， 求 1 (5); 了 (一 2), 了 Gr0)， 

3， 利 用 导数 定义 ， 求 下 列 函 数 的 导数 ， (1) xi (2) x1 《33 coax 
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Ca) tgz 《5] Gta dF0), 


4. 应 用 导数 定义 证 明 ， 如 果 /(x) = 一 记 -， 则 f(a) = 于-， a 车 0 


x 
6. 证明， 如 果苗 数 (x) 和 中信) 当 x= 0 时 等 于 等 ， 并 存在 导数 且 


fry FO) 
重 1 二 -< 一 
C000， 则 Mey ry " 


§4.4 
6、 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


(1) ?= 2v -+ (2) $= + 


1 
(3) p= "sinp + coag (0 y= 

(5) y=xainxlnzes (6) y= 3， 

(C7) y= -1 (8) y=in lx~—1l 

(9y Sr (10) y= (#- atr -br -Ord 
《11) ?= -过 012) y= 

(13) y= Fr C14) y= 

(15) y= E+ Es (16) y=sin?F. cig 六 

(C17) y=arc tg(x1) (18) y= tx 二 2 十 二 53。 


7. 已 知 f(x) = 和 3 求 : 

C1Y fo, FSBY, PCBeYs (C2) PESIY, fre57), 产 (2 
C8) fOr), Fem), fer:), 

8， 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


+ 
C1) y=, (2) y=%3— 37+ 
(3) y= (C4) y=4sintarctgx) 
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《5 1 


7) 


‘9 ) 
《113 
C13) 


tid 


C15) 


(17) 


C19) 
{21) 


C23) 


(25) 


27) 


(29) 


(30) 
(31) 
(32) 
(33) 


{34) 


‘35 


可 1 2 
Y= BTCSiD 各 《6) ? 基 


yw tet) CBY y= saintcoetsl 

y=arc sin(sinx)} CD) y =e 

y= Bintey + ning}’y C2) y= sin:F.sinxz ?+aint ryt, 
y= intet + sin(txt + einxt))y 


y= ee 和 2 + + le) y=arcetg wx’— 2 


jj ] ,3 
YT (1%) y= (are CDOS )e “4 
yerelevsy C20Y y= are ain 上 一 I-—x, 

二 十 对 
Y=lncosarcigtshxr}s (32) y= 10*ets 

= 1 ~ [nx 
y= lachs + sp C2AY y= arc | 
¥ V xvasx 4 {26) y= ns, 

v1+x 


~ CQr+H 6, roel -x 
y 和 7 28) Y= Cos { 1 Ch 


1 waitrt a 
= ln 一 
了 oa ri 二 
y=%—ln tert lt elr+deril yy 


y=1 ty 并 = etgx-]n (1L+sinx) 一 


Y= Ix rarcgintt 《和 十 2 lx 


1， {x+]1): 1 2 一 
= .一 -] 一 — or 一 一 
Yy 和 3 + 


y=x(arceiny} + 2 wl x! arceinr — 2xs 
让 


x 
1+x!” 


y= —arcctext, 
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(36) Y=arcig (te: x) 


sindsinv ) 
本 一 tOadt 人 0 


(37) Y=arc sin( 


_ Www1I-z 3 a 
(38) y= 1+x’ VE BI : 


30) y=arc sin (einxl) + RICE costcoss it) 


CADY Y= esrerinscous Cmarcainx) + aipn (marcaint} ys 


{dl) P=Rrc cosf 证 让 


(42) yy = . laf c ih) 


oarcain YE 一 PT 1 


= 一 ,at 
{49) 了 ep 二 Pt ee 

rr 1-0 _ 
Cad} yy ai TF ai ta . 
§4.5 
38. 求 下 曾 函 数 的 导数 ， 

1 吕 EE 

(ly y= 2texw, to) y=X" + +or (qm0)y 
(3) y=in0ni{nx)) (4) y=]og (a = 


一 一 一 -一 一 2 一 一 一 -一 一 一 一 一 下 
5) y= FV to tn rT) (6) yy =x 


er) y= (9) y= sh'x 
9) y= chishr), {10) y=lnchx; 
(1) y=arctg tbryy C2) 站 三 tex) 


10， 设 yp Cw) 和 由 tx) 为 < 的 可 撒 分 芳 数 ， 求 下 面 范 数 y 的 导 范 数 ， 关 
1) Y= pr) + oh CK) 1 (2) y= srctg GE 


(9) y= PE b> 
ta) y=logyag tt, PO Pr}, 
11. 求 下 列 函数 的 导数 ， 

《1) y= (Cx) (2) y={xh 
(3) Y= EH 
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12. 证 明 ， 偶 隙 数 的 车 函数 是 奇 函 数 ， 而 奇 函 数 的 导 沙 数 是 人 悦耳 


13. 证 明 ， 冰期 范 数 的 导 函 数 仿 是 周期 冰 数 ， 

14， 二 轮船 了 4 和 如 从 同一 个 码头 间 时 出 发 ，4 往 北 如 人 往 东 行驶 , 若 .4 船 
的 速度 为 30 企 米 / 小 时 ， 如 盘 的 速 麻 为 友 任 米 / 小 时 ， 问 商船 之 间 的 上 距离 
增加 前 速度 是 多 少 ? 

§4.6 
15。 设 1 (9) =g (9), 且 fx) 在 点 4 移 左 导数 等 于 g(x) 在 点 6 的 导数 。 
定 尺 一 个 函数 和 (xX) 。 
fw)， 当 x< 之 时， 
(x) = 
FX Bd 
让 明 站 (sx) 让 点 6 是 可 导 和 的。 
16. 设 @>1l 且 Fs) 满足 [| 之 jx 上, 证 明 f (x) 在 x*=0 处 可 微 ， 
17. 设 
1 ， 当 x<Y 时 ， 
as re 时 
为 合 函 数 fo 在 点 4 = 如 处 既 连 村 又 可 导 ， 疝 a 和 # 应 了 到 条 值 ? 

18。 设 了 (a) = 有 (al = 睛 (9 对 一 切 < 且 有 0 过 8x) 之 和 wx)， 以 及 
f(g) = 请 (@， 证 明 ，g ts) 在 点 zx 可 导 ， 旦 有 有 

fa) = 中 人) =W C0), 


Tix} 


19， 证 骨 函 数 
一 一 二 当 * 站 0 时 ，' 
f(x) = 1 +en 
0， 当 #= 10 时 ， 
在 Y= 1 处 不 存在 导数 。 
20. 证 明 函 数 
f(x) = fe: sin 一 ， 当 # 革 时 ; 
《0， 当 *= 站 时， 
有 不 连续 的 导 函 数 ， ~ 
§4.7 


21. 已 知 画 数 y = 斤 切 在 基点 z 处 自 变量 的 改变 量 4xz =0.2， 对 应 的 函 
数 改变 量 的 线性 主 部 等 于 0.8， 试 求 在 点 x* 处 的 导数 。 
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22， 求 下 列 丁 数 的 微分 : 


1) y=arc sin » 0 (2) y=tg: x 


{3) y= Aarcsinx+ {faretpgxry tt (a) y= rr 


(65) y= etcoshy; 6) y=arc sinyv 1— x 9 
Cr) y= ainitW #=1n(3x+ 1); 


《8 》 y= et*, Wu= la, VU= 1 一 2X 十 5。 


23， 设 如同 由 为 < 的 可 微 函 数 ， 求 函数 ?的 一 阶 微分 dy。 若 ， 


Er 

1) Y= Huw (2) y= 

_ ] _ FF 
(3) ?7 Ca 和 0 二 下 
G7 y= arcie 4 ， 

v 

23#. 利用 项 数 的 逢 分 拓 炉 函数 的 疏 迹 量 ， 求 下 列 种 式 之 近似 什 ; 
(1) $1.02 (2) sing9e 
C3) arcig 1.05s (Ca) lell, 


25， 证 明和 近 忆 公式， 


世人 十 必 二 有 pT (a>0), 


其 中 型 求 风 《ta， 利 用 这 个 公式 求 下 列 各 式 的 近 收 值 ， 
(1) Ya (2) Se0; (3) W000 C4) ‘tI000, 
§4.8 
26， 对 下 列 画 数 求 y”. 
《1)》 ?= 和 ww1T+% | (C2) 了 了 = 


C93} y=xtnrs (Ca) y=1nftr)s 
CG) y=xCsintlinz) + costlng)]. 


27， 设 1 DD) 六 在 三 阶 导数 ， 求 y 利 YY 车 ， 
Cl) y=/ (x (nm) y=f(2) 
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(C3) ee (a yinr)., 

38. 求 下 列 函 数据 定 阶 的 导数 ， 

(1) y= 求 y (62) y= xahz， 求 yu 

(3) y= 求 y “3 {4) y= en 求 yt 

(5) y= cos?xw 求 y(n, (6) y=sinarsinhr, 下 ytr}, 
34.9 


29， 求 参数 方程 的 导数 ， 
(1) r=a(t— aint), y= -eos ,， Ry, 


{2) =arcain y=arccos 1 


t 
一 求 yY 
Vv 1+ Tr’ “Ys*} 


(3) sso, y= 3- yy" 
(4) =gc0ah y=asink, 求 YY 
(5) x=, y= HH) ID Ry yr ys, 
30， 证 明 册 方程 组 
多 一 2 二 |t#|， y= + 
所 确定 的 沙 数 y=y(tx)， 当 =0 时 可 丽 ， 但 是 它 的 导数 不 能 用 普通 公式 
求 得 。 
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第 五 音 “” 中 值 定 理 与 泰勒 公式 


我 们 在 第 四 章 里 已 经 给 出 了 导数 和 微分 的 横 念 及 其 求法 。 
在 此 基础 上 ， 本 章 将 进一步 地 研究 导数 和 微分 的 一 些 重要 定理 
和 公式 ， 即 微分 中 值 定理 和 泰勒 公式 ,中 值 定理 是 微分 学 中 
最 基本 的 定理 ， 微 分 学 的 将 儿 应 用 都 是 建立 在 中 信和 定理 的 基础 
之 上 的 . 泰 勤 公式 是 微分 中 值 定 理 的 推广 ， 又 是 研究 用 多 项 式 
通 近 消 数 的 重 杰 工具 ， 


35.] 中 值 定理 


“在 给 出 中 值 定理 之 前 ， 先 证 明 一 个 重要 的 辅助 性 定理 一 
费 尔 马 @ 定理 . 


一 ” 费 尔 蕊 定理 
定义 ” 设 函 数 帮 ?在 点 x 的 某 个 邻 域 ID(xe 9) 内 有 定义 。 
如 果 对 任意 的 xEUtCx,5), 有 
fx x) (fr) < fx)), 
出 称 敬 数 (x) 在 点 x。 取 极 大 小) 值 f(x ， 称 点 x， 为 极 大 
《小 》 值 点 。 极 大 俩 、 极 小 值 统称 为 极 值 ， 极 大 值 点 、 极 小 秆 
点 统称 为 极 值 点 . 
如 图 5.1Ak， 点 x 训 为 极 大 值 点 ， 而 x: 为 极 小 值 成 ， 
定理 5.,1( 费 尔 马 定 璋 ) ”如 果 函 数 六 xy 在 点 x% 的 某 个 孝 域 


心率 勒 ， Tay1lor1 互 ， 甘 国 数学 家 ，1635 一 i731 年 ， 
加 覃 尔 马 ，Fermat. 卫 , 甘 国 歼 学 家 ，1601 一 1665 古 。 
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才 5.1 
Utxo6) 内 有 和 定 艾 ， 由 满足 
(1) Ax) 在 点 x* 开 极 大 值 或 极 小 伸 ; 
(2) fx) 在 点 x 可 导 ， 
则 有 fx) = 0， 

费 尔 马 定理 有 上 明显 的 几何 意义 、 妈 果 *x, 是 酒 数 fx)》 的 极 
慎 点 ， 则 曲线 了 Y=f(w) 在 点 “(x07 (x0)) 切 线 和 斜率 等 于 零 、 基 切 
线 平行 于 x 轴 ， 如 图 5.,1 示 ， 

证 明 ” 仅 就 极 大 值 (f(xo) 安 fx)) 的 情形 来 证 明 ， 

条 件 (2 ) 就 是 f (x) 存在 ， 即 

f(x) = (x) = fix) 
成 立 ， 
而 x) 守 Fx)， 获 x) -xs0. 当 任 意 的 xE (x 一 
6) 时，x 一 x0， 则 有 
fx) -fxo) ~»0, 
一 
当 尾 音 的 xE€ (ro 和 +6) 时 ，x 一 >0， 则 有 
ff 0) 0 
极 操 极限 的 不 等 式 性 质 (定理 2,13 的 推论 ; 有 ， 
lim OT pe x) fx), 


im, bat! 一 | 


$03 


和 lim ff) -Poy = f(x) 0, 


一 Nx 


于 是 ， xy 只 能 等 于 零 ， 其 . 
xD =0, : 0 
定理 5.1 表 朋 ， 可 微 随 数 f(x) 在 点 x, 取 极 值 的 必要 条 件 是 ， 
Fx) 二 站 


二 中 人 和 值 定理 


定理 5.2 〈 洛 尔 人 中 定理 ) “如果 函数 满足 ， 

¢ 1》 在 闭 区 间 [a, 们 上 连续 ; 

(2) 在 开 区 间 (4; 引 内 可 导 ， 

(3) Fa) =f08), 
则 在 区 间 〈e， 好 内 至 少 存 在 一 点 上 ， 使 广 ( = 和。 

洛 尔 定理 有 明显 和 的 几何 意义 ， 如 图 5.2 示 , 对 于 满足 定理 三 
个 条 件 的 函数 f(x)， 在 开 区 间 (4a, 4 的 内 部 至 少 有 一 点 $5， 使 
得 过 阳线 了 (x) 上 点 惨 , 了 (5)) 的 切线 平行 于 * 轴 。 

证 明 因为 函数 (x) 在 闭 区 间 La, 从 上 连续 ， 根 据 $3.4 
的 最 和信 性 定理 3.7， 所 以 函数 (x) 在 La, 上 取 到 最 大 值 总 和 
最 小 值 w。 对 此 分 两 种 情形 来 讨论 : 


> 《tt 


t 

1 

i 
hb 

i 

1 

了 
.1 


图 5.2 
如 果 入 = 好 , 则 函数 x) 定 区 间 Fe 幻 上 恒 等 于 妆 散 对 ， 


名 ” 漠 尔 ! cle, 这 ,法 国 数 学 家 ， 1652—1719, 
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从 而 它 的 导数 户 (x) 在 这 个 区 间 上 必 为 罕 ， 帮 区间 (4 如 内 的 每 
-点 都 可 以 取 作 忆 :使 (2) = 0 

如 果 如 二 则 ， 则 型 与 关中 至 少 有 一 个 不 等 于 /(4) = 
了 A 引 ， 不 妨 设 训 夺 fa) = 了 ( 引 , 旭 函数 (x) 在 区 间 [s, 的 的 端点 
a 各 取 不 到 最 大 值 半 .根据 条 件 (1) ， 在 (4, 丰 内 至 少 存 
伍 一 感 $ 司 得 EE) = 夺 ， 于 是 对 任意 的 xE [5a, 扣 有 


T(E) Pf x)) 
又 因为 有 条 件 【2)》 、 拟 数 放 x}) 在 点 上 可 导 , 根据 费 尔 马 定理 ， 
有 了 (6) =0, 站 


定理 5.3( 拉 格 朗 日 必定 理 ) ”如 果 范 数 f(x) 满 足 ， 
‘1 ) 在 闭 区 间 Ca) 们 上 连续 ， 
(3》 在 开 区 间 (#, 外 内 可 导 ， 

则 在 tg, 四 内 至 少 在 在 一 点 5， 使 得 


/由 = - f(D 或 fb) -f(a) = fy (2), 


{5.1) 
搁 格 妆 日 中 值 定理 有 明显 的 几何 章光 。 如 图 5.3 示 ， 公 式 
(5.1) 指出 ， 连 接点 4(e，Fe)) 与 点 BF 的 ) 的 荡 双 再 


的 斜率 上 外/ 中等 于 曲线 =f(x) 上 菜 一 点 PC8JCE)) 的 


线 工 的 斜率 。 
证 明 作 辅 助 活 数 色 


p00 sf 60 -Fa - OLD). 
由 于 画 数 作 x) 满足 定理 的 条 件 《 1》 和 《2 ) ， 而 县 西 堵 p(x) 
由 汕 数 (x) 与 一 个 线性 函数 玫 人 -Ce (x - 和) 之 着 所 构成 
因此 p(x) 满足 洛 尔 定理 的 前 两 个 条 件 ， 当 用 x=a 和 x=5 


(DD 拉 格 裔 日 ，]Jagrange，J. 山 ,法 芋 数 学 家 ，1736 一 1813 举 。 
加 ”关于 辅助 耳 束 ， 详 见 本 音 捕 面 的 “ 绞 图 "” 。 
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[村 5,3 


-代入 g(x) 时 ， 得 pfa) = po 的 =0， 即 w(x》 又 满足 洛 尔 定理 
的 第 三 个 条 件 ， 于 是 在 《ce， 分 内 至 少 存在 一 一 点 $5， 使 gr'(6) = 
0。 又 益 为 


yp'{ x) = (x) 一 /A9, 


所以 有 

pr =1"() - LO 0, 

b) ~ r 
m8).. | 
公式 《5.1) 叫做 拉 格 朗 日 公式 。 它 在 微分 学 中 吝 有 极其 

重要 的 地 位 ， 今 后 将 不 止 一 次 地 应 用 它 ， 下 面 给 出 拉 格 裔 日 公 
式 的 另外 两 种 形式 ， - 
”如 用 x 代替 4s， 用 x,。+ 2x 人 代替 5， 则 有 4 一 a 这 时 公 
式 〈5.1) 可 改写 成 

Fe t Ax) -xD = FE LA (5.2). 
其 中 位 于 w 与 加 + Ax 之 间 ， 
~， 有 时 把 点 二 写成 

E = x, + Ox, 
其 中 的 9 是 介 于 0 与 1 之 间 的 某 一 个 数 ， 于 是 公式 (5.2) 又 

BO6 


厅 改 号 成 
Fxot AAx) fx) = C0 tx) dx, 0 
{5.3) 
在 $4.3 的 例 1 中 曾 指出 ，“ 常 数 的 导数 等 于 零 ”。 它 的 首 
命题 也 成 立 ， 即 
推论 1 如 果 函 数 f(x) 在 (z， 内 有 了 '(x) 志 0， 则 在 
(a 加 内 f(x) 为 常数 . 
证 明 在 区 间 (<, 人 引 内 任 取 两 点 x 之 x:， 显 然 函 数 (x) 在 
闭 区 间 [x xs 上 满足 拉 格 朗 日 定理 前 条 件 ， 因 此 有 
xD 一 xD = (Ex, — x EE (xs %;), 
出 己 知 条 件 知 ， 对 任意 的 x {4,5)， 有 J '(*x) 二 0, 于 是 
Fx) fix) =0, Bp fox) = 7 (x), 
由 于 x,，x; 的 任意 性 ， 就 证 明了 函数 在 C4, 5) 内 为 一 常数 ， 口 
推论 2 如 果 对 任意 的 xE (ee 人 用 (x) = 8"(x)。 则 在 
《2 人 内 有 xy) = &(x) +e Ce 为 一 常数 ) 。 
证 明 令 p(x) =J(x) 一 g(x}， 由 是 设 知 
Px) = fx) — £2' (tx) 二 0, 
再 根据 推论 1 知 ，pPkx*)=e Ce 为 一 常数 ) ， 于 是 有 
fw) = (x) + ee, 口 
推论 2 表明 ， 两 个 画 数 ， 如 果 导 数 相 等 ， 那 么 它们 之 间 只 
匡 一 个 常数 , 
定理 5.4 { 柯 西 定理 ) ”如 果 两 个 水 数 p(x) 和 (x) 请 足 ， 
《1) 在 闭 区 间 [oa 为 上 连续 ; 
(2 ) 在 开 区 间 (e 分 内 可 导 ， 
(3) 在 开 区 间 (4 从 内 px} 二 0 
则 在 开 区 间 (e, 分 内 至 少 存在 一 点 号 使 
pO a) _ ps 
PO- pa) p's) 
证 明 首先 应 当 指出 ， (5.4) 式 前 左 端 分 母 p(5) -gp(a) 
六 0。 加 假设 gp(0) =0， 即 p09) = pp( 站 p(tx) 职 满 足 


307 


‘b.4) 


洛 尔 定理 的 所 有 有 条件， 因此 ， 在 〈e, 且 内 至 少 存在 一 点 ,使 
qn = 0， 这 与 已 知 条 件 〈《3 》 相 了 矛盾 , 
与 拉 格 庆 日 定理 的 证 明 类 似 ， 在 此 引进 辅助 函数 


用 (4) _ 
FC) = 80) 9) py (9(x) ple)), 


因为 函数 p(x) 和 q(x) 都 满足 洛 尔 定理 的 前 两 个 条 件 ， 又 
根据 辅助 函数 上 (x*) 的 构成 形式 ， 遍 以 知 函 数 F(x) 也 满足 洛 尔 
定理 的 前 两 个 条 位。 将 x = a 和 x = 分别 代 入 上 (x)， 得 F(a) = 
F(5) =0、 因 此 ，F(x) 满 足 洛 尔 定理 的 所 有 条 忻 ， 故 在 a, 坟 
内 至 少 存 在 一 点 #， 使 FE) = 0。 又 因为 


’ | ps) — pa } 
OB gg)” 


所 以 有 


For SpE) BE) Pa) poey 
(= -py (ES) = 0， 


移 项 得 
ps) pe) _ PE) 


pq) gp) | 0 
柯 西 中 值 定理 的 几何 意义 也 是 比较 明显 的 ， 只 不 过 将 定理 
中 的 自 变量 x 改写 成 /于 是 ， 
{ = pt 
了 =, #4, 


_， ay POD ~ ea) 
看 作 某 条 曲线 的 参数 方程 这 时 一 0 一 Geay 表示 联接 曲线 


两 端点 4， 了 前 攻 的 斜率 ， 而 -全 (2 表示 这 个 曲线 上 菜 一 点 


cpfe P(E)) 的 切线 斜率 (如 图 5.4) 。 公 式 上. 表明 ， 在 
定理 廊 给 的 条 件 下 ， 由 参数 方程 表示 的 曲线 上 至 少 存在 一 点 c， 
使 之 过 这 点 的 切线 平行 于 联接 端点 的 张 4 中， 
当 pl) =+ 时， 原来 的 参数 方程 变 成 
3 


Blpiby dtp) 


<= ， 
人 a 
或 =r) 2 
这 时 公式 (5.4) 就 变 成 公式 (5.1) 了 ， 因 此 ， 柯 西 定 理 基 拉 
格 朗 日 定理 的 推广 。 


例 1 不 用 求 出 少数 
T(x) = (x —1) (x—2){x— 3) 
的 导数 ， 证 明 方 程 f'(x) = 0 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 
证 明 ”由 于 函数 jx) 在 区 间 [1,2] 和 [2, 3] 上 连续 且 可 
性 ， 丸 有 /DD) = 了 (2) = 了 (3) = 0， 因此 函数 了 了 (x) 在 区 间 [1, 纺 和 
[2, 3 上 满足 洛 尔 定理 的 所 有 条 件 , 故 存 在 点 与 和 :5 (之 5 之 2 之 
上 之 3)， 使 之 
f(t£) =7" (6) =0, 
弛 方程 六 (xy = 0 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 
例 2 证 明 方 程 忆 -3x+r=0 在 区 间 [0,10 内 不 可 能 有 两 
个 不 相等 的 实 根 ， 
证 明 设 了 x) =x -3x+r 有 


中 好 


(x) = 3xz 一 3 
训令 1x) =3x: -3= 人 0 解 得 = 土 1 则 x=1 是 方程 六 (xz) = 
在 区 间 z0, 1 上 很 ， 于 是 方程 六 (x) = 0 在 (0, 1) 内 万 实 根 ， 
假设 方程 x; -3x + c=0 在 [9,1) 内 有 两 个 不 相等 的 实 根 x， 
与 x;; 日 x < 即 六 xx =0, (x) =0. 显然 ,函数 请 (x) = x 一 
3x + 在 区 间 Cxi, x;] .上 满足 洛 尔 定理 的 条 件 ， 故 存在 一 点 
E(x x1)， 篇 
Fé) = 0, 
即 方程 f(x) =0 在 区 间 Cx xy: 内 【当然 也 在 区 间 (0,1)》 内》 
存在 … 个 实 根 & 与 方程 /'(x) = 0 在 (0, 1) 内 无 实 根 矛 盾 ， 于 是 
方程 x* 一 3x +z=0 在 [0, 13 内 不 可 能 有 两 个 不 相等 的 实 根 ， 
例 证 明 不 等 式 
全 in eb, 0<4<e。 
证 明 设 f(x) =lnx， 显然 它 在 闭 区 间 [t saJ 上 连续 ， 日 
在 开 这 间 (, 4) 内 可 导 。 应 用 拉 格 朗 日 定理 得 


lne ~ ling = 主 (4-6)， 


其 中 总 人 (总 四。 
1 1 1 阳 人 一 用 a—# 
由 于 一 < 故 得 <lng~— ln + 


果 


即 ln < 


4 6 
例 4 证 明 尽 等 式 
arctgx = arcsin— es ,XE(-00, +o0), 


证 明 设 f(x) = afctgx 一 arcsin ~ 。 上 内 须 证 省 x 
lL+x! 


和 (~oo +00) 时 ，f (x) = 0，。 因 为 
f(x) = (arctgx)!' ~ (arcsin -二 ) 


wl+x! 
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1 1 


i+x: 1+x? 


根据 定理 5.3 的 推论 1， 所 以 在 区 间 (~ co, +co) 上 ， f(x) = 
“人 是 一 带 数 ) 。 又 因为 


。 个 
{0) = aretpgd -- arosin -一 一 二 改 ， 
/ 8 JI 
即 当 x=0 时 ，f(0)=c=0， 得 
f(x) = arctgx ~ arcsin 7 二 = 1 
省 arctgxy = arcsin 一 — 
Bx -万 


例 5 如 果 函 数 (x) 在 E0,19 上 可 导 ， 甘 fCx)| 之 1， 则 
lim f(#)=f0). 

证 明 已 知 f(x》 在 50,1) 上 可 导 ， 故 函数 (x) 在 区 间 
[0, 汪 | 上 连续 ， 且 在 ( 0 , 革 ) 内 可 导 (z= 1 2 ……)》， 根据 拉 
糙 衣 日 定理 ， 存 在 所 E ( 0, 一 )， 使 

1 (三 -Ko -7 (LT -0), #=1, 2 


即 f(t)-f00) = 二 GD 
由 条 忻 | 了 Cx} 之 1, 知 
| (=) -f/f (0) -1 (Eo) < 一， 


当 n>oo 时 ，f (二 )> /0)， 即 
li f (5) /60). 


$11 


例 6 如果 函数 x) 在 区 间 50,1Y 上 连续 ， 在 (0,1〉 内 可 
导 ， 溃 在 杰 E00,1)， 和 个 
人)=25C701) 一 FOOD 。 
证 明 证 法 1 作 辅 助 函 数 
px) = tf) OI ~ fx), 
由 于 有 5$ (1) = (0) = 一 0), 因此 函数 tx) 在 区 间 [0,1] 上 满 
是 党 尔 定理 的 条 件 ， 玫 是， 存在 点 SE 00, 地 ,使 or 人 =0 即 
yp (E) = 280 Ff(1) — £100) -£'(E) =0, 
得 
f= 2 FD = AO) ， 
证 法 2 设 SCx)=x 于 是 ， f(x) 和 g(x) 在 区 间 [0,13 
上 和 连续， 在 (0,1) 可 导 ， 且 在 (0,.1) 内 ， gg'(x) = 2x 关 0， 根 据 
柯 西 定 理 ， 站 在 上 E (0, 1)， 侦 


7 了 DO (CE) 
让 


得 
££) = 2EC F014) -六 0 
3 5,2 洛 比 达 法 则 


在 第 二 瘟 里 ， 我 们 曾 讨论 过 两 个 无 穷 小 量 〈 或 无 穷 大 量 ) 
之 出 的 梓 限 ， 例 如 ， 


本 节 将 介绍 一 种 简便 而 有 效 的 求 不 定 锰 《 (或 衬 ) 的 极 恨 的 方 
法 ， 这 就 是 所 请 的 洛 比 达 法 则 。@ 


山 洛 比 过， 工 H0spital,G,F， 法 同 数 学 家 ， #661 一 1704 年 ， 
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一 不 定型 的 求 值 法 


定理 5.5 如 困 求 数 f(x)} 和 g(x) 满足 ， 
(1) lim fx) = limg (x) = 


(2) 在 点 4 抽 某 个 名城 册 “但 点 a 除外) 处 处 可 号 ， 入 
Sx) EO 


(3) lim f 万 人 9 存在 。 


则 lim 了 8- 也 存在 ， 且 有 


A _ Ftx) 
lim Lx) = lim ey 《5 .5》 


证 明 和 《可知 ， 点 4 或 是 fx} 和 #8 (x) 的 连续 
点 或 是 可 去 间断 点 。 当 a 是 连续 点 时 ， 有 f(a) = g(a) = 0; 当 
a 是 可 夫 间 断 点 时 ， 可 以 通过 补充 定义 或 改变 点 4 的 梢 数值 的 
方法 ， 使 之 这 两 个 少数 在 点 a 处 连续 ， 这 只 须 令 f(a) = g(4) 
= 0 即 可 ， 

再 根据 条 件 〈《2 ) 可 知 ， 范 数 六 x) 和 g(x) 在 点 a 的 某 个 
邻 域内 处 处 连续 ， 

没 x 为 该 名 大 内 的 任意 一 点 《但 站， 在 以 x 和 4 为 
点 的 闭 区 间 上 ， 函 数 ftx) 和 5(x)? 满 足 柯 西 定理 的 所 有 条 件 ， 


xD f(x) -f(a) _ A) 
E(x) gx) 一 ga gy 
其 中 的 # 介 于 x 与 ax 之 间 〈 这 里 前 8 (xs 六 否则 有 xD) =0, 
及 8fa) = 人 0 应 用 洛 尔 定理 可 推出 与 &'(x) 和 所 0 相 忒 拓 的 结论 )， 
当 x->a 时 ， 也 有 ->a， 注 意 条 件 (3} ， 则 有 
， ,Fo EY) x) 
lm ey lm rs lm rey < 


定理 5.5 表明 ， 当 lim -re 存在 时 ， lim A 也 在 
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在 ， 上 是 相等 ， 这 是 通过 导数 比 的 极限 表现 不 定型 极限 的 一 种 


简便 方法 。 这 个 法 则 对 于 x-=>ce 的 过 程 也 有 类 似 的 定理 ， 
定理 5.6 如 果 函 数 /(x) 和 f(x) 满 足 ， 
(1) lim f (x) = lim g(x) = 人 
{ 2) 在 区 间 (t, + ec) 上 处 处 可 导 ， 且 gr) 人 
.ff'tx) 
(3) lim 存在， 


则 lim -Go 存在 ， 且 


h fx) ftx) 
pt F(x) £ Cx)" (5.6) 
证 明 设 x= ， 当 > 一 +o2 有 时，f>0+0， 此 时 条 件 (1) 
变 成 


iim f(T) -lim,s (F)=0 
根据 复合 函数 的 可 微 性 ， 杀 件 〈《 2 就 变 成 函数 了 (了) 和 
8 (十 ) 在 点 0 的 某 个 右 邻 域 0,6) (6>0) 内 处 处 可 导 ， 且 
中 (js 条 件 ( 3 ) 变 成 
fl 
lim .一 7 () 


人 


存在 ， 于 是 ， 洱 数 帮 (二 ) 和 (二) 满足 定理 5.5 的 所 有 条 件 ， 


应 用 公式 (5,5》 得 
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WO A 
a CE) 0 


| (x) 


一 十 吕 E(x) stm FOX)" 


_ ， jncosx 
例 1 求 lim 一 


和 一 中 


解 因为 lim incosx=limx= 0 所 以 是 人 型， 由 公式 


(5.5)》 得 
SI 和 区 
lncosx (lnceosx)” COSx 
i 一 一 一 = 
i li 
-arctgx 
例 2 求 lim 二 一. 
十 1 
Pe 


解 “ 它 是 8 型， 出 公式 (5.5) 得 


arct Ey (3 一 ATCE *) 
1 名 。 本 吕 


lim < 一 一 = 芋 全 
居中 十 党 1 站 me 中 十 (+) 
~ x 
1 。 一 
,+x x 
=lim 一 + -im 一 一 一 一 
Ek 1 和 有 一 中 1+x " 
x 


lnsinx 
例 35 求 lim err 
解 它 是 9 型， 由 公式 (5.5》 得 
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lnsinx 1 (lnsinxy’ Lim 一 Cigx 


mn Cx Dx) 六 4 一 2X)” 
对 


Ii 
I (x x)? 


二 一 


不 难 发 现 ， 上 式 的 右 端的 极限 又 是 富 型 ， 青 次 应 用 公式 (5.5) 
得 


jim — Ctgx 《一 Ctgx)》， 。 CSC 
-了 {xr — 2x) 一 dr on 一 


= ji -1 ,1 
TS1D 8° 
于 是 有 
， In Siaw i 
] 一 一 一 -一 
ws (ra 


- 销 3 表明， 确实 存在 这 种 情况 ， 极 限 lim -Co 是 理 ， 


应 用 一 次 治 比 达 法 则 之 后 ， 极 假 lim -ri 又 是 再， 如 果 


f(x) 与 go 在 点 “部 域 满 下 定理 5.5 的 条 件 ， 晶 lim 存 


在 ， 别 可 再 次 的 庶 用 洛 比 达 法 则 ， 得 
A) =lim fx) f(x) 
《 


ne BW) me BU) se ETO) 
更 一 般 地 ， 如 果 lim (0) 1im £9,.., lim /人 n(x) 


Ex) Wx) ?ee Bx) 


* 4 


崩 为 车 型 ， 有 lim 疙 ce2- i 存在 ， 则 


i HO) n(x) 
LD en gy 


， BE we 二 
例 4 求 lim 2 


Drol te we + er det* + Dor 


解 ” 原 式 =lim 


3 一 

， 2 区 人 一 8 人 十 入 二 区 (5 ) 
一 ] 一 a 

ve 3Ce* ~ 1): 0 
= Llim .2 + 3 tl 

3 <- Serer— 1)e” 

1 2x8z 一 8 十 1 1 0 
-Hn 

6 一 上 上 0 本 


etl 1 
“一 .1im 一 . 
一 市 一 荆 有 


二 


1 1 
6 
二 lim Dre + er i 


丰 二 地 FE* El 站 


二 不 定型 从 的 求 值 法 


定理 5.7 ”如果 函数 f(x) 和 & (x) 满足 ， 
(1) lim fx) = 00, Him EX) = oo 


《2) 在 点 4 的 菜 个 令 域 内 《但 点 a 除外 》 处 处 存在 导 
数 ， 自 志 (x) Ae0, 


(3 ) lim 和 存在， 


则 lim /0 到 cy 也 存在 ， 且 


， fx) fx) 
lm S(tx) = lim L(x) 
本 和 定理 的 证 明 从 略 ， 


对 于 x 一 00, 自 lim fx) = oo， lim g(x) = So 的 捕 吕 也 
类 似 的 定理 ， 这 里 不 表 重 述 ， 


. (5.7) 


$17 


lim tx 
例 5 求 a Ig 


解 “ 它 是 衬 型 的 ， 由 公式 (5.7) 得 


1 
ED 
lim BX -lim cour -lim cos3x (0 型 ) 
三 tB3% 4 号 :于 CO 站 0 
GOB3 


~ 6coOs3x* sindx _ ]; sinGx 
“COsxsinx 了 sin2x 
也 


四 一 
0 
全 型 ) 
_ dim Gcosbx _ 
四 


RT 


-6 
-a=3,. 


例 6 求 lim 二， a>1, a>0, 


解 ”由 于 az 所 以 当 x->+o 时 ， 该 极限 是 部 型 的 ， 用 
洛 比 达 法 有 


。 全 。 [id 
litm ba = lim Co 
中 二 4 贡 王 十 晤 a*lna 


不 难 发 更 ， 上 式 右 端 仍 是 二 型 的 ， 可 继续 使 用 洛 比 达 法 则 ， 且 


对 性 意 常数 a, 总 存在 自然 数 # 《 即 合用 次 比 达 法 则 的 次 数 )， 使 
C-#cs0， 于 是 有 


jim im -Ca im SD e+ 
和 arlna Pe artlna)” 


三 和 办. 


三 ”其它 不 定型 的 求 值 法 
除了 上 述 两 种 类 型 外 ， 还 有 不 定型 0'ocy oo - co 0，1， 
918 


or 等 
{1) 当 x -gg 《或 x 一 co 时 ， 如 此 fx) 0, E(x)—00, 
则 由 Fo.gCo = -GD 或 f(x) ,2(x) = 2 可 将 不 定 
E(x) Fx} 
型 0.ce 化 为 不 定型 全 或 不 定型 学， 


(2) 当 x-ra (或 x-*09) 时 , 如果 (x) 一 o0, gx 一 oo 
则 由 


i 
Cx Cx) 
f(x) — g(x) = ~ 8) /0 7 
x) Ex) 
可 将 不 定型 co - oo 化 为 不 定型 了 
(3 ) 对 于 不 定型 0，1", co*， 可 改写 为 


Cf ry I rs = FEXI" le 


将 它们 化 为 不 定型 0.oo, 通过 (1) 又 可 化 为 人 型 或 空 型 


自 于 上 述 五 种 不 定 午 均 可 化 成 语 型 或 衬 型 。 因 此 ， 求 它们 
的 极限 也 可 用 党 比 达 法 则 。 z 

例 7 求 lim xlnx， o>0. 

解 ” 关 为 它 是 0.co 型 ， 通 过 xlnx = 革 将 不 定型 0 


2 


化 成 不 定型 二 ， 记 以 应 用 洛 比 达 法 则 得 


1 
: .ln , x 
lim x°lox =lim -=lim > 关 
二 5 rt — Ox 


A 
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。 1 
= lim = 人 0, 
x 


例 8 求 lim (二). 


x SiN 
解 ” 由 于 它 是 co -~ ce 型 的 ， 通 分 
1 1 x— sinx 


十 


SiNnx ww SIN 


它 是 和 型 ， 因 此， 应 用 洛 比 达 法 则 得 


， 1 1 一 Sillx 

豆 一 心 Si mw E TT 一 自 加 纺 有 和 

1 — COSY -lim 1 总 = 
sd SINYw+ XCOSx 人 


例 9 求 lm x*。 


站 一 站 十 自 
解 ” 因 为 它 是 "型 ， 由 于 x"=e* 所 以 有 
lim we lim er = ote 
二 于 让 十 站 和 一 朋 十 只 


赎 情 了 ， 关 lim xlnx= 得 


lim x*= t=1, 
一 者 十 日 


Wh 


_ 卫 
A 本 | 二 党 
下 也 时 


2 sinx 证 
解 ” 因 为 它 是 "型 ， 由 于 (2 玉 )“=。 
所 以 有 


_ 1 Li Li 量 1 和音 
: Sa LE 
lim (2) = 。 
于 下 生 = 
LT 可 二 下 司 血 下 一 自 寺 本 本 
而 lim ln im Br 
Lm x 向 一 用 py 


. Coaxw ~ Si x 
一 lm a 
有 x31 % 


#20 


= |im 一 Slix 
wt {2931llx + weosx) 


= lim 


1 
和 (3COSx — WSinx) 有 


例 11 求 lim 《ctgx)es 。 
解 。 因 为 它 是 co 型， 由 于 (ctgx) = 
所 以 有 


1 im -1 [er 
lim (ctgx) Lay -- tn ， 
Nr " 
， lne 一 
而 lim CtBY lim ~ ee 
上 一 自 十 站 x Po | 
kN 
杖 而 有 
工 


1 
lim 《ctgxyoz=e = 一 ， 
天 一 十 


上 上述 诸 例 表明 :， 求 七 种 不 定型 极限 ， 洛 比 达 法 则 是 一 种 入 
便 而 有 效 的 方法 。 因 此 说 ， 洛 比 达 法 则 是 求 不 定型 极限 的 有 力 
工具 .然而 ,对 基 些 不 定型 的 极限 , 使 用 洛 比 达 法 则 也 并 非 简 单 ， 
。 2 一 
例 12 求 lim ne 
解 用 洛 比 达 法 则 求 . 


， 上 一 gin 。 EE Ce 
lim 站 一 Ti 一 
x ss -Cos 


_ Jim ET COa Nw 十 erinigin x 
wp 1- ' six - 


B21 


= lim ErptinsCOS 十 painr'2StnNCOSX 十 erinsCOSxSinx 十 人 nsCOSX 
上 一 是 COSY 


自 四 上 a 
lim ( 本 十 etinrsllN% J ilorcoOs x 十 ca] 


让 一 二 COSY 
二 1, 
用 通常 方法 求 ， 
Jim EC Fn Jim pinx en 
wp Xi x x — Sinx” 
如 令 3 了 =x-sinx， 册 有 
大 一 让 RE 。 - 
im lim .5 的 例 6)， 
wt 了 ~ 
于 是 
x nfnx , , Ee 
lim 7 = lim enn 一 
sb 一 人 人 下 一 由 x — SI1NX% 


例 12 表 明 ， 确 实 存 在 这 样 的 例子 ， 用 洛 比 达 法 则 求 其 极限 
还 不 如 用 遵 明 方法 简便 ， 


x sin 一 
例 l3 求 lim 一 sr 
解 ” 不 能 用 治 比 达 法 旭 求 。 否 出 
xzsin 圭 
x 
1 一 一 一 一 
i Sifix 
2xsia 工 一 cos 工 2xsin 工 cos 工 
x * x 
一 lim~—— 一 lim 一 lim 一 一 一 一》 
Pe CO 二 和 心心 总 忱 证 -和 CO 
丽 等 式 有 端的 极限 不 存在 。 但 是 ， 用 通常 方法 可 求 得 ， 
so 1 
wt Hi-— 


时 有 虽 a 1 
lim ——oO— 1 一 "lim (xsin>) 二 从 
> &1 位 区 s+ 1 Ey * 


例 13 类 明 ， 使 用 洛 比 达 法 则 是 有 条 件 的 。 此 例 虽然 是 2 型 
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的 ， 但 是 它 不 满足 定理 5.5 的 条 和 人 忻 《3 ) ， 所 以 不 能 使 用 洛 比 
达 涉 则 ， 


$5.3 亲 勒 公式 


南 于 有 理 整 函数 (〈 即 多 项 式 》 只 包含 加 、 减 、 先 三 种 运 
算 ， 所 以 在 初等 函数 中 它 是 比较 简单 的 ， 因 此 ， 用 多 项 式 近似 
地 表达 某 些 沙 数 ， 无 论 对 理论 研究 或 实际 计 算 都 是 很 有 意义 
的 。 如何 用 多 项 式 近 似 地 表达 某 个 已 知 函 数 ， 且 可 以 达到 任意 
精确 的 程度 ， 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 泰勒 公式 。 


一 ”泰勒 公式 的 引出 
在 84.7 中 曾 指出 ， 如 果 画 数 y=f (x) 在 点 x%, 可 微 ， 且 当 
<Ax=x 一 x 是 够 小时， 则 有 
fxr) Sf x0) +f x) x — on), (4.11) 
中 于 近似 公式 《4.11) 申 仅 合 有 (x 一 %*) 的 一 次 因子 ， 因 此 昌 
做 一 次 近似 会 式 ， 
上 式 表 明 ， 通 数 f(x) 可 用 (x - am)》 的 一 次 多 项 式 
Pew) = fix) tf (Cx) (x — %) 
近似 表 东 ， (x) 二 P(x}。 此 时 所 产生 的 误 鉴 是 较 x=x-%* 
的 高 阶 无 穷 小 。 即 
fr) = a ta xx) tollx ~ x)), 
其 中 的 =f x)， a = 让 (x)。 
如果 要 求 的 近似 程度 更 精确 一 些 ， 则 希望 函数 fx》 可 有 几 
(x 一 xi 的 二 钦 多 项 式 
二 二 人 (一 十 
近似 表示 ， 部 . 矿 z 二 PCx) 其 中 msoe 为 常数 ， 且 所 产生 
的 误 关 是 较 (x - xi): 的 高 阶 无 穷 小 ， 即 
二 


在 一 般 情 襄 下 ， 如 果 要 求 的 近似 程度 更 精确 ， 过 (x 一 *)" 


了 给 


都 需要 计算 ， 则 希望 活 数 j(x) 可 用 次 多 项 式 
Plx) = ta xo w+ a Oo x 
近似 表示 ， 即 f(x) 二 P,《x), 其 中 zo 4,…' a 都 是 常数 ， 上 且 
所 产生 的 误 靶 是 较 (x 一 x0)" 为 高 阶 无 究 小 ， 即 
fx = a ta ta + xx) "), 
(6B.8) 

现在 的 问题 是 ， 是 否 存 在 * 次 多 项 式 P,(x)， 使 之 与 沙 数 
六 之 关 是 较 (x 一 wx) 为 高 阶 无 穷 小 呢 ? 即 是 格 存 在 4+ 工 个 
系数 a a，… an 使 之 公式 (5.8) 成 立 呢 ? 如 果 存 在 ， 那 么 这 
8# 十 1 个 系数 与 国 数 六 xz 有 和 何 关系 呢 ? 

运 然 ， 当 因数 (x) 在 点 % 连 续 时 ， 在 公式 (5.8》 中 ， 令 
% =x% 得 

(xD 。 
当 通 数 六 sx) 在 点 xm 存在 一 阶 导数 时 ， 将 公式 (5,8》 对 x 求 导 
2 
令 x=x， 得 | 
d= (x0), 
当 虹 数 jx) 在 点 % 存 在 二 阶 导数 时 ， 将 工 曾 公 式 对 x 求 时 
了 (xs 二 Sci — 0) + + 

+ HN) da) 十 人 (人 一 


会 = 得 


炙 转 使 用 上 述 方法 ， 当 画 数 A(x) 在 点 *, 存 在 # 阶 导 数 时 ， 令 
二 商 晤 得 


4 = 了 了 Cxo} 
f#] | 


1 nt a] 
具 而 有 A =f {x,), | 二 二 人 zx， 好 -大 Se “3 -/ a . 


于是 ，(* 一 Xx) 的 # 次 多 项 式 
494 


tt 
Palx) =f(%0) Tf (Ne) 一 Xe + 一 Xo) 十 十 


本 
四 {xe) fx 一 
#1 


我 们 称 Petx) 为 函数 (x) 在 点 % 的 #2 次 泰勒 多 项 式 ， 


二 泰勒 公 候 
定理 5.8 如 果 函 数 x) 在 点 x 存在 直 蒜 * 阶 导数 中 ， 
则 对 任意 的 ”EUCxo 有 


上 
Tr) fx) tf (x) Cx — x,) Hx 一 3 十 … 十 


Cr) 
+ (x— wo (3,9) 


或 f(x) = P(x) + R(x), 
其 中 及 et = ottx 一 x0)") 称 为 皮 亚 诺 @ 型 余 项 ， 公 式 (5.9) 
称 为 窗 勒 公式 ， 亦 称 函 数 (x) 在 点 x, 的 # 阶 泰勒 展开 式 ， 
证 明 为 了 证 明 (5,9) 式 成 立 ， 具 人 须 证 . 
R, Cx) f(x) — P(x) 


lim = lim 
| 《2 一 了 | 机 wn tx 一 xoy” 


0, 


由 于 该 极限 是 了 型 ,为 了 重复 地 利用 洛 比 达 法 则 ， 央 此 预先 给 


出 ， 
R(x) = /x) — Ptx) 


=f (x) fx) I x0) Cx 一 六 x 一 


下 荣 体 严格 地 说 虚 当 是 ， 函 数 (7} 在 7 了 7，。 点 的 某 个 匈 域 U Lrys 关内 存在 
直至 3 一 1 阶 导 数 ， 因 了 CJ) 在 Ttrogy 内 大 在 | 且 函 惑 
了 (0) 在 点 zo0 程 在 4 航 导 艇 rngr 6 ， 


二 皮 亚 诺 ，QPeahoc, 人， 意大利 数学 察 ，1858- 一 1932， 
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【时 
一 sas 一 Cr ~ x 
A] 


RiCx)y =f (fx) fx) x) 


i fx,) Cx ~ x 


Cn— 1Y1 


tr) 
R(x) =f "(x) -A xn) — 下 x -xe 


RED x) = fox) ff DY) ~ DN) Cx x) 
fm) ia 
a %) Ey 

RED DC) ~ FEDw) ~ Ov) x — x,) 
六 为 有 R {xy 二 及 (Cx,) 一 及 Kx) 二 “一 有 Re 《xy =，, 以 及 
当 x-rx 有 时 ， 图 数 (x 一 x "上 太 其 直至 有-2 阶 导数 都 趋向 于 零 ， 
而 它 的 #~1 阶 导数 等 于 对 (xx-xJ， 所 以 重复 4- 1 次 地 使 用 
党 比 达 法 则 ， 将 得 到 

lim Ket lim Re (X) 


| tx -+ wa E #1 (x 一 Xe 


虽然 等 式 右 端的 极限 仍 是 二 型 ， 但 是 不 能 再 使 用 洛 比 达 法 则 。 


这 关 因 为 在 定理 条 件 中 只 钙 出 末 数 .fx) 在 邻 域 UKxw al) 内 有 
直至 # ~ :上 阶 导数 存在 ， 而 * 阶 导数 只 在 点 x, 存在， 所 以 函数 
R(x) 除 点 x 外 不 一 定 存 定 * 阶 导数 ， 为 此 ， 利 用 范 数 (x) 的 
# 阶 导数 定义 有 

上 只。 x) 


lim = lim i1[ fe 生 和 
时 -二 必 和 | Cw | im | 和 
-f(x)I=0, 
于 是 有 
lim ~) -= 0。 O 


ss (XC—~ Na” 
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特别 地 ， 当 x,=0 时 ， (5.9)》 式 成 为 


x) = 0) tf (0) x tt :++ a x" + olx"), 


(5.10) 
这 个 公式 称 为 马克 劳 林 外 公式 ， 
例 1 求 函 数 /x) = 2 的 马克 劳 林 展开 式 ， 
解 因为 了 Gx) = 了 Gx) = "(x) =…=f (x)= er 所 以 
(00) =f "00) =1" (0 = =f 0 = =1, 
让 公式 (5.10) ， 得 


站 请 
4 二 十 % 十 之 -十 避 十 十 Kx 人， 
21 放 | 


例 2 求 画 数 f(x) = sinx 的 马克 劳 林 展 开 式 . 
解 ” 因 为 f(x) = sinx, "(x)= sin(x+ 下), fx) = 


sin( 二 » 3 fx) = sinf x + 小 


遍 愉 有 f= FOD=1, 00 =0 00 = -1, 
+0) = 了 ”人 出 公式 (3, 10) 昌 得 


， Ww 
1 二 一 -一 二 十 ， 晴 到 全 十 生 
Sinx =% 3 + 7 +《—1) 人 十 中 [2 
图 理 可 得 
人 Pr x 
eo =1~-s- 寺 二 一 "十 者 29+1 
a ), 


愉 助 于 革 4.8 给 出 的 痢 函数 和 对 数 函 数 的 高 阶 导数 公式 


(Cx) a (cz 一 人 ye -= 家 we 


nD, 


和 马克 劳 林 ， 计 gclaurin, 吕 .英国 数学 家 ，i638 一 1764， 
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不 难得 到 ， 虎 数 《1+x7) 和 inft+x) 的 马 死 劳 林 展开 式 ， 


(1 +w)*=1+axi 2 十 "证 


4 1)， 7 # tT) ox? ), 


| 2 4 i ww" 
n(x + t+ CC—1) mr 


+ otw"), 


三 泰勒 公式 的 余 项 
上 诺 亚 诺 余 项 仅仅 表明 了 ， 在 x-xw 的 过 程 中 余 项 P,(x)->0 
的 极限 状态 ， 即 一 种 定 福 的 描述 ， 然 而 ， 对 给 定 的 x， 用 多 项 
式 Ps(x) 近似 地 表达 A(x)， 其 误差 到 底 有 多 大 ， 能 否 达 到 预 先 
指定 的 精确 程 庭 ， 皮 亚 诺 余 项 解决 不 了 这 个 问题 ， 为 此 有 必要 
进一步 的 对 泰勒 公式 的 余 项 R(x) 作 定量 的 研究 ， 
设 消 数 f(x) 在 含有 点 x, 的 某 个 开 区 间 (a, 5》 内 存在 直至 
#+IL 阶 连续 导数 ， 由 泰 盘 公式 ， 有 


fx) =f (x0) + ex- so + ed (Xx): 


+ 年 下 二 + (x Co wa)’ + Rx}, 
5.11) 
Cx 一 区 
仿 Rlx) = wn!p Q(x), 


其 中 是 任意 正 玫 地 于 是 ， 《5.11》 式 可 写 为 
fx) = f x0) ti) ee (x x0). 0 


Lm - 
十 wa= re 
zi 


[ 划 
TT Q(x), (5.12) 


nlp 
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作 辅 助 耳 数 


FD: = (|f0 + 9 w+) 


+ epe pe -0 (x)], 
(5.13) 
其 中 x 是 常数 。 在 以 x 各 x 为 端点 的 闭 区 间 上 讨论 函数 (1)， 不 
玲 丰 到， 函数 FO) 在 以 x 和 和 x。 为 端点 的 出 区 间 上 连续 ， 在 开 区 
间 内 可 导 ， 且 由 《5.12) 式 ， 有 
Fix) = F(x) = 0. 
应 用 洛 尔 定理 ， 在 x 与 x, 之 间 存 在 一 点 s&s， 使 
Fs) =0, 
下 面 计算 下 ( 站 ,出 (5.13) 式 ， 有 
FD = 一 六 (+ 0 — ee-) + 万 as- 


ee 由 号 


fo (1) pt dC 2 au- 
(x ~ 11) (人 x 


fID ,per 

全 有 i 0 x), 

_ 《人 (x + x- DQ) 
A | 


从 面 。 Fi) = -4 Ce- E+ + Qix) 
Lrc ene Q(x)3 
二 性 , 
因为 《 关 x， 即 x -天 0， 所 以 
— (x — AP fn) + Ox) =0, 
扼 Ox) = Cx EYP DYE) 


于 是 ， Ba) = 大 (ex (x Eett, 
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其 中 在 x 与 2 之 河 。 


正 整 数 了 的 两 种 特 珠 情况 最 重要 。 
当 P=#+1 时， 有 
人 i(E) a 
R(x) = 1 Cx — x0) 
fCxe thx 一 2 4 
或 R(t) i) 0 一 9 一 1， 
称 为 拉 格 朗 日 余 项 
当 p=1 时 ， 有 
Raw) = E(x) x" 
或 R(x)} Aux 一 Xe) (x _ x,)"+1(] _ By), 
0<0<1 
称 为 柯 西 余 项 ， 


在 公式 〈5.11) 中 ， 当 xi= 0 时 ， 并 取 拉 格 朗 日 余 项 有 
f(x) = 60) + (0) x + 4 + {CO 


fe) ns 
Ctl” 
其 中 的 5 介 于 0 与 x 之 间 ， 
在 公式 《5.11》 中 ， 当 #= 1 时， 并 取 拉 格 朋 日 余 项 ， 有 
fx) -xD = (x tO x) (xx), 0<b<l 
它 与 公式 (5.3) 完全 一 样 。 因 此 正 象 本 章 开头 所 说 的 ， 泰 勒 
公式 是 微分 巾 秆 定理 的 推广 
姓 3 求 函 数 1(x) =e* 的 带 有 拉 略 朗 日 余 项 的 马克 劳 林 展 
开 式 ， ， 
解 ” 因 为 3x) = 后 所 以 0 +x) = 9 0 < 
利用 例 1 的 结果 有 


* XX ei 
ez 二 二 和 十 一 十 十 一 十 一 一 一 -一 
~ 21 nl ‘二 + 1)1 


(5.14)- 


xi OO, 
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pr 


当 x 在 函数 = 的 定义 域 中 任意 给 定 后 ， 
有 


go 
wt 一 
lim Rtx) = lim Tr 0, 


泰勒 多 项 式 P(x) 之 差 可 以 充分 小 . 
特别 地 ， 取 x=1， 则 而 
1 1 8 


“二 于 + 十 下 十 …: + 下 + 人 Ti 0<0<1, 
5.15) 
应 用 公式 〈5.15) ， 可 以 得 出 * 的 近似 值 。 因 为 
RD)=- 一 3 


《名 十 1) 【站 十 工 ) 
当 取 # = 9 时 ， 所 以 有 


RiCGD < = 3 <O.000001, 
六 算得 
1+1+ 工 + 工 二 2.718281， 
2 出 


用 这 个 数值 代 之 :。 其 误差 不 超过 0.000001， 
例 4 求 函 数 jf (x) =sinx 的 带 有 拉 格 朗 日 余 项 的 马克 劳 
林 展 开 式 ， 


解 ” 因 为 T(x) = sin| X 十 【2 + 3) 台 ] 
-sin|x+fe + 本) ]， 


所 以 人 ren = sin| gx 十 (7 +t) ]， 利用 例 2 的 结果 得 


x x NE 
nl -+t 一 
SiNx 二 只 ar T1577 + 《~—1)" TE 


+ RentitX), 
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了 而 + 了 3 
其 中 的 人 项 Rsi:(x) 二 ri 二 《站 +t) | 


= Cy" x cosgx，0<0<， 


《2 3 
对 任意 给 定 和 的 x, 有 
lim 及 :Kx) = lim CC—1)"* co cosbx = 0 


特别 地 ， 当 #= 人 0 时， 有 ， 
sinx = x， 其 误 益 不 超过 -这 一， 
洒 x=1 和 时 ， 有 
i ， 下 区 
sinxx 一 林 ， 其 误差 不 超过 8 
当 # 二 2 时， 有 
sinx 二 -六 + 污 ， 其 误差 不 超过 - 六 ， 等 等 ， 
图 5.5 给 出 画 数 (x) = sinx， 及 近似 代 悉 它 的 多 项 民 (二 
次 的 ， 三 次 的 ， 个 次 的 和 五 次 的 ) 的 图 象 《只 给 出 Lh 的 部 
分 ) . 
完全 类 似 可 以 给 出 函数 cosx，(1+x) ”1n(1+x) 在 点 w=0 
的 带 有 有 拉 格 朗 日 余 项 的 泰勒 展开 式 《 即 马 克 劳 林 展 开 式 ) ， 其 
结果 见 本 章 的 学 习 指 导 ， 
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一 ”内容 概要 

1 重点 及 世 求 

中 值 定理 是 微分 堂 的 理论 基础 ， 它 是 用 微分 法 研究 函数 性 
入 的 很 重要 的 定理 。 内 此 要 掌握 定理 的 条 件 、 结 论 以 及 定理 之 
间 的 联系 ， 要 较 熟 练 地 运用 这 些 定 理 证 明 有 关 问 题 。 在 这 四 个 
定理 中 ， 近 格 朗 日 中 值 定理 居于 重要 地 位 ， 

党 比 达 法 则 是 在 村 数 可 微 的 条 件 下 ， 求 不 定型 极限 的 有 效 
方法 , 因此 要 较 熟 练 地 运用 该 法 则 求 七 种 不 定型 的 极限 ， 然 而 ， 
洛 比 达 法 则 又 不 是 万 能 的 ， 一 方面 它 受 法 则 条 件 的 制约 ， 另 一 
方面 就 是 在 满足 条 件 的 前 担 下 ， 对 某 些 不 定型 的 极限 ， 用 洛 比 
达 法 则 求 还 不 如 用 通常 方法 求 简便 ， 因 此 读者 要 沁 活 的 掌握 ， 

泰勒 公式 是 用 宁 项 式 近 似 地 表达 已 知 荡 数 的 重要 工具 ， 
无 论 在 再 沦 上 还 是 在 实践 上 祁 是 重要 的 ， 并 要 掌握 不 同形 陈 余 
项 的 公式 的 条 任 ， 及 其 使 用 方法 。 

2 中 值 定理 之 间 的 关系 


当 二 (FT) = 工时 雪子 Coy = f(D 时 
7 执 烙 遍 日 定理 一 一 一 


pots) = yy 且 六 (07 = 5 时 | -人 
| 和 机 定理 | 一 定量 | | 红 尔 马 定理 


3 ”七 种 不 定型 之 间 的 关系 : 


a 
f°9 = | 
[二 村 | 
一 “和 | os | 
1 04 型 | 一 F 个 例 获 关系 1 _1 
二 一 一 fe ernt fn ~ f= . 7 
1- 弄 | 二 >| .oo 1 | -| 
- -~ - 一 = 一 
1 型， |o® |. -| 型 | 
I 一 


4 来 勒 公式 


TYTTTTTTTE 


| 当 fzy=0 时 


一 一 一 一 -| 皮 亚 诺 作 项 的 马克 劳 林 公 式 | 


泰勒 公式 | 一 [一 -一 | 拉 格 朗 片 余 项 的 泰勒 公式 
| 机 公式 | 下 扩 则 甩 名 机 风 关 机 公式 | 


当 3 二 站 时 


一 一 一 拉 屠 郎 卓 余 项 的 马克 劳 林 公开 | 
| 


| 当 z6=0 时 


一 一 一 一 - 计 柯 配 余 硕 的 马克 劳 林 公式 | 


2 ， _ 
一 + 十 :rr 一 上 tr) = DZ 


+ 二 二 Px) -一 再 和 = a 


{n+1}! 


1 — _ 


3 
PE “if 一 并 一 1 YD 
(2n+ 1)1 {2n + 3)1 


CoE 


? 三 时 时 本 二 
[ 建 要 赂 开 -leosr =1- 和 — Birr?) 站 攻关 < 是 


eb 
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pd ,1 zt 
人 Raeeitz) = (— De on Tat 


心 06 和 0 


EE 


{i 1 = 0 


oto- D(a-n+D) 
nt 
+ tT} 


PE _ i- 1 一 人 
Wi mt 1 
{1+ Dr)a—"-1l 


ln(i+) = -所 让 下 — RY oT) 


《了 Ry (x) 一 四 《2 


时 Ta*l 1 


= mnt! 人 二 7 


二 儿 点 说 明 


1 洛 尔 定理 的 三 个 条 件 都 是 重要 的 ， 如 缺少 其 中 的 任何 
一 个 ， 则 定理 的 结论 就 不 一 定 成 立 


例如 ， 冰 数 
/oO={ | 当 0 声 x 之 1 和 时， 
0, 当 x = 1 村 ， 


如 图 5.6 示 。 虽 然 函 数 (x) 在 区 [0 ，1] 上 满足 洛 尔 定理 
的 条 件 ( 3》 和 《 3 ) ， 伺 是 它 不 满足 条 件 《 1 ) ， 即 iim fx) 
= 了 A0) =0。 因 此 在 区 间 〈0 ，1) 内 不 存在 点 上 使 1'(6) 
二 站 

函数 fx) = 收 -1 和 xx 妇 1， 在 区 间 上 -41 上 满足 洛 尔 
定理 的 条 件 (1) 和 (3) ， 但 是 它 不 满足 条 件 ( 2 ) ， 即 在 
点 x = 人 0 处 函数 六 x) 不 存在 导数 。 因 此 在 区 间 《〈- 1,1) 内 不 存 
在 点 £5， 使 11(8)》 =0， 如 图 5.7 示 。 


He ph sl od EE 


沙 数 (x) = x，0<x<1, 显然 该 函数 区 闲 [0 ，1 3 下 满足 
洛 尔 定理 的 条 件 〈《tL ) 和 《2323) ,但 是 它 不 满足 条 件 (3)， 
即 (0) = 0 (1) =1， 因 此 在 区 闻 (0 ，1) 内 不 存在 点 # 
使 了 (6) =0。 如 图 5.8 示 。 

然而 ， 洛 尔 定理 的 条 件 是 充分 的 。 即 存在 这 样 的 阴 数 ， 洗 
尔 定理 的 条 件 均 不 满足 ， 但 是 ， 在 范 数 的 定义 域内 确 存 在 点 上 
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使 三 (有 =0， 例如， 函数 


| sinx， 0<x< 汪 ， 


1 =| _1 3 元 


如 图 5.9 示 .函数 f(x) 在 点 x= -区 -不 连续 ， 点 x= 是 函 


数 的 角 点 ; 且 /C0) =0,f(- 学 -)= -1， 即 洲 尔 定理 的 三 个 条 


件 部 不 满足 。 但 是 在 区间 ( 0 ，- 经) 内 确 存在 点 5= 过 杉 数 


4 
fw) 在 点 = 避 处 和 /1(8) = 


周 5,8 


.2 ”关于 作 辅 助 函 数 

( 1) 基本 想法 

我 们 知道 ， 拉 楼 郎 日 中 值 定理 的 条 件 较 洛 尔 定理 的 条 件 少 
一 个 端点 的 函数 值 相等 ， 即 fm) 去 1 (5)， 因此 不 能 直接 运用 洛 
尔 定 理 来 证 明 拉 格 良 日 定理 ,那么 能 否 构 造 一 个 辅助 隐 数 p(x)， 
向 之 党 尔 定理 的 三 个 条 件 都 得 到 满 是 呢 ? 如 果 可 行 ， 那么， 在 


区 间 (4 四 内 寻求 点 8 使 之 (5) = - 代 引 人 的 问题 就 转化 
为 在 区 间 (《4, 5) 内 守 求 点 使 之 9 (5) = 0。 这 如 是 作 辅 助 函 数 


Buy 


.9(x) 的 基本 想法 。 


J 


图 5,10 
(2) 具体 作法 
由 于 f(a) 关 /5) ,不妨 设 A( 引 之 f(a), 如 图 5.10 示 ， 
/的 二 人 (人) 是 曲线 上 连接 点 ACosf(a)) 与 BC6,f(2)) 的 市 线 角 
率 。 过 此 过 4， 召 两 点 的 直线 方程 为 
和 = Df ya) +f ta)., 


从 曲线 =J(x) 减 去 直线 就 得 到 我 们 要 作 的 辅助 肖 数 ， 即 


px) = fx) = =f 6) fe) HAD (ea 
旺 然 函数 pt x) 满足 洛 尔 定理 的 条 件 (3) ， gta) = 0，0( 芍 
三 站 
在 证 明 柯 机 定理 时 所 引入 的 辅助 商 数 ， 其 基本 想法 与 此 类 
似 . 
5 “再 说 柯 西 定 理 
我 们 知道 ， 在 袖 西 定理 中 ， 对 函数 yp(x) 和 y(x) 所 给 的 条 
件 ， 完 全 满足 拉 格 朗 日 定理 的 条 件 ， 那 为 什么 不 用 拉 格 裔 日 定 
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理 证 明 而 用 洛 尔 定理 证 明 呢 ? 如 果 对 函数 g(x) 和 #《x) 分 别 应 
用 拉 格 庆 日 年 理 ， 则 得 
OE) — Pla) = P(E 6 a), EE ta 6), 
Bb — Ba) = (E00) (ba), EE (a 6), 
从 而 有 
PE -pa) _ BEé,) 
PT 
不 难看 到 ， 这 里 的 中 和 间 值 8, 和 #; 未 必 相 同 ， 不 能 满足 公式 (5 ,4) 
中 的 中 间 值 上 的 要 求 ， 这 就 是 柯 西 定 理 的 优越 性 ， 
三 ”例题 选 讲 
例 1 设 函 数 f(x) 在 闭 区 间 [4, 站 上 可 导 ， 且 有 广 (e)， 
六 (为 扫 0， 则 至 少 咎 在 一 点 “E (a, 引 ， 使 之 ft) =0. 
基本 思路 ”利用 费 尔 马 定 理 证 明 ， 
证 明 条 件 了 (D0(6) < 之 0， 亦 即 (4) 与 户 ( 的 符 导 
相反 ， 现 仅 就 了 (ea) < 过 0，f'(5) >0 的 情形 予以 证 明 。 
六 (a) <0， 实 际 上 是 


JoO =lim A-HD co, 


根据 隆 数 极限 的 保 号 性 定理 2,13 知 ， 存 在 6,>0， 使 4 + <b, 当 
x 人 ta,#+# 时 ， 有 
fx) -f(a) 0 


一 


本 为 x - a>0， 所 以 f(x) ~ 了 f(a) < 之 0， 即 
fa) xE a, a t+) (1) 
f(D>0, 实际 上 是 
f "08) =lin 二 人 人 >， 
根据 浮 数 极限 的 保 号 性 定理 2. 13 知 ， 存 在 “> 和 使 4 -td, 
. 当 x 二 人 一 中 和) 时 ， 有 
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A ) ~ 


因为 x-8<0, 所 以 (x) 一 大 六 0， 即 
fx) FD), xE E06), (2) 
不 等 式 (1) 和 (2 ) 表明 ， 涵 数 乒 x) 不 在 点 a,5 上 取 
最 小 值 ， 又 因为 及 x) 在 Cs; 好 上 连续 ， 根 据 定理 3.7， 所 以 在 
区 间 《ew 全 内 存在 一 点 “， 使 之 ftc) 为 最 小 ， 另 外 ， 由 已 知 
条 件 知 ， 阔 数 x) 在 点 ¢ 可 导 。 由 并 尔 马 定 理 ， 有 
三 Ke) =0, 
同样 可 证 六 (a) 汪 90， 了 "05) <0 的 捕 形 。 
例 2 设 函 数 (x) 在 闭 区 疗 C4, 纪 上 可 导 ， 县 有 让 (过 
A< 有， 天 至 少 存在 一 点 ecE (4, 6， 合 之 (0) = jp 
基本 思路 ” 作 辅 助 函 数 g(x) =f (x) -ux， 对 通 数 ECx) 
利用 例 1 的 针 果 , 
证 明 作 辖 助 函 数 。&(x) =f/(x) - px。 由 于 消 数 f(x) 在 
闭 区 间 Ca, 如 上 可 导 , 因此 函数 &(x) 在 闭 区 间 [a, 刀 上 也 可 导 ， 
又 因为 了 (0) 之 j 之 1 了 (5)， 所 以 对 函数 8(x) 有 
Ea = a) -Ac 
和 #0) = 08) 一 有 0。 
这 样 ， 关 于 函数 (x) 完全 满足 例 1 的 条 件 ，- 于 是 在 《a, 把 
内 至 少 存在 一 点 “， 使 
CC) = 人 
即 了 《ce) = 人 
例 3 如果 方程 
A 人 
有 正 根 x,， 则 方程 
A dns= 0 
也有 正 根 x,， 且 xi< xx 
基本 思路 ”利用 洛 尔 定 还 证 明 ， 
证 明 设 瑞 数 (x) = 4x"+tax" + 不 难 计 
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算 ， 帮 0) = =0; 由 于 覆 数 f(x) 是 # 次 多 项 式 ， 因 此 在 闭 
区 闸 [0, xo] 上 连续 ， 在 开 区 间 0, x0} 内 可 导 。 这 样 ， 函数 1(x) 
满足 将 尔 定 理 的 所 有 条 件 ， 于 是 在 区 章 (0, x)? 内 至 少 存 在 一 点 
Xx， 和 售 

CD =0, 
亦 即 

(xD = HAN TI 二 《一 
Ox < 


例 4 如果 了 + 本 + 和 TeT=0 则 在 区 间 (01) 内 至 


少 存 在 一 点 xu 司 


dy + ae te =O, 


”基本 思路 ”利用 已 知 条 件 于 1 全 + +7T ”站 构造 


数 (x) = wx + + x"!， 对 函数 f(x) 在 区 间 [0， 


下 十 
二 上 应 用 洛 尔 定理 ， 
证 明 设 画 数 fx) = mx +t + 二 一 上 x" 不 难 计 


5 
算 ， fC0) =0 f(D =a+ 学 +…+e = 0 且 画 数 /xz) 在 


闭 区 间 [0,13] 上 连续 ， 在 开 区 间 ( 必 317 内 可 导 ， 即 满足 洛 尔 定理 
的 条 件 ， 于 是 ， 在 区 向 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 x。， 司 
f(x) = 0, 
闵 即 
六 (xD = 二 和 
例 5 设 z 是 偶数 ， 旦 ae0， 证明 x*+as= (x+a)” 仅仅 
当 x = 0 时 成 立 . 
基本 思路 用 反 证 法 ， 再 利用 洛 尔 定理 导致 入 拓 ， 
证 明 强调 # 是 偶数 对 结论 成 立 是 必要 的 , 否则 x= ~a 也 
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俩 x + 三 = x+ 的 1 证 ， 

现 证 有 明 x”"+a"= (x+en 仅 当 冯 =0 时 成 立 ， 用 反 证 法 ， 
假定 有 % 隆 0( 和 且 不 妨 设 %% 守 0)， 使 x 了 97 = (x+ 的 ”成 立 ， 
在 阁 区 间 50, xoJ 上 研究 函数 

fx = x ta — (x +a)”™, 
由 于 涌 数 是 # ~ 1 次 多 项 式 ， 因 此 在 闭 区 间 [50, x 上 连续 ， 且 在 
开 区 则 (0; x)) 内 可 导 | 及 本 

(0) =0， /x0) = x +4" 一 (+4)"= 人 0 《( 因 很 设 } ， 这 
样 ， 函 数 A(x) 满足 洛 尔 定理 的 条 件 ， 于 是 ， 在 区 间 (0, x0) 内 
至 少 存 在 一 点 £， 使 之 

六 (让 
从 中 解 得 5=+a, 这 只 有 当 a= 0 时 成 立 ， 故 与 已 知 条 件 a 才 0 
闻 古 ， 

例 6 证 明 ， 若 函数 A(x) 在 闭 区 间 Cx6 x+ HICH>> 人 上 

连续 ， 昌 在 开 区 局 (xo x。 + 日) 内 可 导 ，Jim f(x) = 则 油 数 


A 在 点 站 存在 右 导 数 ， 身 f(x,) = 上 

其 本息 路 ”对 画 数 Fe) 在 闲 区 间 Cxs x+ 了 (H>0) 上 
应 用 拉 格 朗 日 定理 ， 

证 明 函数 作 x) 在 fxs w+ 日 ] 上 满足 了 拉 格 朋 日 定理 的 
条 件 。 于 是 ， 当 0 过 JAx 太 HH 时 ， 公 式 (5.3) 成 立 ， 


即 StI) pi, +64x), 0<0<1. 


当 Ax 一 0+0 时 ， x+gqyx 一 x+0。 又 根据 已 知 条 梓 
lim fx) = 卡 ， 效 上 面 等 式 右 边 的 极限 也 等 于 ， 而 左边 怡 


是 函数 (x) 在 x, 点 的 右 导 数 ， 即 


fx) = lim Sot Ax) fe) lim A + x) 
者 -x 


二 此。 
例 7 如 果 沙 数 fx) 在 区 间 (e， + co) 内 可 导 ， 且 
有 lim f(x) = = 站， 
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九 lim 六 - 


RR 一 二 


基本 思路 ”在 充分 远 的 茶 个 闭 区 间 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 ， 
证 明 已 知 lim f'(x) = 0， 即 对 任意 给 定 的 斑 >% 存在 
和 《全 人) 当 x 之 XX 时 ， 有 
| 7 《>x)| < 


又 因为 函数 (x) 在 区 间 (4, + sec) 内 了 可 导 ， 所 以 在 团 区 间 
[LX,, x] 《任意 固定 的 x 渤 X,) 上 应 用 拉 烙 朗 日 定理 


TO {$), SE Ch Xs 


一 


县 有 


| xD ~ (X,Y) | ' 
f(D < 
对 固定 的 苹 ,， 存在 bP Fp .GP 当 x 沁 处, 时， 又 有 


< 和 (CACX 为 党 数 )， 
由 不 等 式 〈 3 ) 可 知 
MD -7 (XW) < (xz 一 X) 
从 而 得 17(CoO<IA CD)1+ 了 Ce 一 X)， 


| 站 LACXD) 1 一 入 | 一 六 | 
x < x + x 各 x <1), 
鼓 当 x 站 让， 时 有 有 
lee. 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 :二 0， 存 在 X, 汪 0， 当 x>X, 时 ， 有 
f(x) | 
EY 
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评 即 lim /0 0, 


wr 


例 8 ”如 果 函 数 /(x) 在 Ca, + co) 内 可 导 ， 且 lim A - 


0, 则 必 存 在 一 点 列 {6} 当 -oo 时 ， 点 一 + oo, 且 使 得 
lim f "(#4) = 0, 


基本 思路 ”在 区 间 Cs，+ coo) 内 构造 闭 区 间 列 
Crs n+ 1 《下 二 二， 2, “rs 
在 [xo xs411] 上 应 用 拉 烙 朗 日 定理 ， 


证 明 已 知 lim 从 党 = 0， 故 对 任意 固定 的 xt(xkZza)， 


如 下 极限 存在 ， 
f(x) ~ fxn) 
lim 二 从 
让 丰 汪 吕 是 


即 ， 对 和 任 给 的 e >0, 存在 类 ， 当 x 闭 其 时 ， 有 


fe) ff (xr) 
AD A 
和 一 此 是 
1— ~* 
x 
取 & = i, 存在 X， 可 取得 x 六,， 有 日 x a， 使 AD /0 


<1} 
取 e= 地 ， 存 在 X,， 可 取得 xc>Xi， 且 xa>xi+l， 使 
fd fe (1, 


| 


取 = i 存在 Xp 可 取得 xw4 1 六 并 +s 日 x*o yx +1 
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使 Fre) sa) 


NO 2 < 


这 拌 ， 在 区 间 (e，+ cc) 内 得 到 闭 区 间 列 
[xn nls (CF=1,2,."). 
因为 函数 f(x) 在 区 闻 [4, + 00) 内 可 导 ， 所 以 在 闭 区 间 列 上 应 
用 拉 格 并 日 定理 ， 得 


(xn) — f(xs) 


1 一 


iF 1 
[=] 7 (< 


1 SH (Ny Fal) 


(4) 
由 于 
Ma 二 
因此 当 * 一 coe 肝 ， 有 > + co 一 +eoo, 和 
了 (sn) 一 0 (由 水 等 式 (4))， 
亦 即 
lim f° (£4) = 0。 


于 是 ， 存 在 点 列 人 小, 当 sroo 时 ， 有 名 >+ co， 并且 
lim f "(8,) = 0， 

例 8 直 明 ， 倒 ?的 道 命 题 是 不 城 立 的， 也 就 是 说 ， 根 据 归 
结 原则 ， 从 lim / (so) = 0 不 能 推 得 lim / "(x) = 0。 而 例 9 
却 给 出 了 使 得 它 成 立 的 充分 性 的 命题 

例 9 如果 函数 /x) 在 区 间 (a, + coo) 内 可 导 ， 且 Jim/ (x) 
和 lim 了 《x) 都 存在 ， 则 lim f(x) =0, 

基本 思路 在 充分 远 的 某 个 了 区 间 上 应 用 拉 格 朋 日 中 值 定 
理 ， 并 求 其 极限 ， 

证 明 任 取 xE (a, +eo)。 因 为 函数 /A(x) 在 区 间 {4, + ec) 
内 可 导 ， 遍 以 函数 /x) 在 区 间 Cx, x 19 上 满足 拉 格 朗 昌 定理 
的 条 性， 得 
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fx 41) -fx) 6 
这 5 


当 x+oo 时 ,， 石 二-+oc， 对 (5) 式 丙 端 取 极限 ， 有 

lim f "(8) = lim Lx +1) -f(x)I=0, 
已 知 lim 了 "(x) 存 在 ， 于 是 

lim f'(x) =0. 

例 10 ”如 末了 沙 数 /Ax) 满 足 ， (1) 让 闭 区 间 《ae 的 上 连 

续 ;， (2) 在 (2, 从 内 可 导 ，《3) 丰 线 性 消 数 ， 册 在 区 间 (a， 
站 内 至 少 存 在 一 点 os 使 

EA 


基本 思路 首先 ， 如 图 5.11 示 ， 将 及 线 的 纺 4 了 的 斜率 
太 人 /2 放大 及 缩小 成 


1/0) -fA 0 -0 AOA 


je Cf 
上 表 对 两 端 应 用 拉 格 衣 日 定理 ， 
证 明 ”如 图 5.11 示 ， 芝 48 的 直线 方程 为 


B(x ) = 0 (x - a) +/ {4a), 


醒 5.11 


B48 


显然 ，5(z) f(a) ,ED = GO)。 
由 条 件 《3)》 知 
fx) p(x), 
故 在 区 间 《4 分 肉 至少 存在 一 点 c， 使 之 1(c) 关 8(c)、 不 妨 设 
fe) >gCe)， 因 利用 此 人 忻 gC0) =/04), 4808) =f(6)， 则 有 
fC) -OO 、 SC) ~ 8(4) 


一 一 于 


和 Eb FC) > 


br be 


另外 ， 因 为 43 是 直线 ， 所 以 该 直线 的 斜率 与 各 分 段 喜 线 的 斜 
率 都 相等 ， 从 而 有 
ge) — ga) (5) -fa) 8) -80) 


一 一 


太一 在 一 br 
综合 上 面 两 个 不 等 式 ， 故 得 
Ce) f(a) ge) ga) ,ff (a) 
太一 三 f 一体 和 而 一 可 


_ £0) 80°) > /0. 


对 函数 f(x) 在 区 间 [ee 和 [Ke 的 上 应用 中 值 定理 ， 必 
存在 点 eE(ac) 和 ccEte, 及 使 


Pe) = LO TH DE) LD £8) -0) 
ce—a ga gs 


=/'(e,). 
[som 有 


Nm > DA, 取 = 
当 区 亿 =A2<0 时 ， 有 
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fe < LDH 0, 取 c= 


于 是 ， 《2 下岗 至 少 存在 一 点 toy 使 
A ~ | 1 
pa < lf {coy | 


出 10 的 几何 意义 表明 ， 曲 线 上 弦 4B 的 斜率 〈 即 过 点 RE 
FS) 切线 斜率 ) 必 介 于 弦 4C 的 斜率 【 即 过 点 上 ec) 


切线 斜率 ) 与 弦 C 了 的 斜率 〈 即 过 点 9(c,,f(c,)) 切线 斜率 ) 
之 间 ， 

例 11 如 果 函 数 Ax) 满 足 ，( 1) 在 fa, 轨 上 连续 : (2) 
在 (4,5) 内 二 次 可 微 ; {3a =7(5)=0; (4) (>0, 
cE a， 则 在 区 间 (4, 旨 内 至 少 丰 在 一 点 #5， 使 之 /1(6) 过 0. 

基本 思路 ”在 区 间 (4 分 内 枸 造 一 个 闭 区 间 ， 使 之 导 消 数 
在 该 闭 区 和 闻 的 端点 值 不 相同 ， 再 应 用 拉 格 朗 日 定理 ， 

证 明 由 条 件 (1),， (3) 和 《3) ， 应 用 洛 尔 定理 ， 在 
区 间 (4, 好 内 至 少 存在 一 点 5， 便 之 "(5) = 0. 

条 件 《4) 给 出 A()0，cE (a, 们 ， 如 果 点 5 志 ， 则 
在 区 间 Ca, 2 上 上 度 用 拉 格 朗 日 定理 得 : 


人 7 =f "(6,), 有 = (a, ¢)， 


且 疡 个 ) >>0， 于 是 ， 在 闭 区 间 [5,,51I 上 又 满足 拉 格 朗 日 定理 
的 条 伴 ， 再 次 应 用 拉 格 朗 日 定理 得 


信人 人 = 有， GE (和 6) HF" <0., 
1 于 


如 果 点 c>> 所 ， 则 在 区 间 [e, 幻 上 应 用 拉 格 朗 日 定理 得 
OAD peg, ,EE (Ce, &}, 


且 (如 <0。 于 是 ， 在 诏 区 间 上 ,6 上 又 满足 拉 格 朗 日 定理 
的 条 人 忻 ， 再 次 应 用 拉 格 朗 日 定理 得 
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A A PE (EE), 


且 (6) 0, 

上 总之， 不 论 那 种 情况 ， 在 区 间 (a 分 内 至 少 存在 一 点 s， 使 
之 "(6) <0. 

例 认 ”如果 孙 数 f(x) 和 &8(x) 在 区 间 [4, 作 上 满嘴 | "(x) | 
他 | 8 (x) | 且 六 (x) 关 0, 则 | /f(x)| 放 | g(x) |，xe Ce 的。 

基本 思路 ”在 区 间 [a, 幻 内 的 任意 的 闭 区 间 上 应 用 柯 西 定 
理 。 

证 明 毛 给 函数 满足 柯 西 定理 的 所 有 条 件 ， 间 在 [ea 妇 上 
任 取 x， 使 之 x + x Ca, 人 级， 于 是 在 区 间 《wx+2x] 上 应 用 
柯 西 定理 ， 则 在 (x, x +-fx? 内 至 少 存在 一 点 5， 使 之 

EXT+TLx) — gx) 2'(E) 
x+ fx) fe)’ 

又 因为 |f (x)| 守 | gx yxEka 的 ， 昌 了 Mo 天 人 人 
Cw 二 过 x)} 忆 [a 的 ， 记 以 有 


s+ S80 |- | 外 | <l. 
Hx tAx) fx}! [CE 


改 得 
| Ex + fx) — BP) EE fx + Ax) ~ fx) 
亦 即 | A gx) [| LA 。 
例 15 如 果 冰 数 A(x) 在 闭 区 间 [Cx,, xx 上 可 导 ， 且 xi 和 o> 
0, 则 
1 x Xs 
iT fr) fxs) 
其 中 的 £E€ (Cx, x2)， 
基本 思路 ”构造 两 个 函数 ， 在 区 闻 Cx, x) 上 应 用 柯 西 定 
理 ， 


证 明 设 p(x) -AD y(x) = 工 二 ， 因 函数 f(x) 在 Cx 


= 上 人) 一 上 
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*:] 上 可 学 ， 及 Ni x; 同 号 ， 所 以 项 数 (x) 和 Cx) 在 Cs Xz 
骨 可 导 ， 以 及 如 (x) = - 志 天 0， 由 柯 丁 定理 知 


Px) ~ PN -人 人) 
px) — Px) CE) 


和 efx) 


又 因 为 一 -| 六 
WE jx) oo 
fx) fx) 
_ x Pw) — px) 
1 We- 
Ee WI 
和 Ef IE) — ft) 
Pp" CE) ct _Erl 
VE =f (£6) -Ef 8) 
£2: 
所 以 得 一 和 | = 一 EAIE)， 
i fx,) fx,) 


例 14 如 果 溺 数 (x) 存在 二 阶 导数 ， 则 


lim fx + 8) +f GAH) =f "(x), 

基本 思路 ” 先 利用 洛 比 达 法 则 ， 然 后 利用 二 罚 导 数 的 定 
以， 

证 明 ”因为 函数 A(x) 存在 二 阶 导 数 ， 所 以 六 x) 就 连续 ， 
当 0 时 ，、， 有 /x+ 站 ++ 站 (x 一 让 一 2 了 f(x)->0, 于 是 此 极限 为 


让 型 的 ， 应 用 洛 比 达 法 则 得 


lim St + YC) jim f(x + 6h) fx-h) h) 


A 上 一 和 


-1 lim [Ft + 0] 
2 5 A 一 志 


4 


= Ef") 4" =f "x), 
胡 证 明 此 例 时 须 注 意 ， 洛 比 达 法 则 只 能 用 一 次 ， 然 后 用 二 
阶 导 数 的 定义 ， 假 如 连续 两 次 使 用 党 比 法 则 ， 则 得 
(十 有 一 站 (re 一下) 1 fx th) ti x — 8) 
TT = lim 和 y 


下 下 


im 
由 于 内 知 羡 数 Ax) 存 在 二 阶 导 数 ， 而 不 知道 二 阶 导 函数 连续 ， 
因此 不 能 继续 求 角 限 ， 
例 15 将 多 项 式 p(x) = x:+ 4x:+1 宕 成 形 旭 x~1 的 正 
整数 标的 多 项 式 ， 
基本 思路 ”实际 上 是 将 函数 p(x) 在 x,= 1 处 表 为 泰勒 展开 
式 . 
解 因 汐 p(x) =x 二 4xt 于 1， 
px) = 3x? + Bx, 
ptx) = Gx +8, 
p(x) = 6, 
Px) =0 (kk24), 
所 及 人 = 6, Pl=11, P51) = 14, pt = 由 公式 (5. 久 


得 x tdxt+1=6+11 (x—1) tt) 


=6+1litx—1) +7(x—1):+ Cx- 1)*. 
例 16 求 沙 数 f(x) = arctgx 在 点 x*=0 带 有 皮 亚 诺 余 项 
的 泰勒 展开 式 ， 
基本 思路 ”利用 公式 (5,9) ， 但 是 求 通 数 在 点 x = 0 的 * 阶 
好 数 时 ， 须 用 业 布 尼 兹 公式 建立 递 推 公式 。 
解 ”函数 1/(x) =arctgx 的 导数 为 


f(x) = Ti 
身世 得 
fw) (ETxas) =1, 《6) 
$50 


利用 菜 布 尼 兹 公式 对 等 式 (6 ) 求 # 阶 导数 得 ， 

《二 + wf +t onxf Hx) ts DF Dx) = 0, 
当 x = 人 省 时， 将 得 到 如 于 的 递 推 公 式 

FRO) = ~ a no FO0), w=1,2,., 
由 于 三 (0) = 1,，f'"(0) =0， 再 利用 递 推 公式 可 求 
ff" 0 = -2 f= 0 OO = CC— 1)"(2m)t ,ry 
代入 公式 (5.9) ， 于 是 有 
x x! a 


arctBx = x— + ~ 7+"+(-l) pe 


+ ow rey. 
例 17 求 斋 数 (x) = x!Inx 在 点 x=1 带 有 拉 格 朗 日 余 项 
的 泰勒 展开 式 人 ez>>3)， 
基本 思路 ”利用 公式 〈5.11) ， 
解 ”因为 
fx)= ?xlnx tx, f(x) = 2lnx+3, 


2 4 2 一 二 )” 
f(x) = 二 ， 天: 站 = 一 一， 


Fo) DED 


et 


fim(xy) = 2¢— 1) {m3)1 ps 


wm 
其 中 的 z>>3， 所 以 有 有 
10)=0, f(D =1, 六 (=3 /"(1) =2, 0 一 2 


代入 公式 55,11) 得 
= x Dr wt x1 lr-1y 
x) = (x—1)+ 5 (wl1}*:+ 3 (x—1) jo 1)》 十 


A 3 《和 二 I?# 十 


2 一 1)7(8z 一 2 __ 二 十 十 
TTI tO ‘x*~ DD), 


十 
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例 18 利用 泰勒 公式 计算 ， 
(1) sin1", 准确 到 10”"” (2 ) lg11, 准确 到 10™, 
基本 思路 ”应 用 拉 覆 朗 吕 余 项 的 马克 劳 林 公 式 ， 并 佑 计 祭 


， 和 ~ Xi™"l 
解 (1) 因为 sinx=x* + .+{— i) rr 


如 + wt 加 TT 罗 
《一 《2 二 3 2 cosgx， 所 以 Sinl1 ”= Sngg = 


-证 “+(D iso) + 


n 1 Tm 2 dr 
FE + 
【一 卫 ) cr) TE O01, 


_ 让 十 1 人 和 
为 全 ( | ri) 。 os < 


1 TT 全 _ 
EF <10 ” 当 xa=1 有 压 ， 就 有 


1 pn, _， 
FE) 10" 0.13) <107, 


inle=sin tT 2 lrYy 
Yn SD 0 180 站 (8) 


0 017453292 - 于 (0.017453292): 


二 0 .01745241, 
《 2) 因为 


ln{1 x) = ni 
2 大 


+(-1y 多 1 O01 
是 十 (1 + Bx)! ? ? 
] 攻 (二 x) = ni “ntt + x), 
l 11=i 一 三 1 
和 和 lg gl10'¢1,1)= lgl 0+1g1.,1 i+ rolnl.l. 
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EF nl 0.1 二 
lig11 = 1 solo. 1 《日 。1 ) 十 十 【《 一 圭 》 (0.1 


1ntN 
a CO,1)™! 1 | 
+ (DT (1 +0.0.1)"*J* 
为 使 
3 CO 1 | {0 .1)"* -5 
《一 二 ) 7 TD <1035 
当 # = 4 时 ， 就 有 
《0， 0 0.000002<10-:, 
1 ~ 0.)*, (0.1) _ (0, | 


1] +0.43429(0.1—0.005+0.00033— 0.000025) 
二 1 04139, 


例 19 利用 泰勒 公式 求 趟 列 极 跟 ， 


(1) lim WS, (32) lim [x-xin(1+ 4)|. 
9 


由 最 时 十 二 


基本 思路 ”利用 已 知 函 数 的 泰勒 展 开 式 ， 代入 极限 等 式 
里 ， 再 求 极限 ， 


解 《1 ) 因为 
cos x=1— + +9， 
一 等 We 1 wn ， 
和 2 =1+{ 守 ) + 吝 ( ) 二 ex )。 
x 
所 以 COSN—e “= -让 + 0X) 
1 4 
。 ， Cosx— ee ia* 7 oC%) -i 
于 是 lim = im 一 一 一 = ~ 15 


所 以 
im [x -la(1+ 二 )] -lm 信守 " 守 *( 吉 )]- 王 


例 19 才 明 ， 如 果 已 知 函 数 可 表 为 泰 鞭 展开 式 ， 则 利用 泰 勤 
公式 求 菜 些 范 数 的 极限 妃 很 方便 ，. 


习 题 


§ 5.1 
1. 验证 阔 数 
y= + drt = Tr 10 
在 区 旬 [ 1,27 上 使 洛 尔 定理 成 立 ， 
2， 不 用 求 出 函数 
下 
的 导数 ， 说 明 方 程 也 人) =4 有 儿 个 实 根 ? 指出 它们 所 在 的 区 间 ， 
3. 证 明 下 列 不 等 式 和 等 式 
《1) lsinx— siny| EE 区 一 站 上 


(2) lntl+w) x >0 
二 十 这 


(3) Barccos% — arceos {3x — 4x1) = TT, |x| < 


“4#， 邵 果 画 数 放 (x) 在 名 域 U (0, 四 内 连续 ， 且 在 UU"( 击 内 西 导 ， 当 
| 有 Dv 网 = 1 
， 如 果 国 数 9 在 邻 城 如 愤 人 内 可 种 ， 且 让 从 ) = 0; 则 在 在 一 点 
列 (). 当 mn = 专 时 有 


]im fx, 二 站 
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6， 如 果 函 数 y= 了 x} 的 导数 f(x) 在 La 的 上 连续 ， 则 必 看 在 党 
数 工 > 小 性 之 

fw 一 天 2 EL x 一 区 Co b]. 

7 了， 如 果 函 数 fs 在 (ay + 0) 上 可 导 ， 及 lim fr) = 6, im 
人 存在， 出 lim f'(x) = 0. 

8。. 如 果 画 数 Fi 在 区 间 【ob 的 上 连 级 ， 且 0<#< 之 By 在 (的 内 可 
时， 则 必 存 在 一 点 有 GE (4, B)， 使 


四 b 
1 的 -10 =€( In (€). 


$5,2 
9， 利 用 洛 比 达 法 则 求 下 列 极 卢 ， 
. 1—tEg% 1 iiny—% 
1) lin -一 一 -二 
4 cos2x (2) Bm Sx + 1 
1 ， * 
(3) wl er— 1 (4) i (inzx) 
了 
。 1 cetgx . 元 aw 
(5)》 lim (G8) (C6) lim (Tarctge) 


一 


(7?) lim (1+ my *, 其 中 坟 为 常数 : 


in(1+ 二 ) 


《8) lim (rm—wr)itge C9) lim 
4 2 sam Arctgr 
(10) lim (+ ) QD lim (cosw) 
齐 王 站 十 上 车 Nm 芋 一 s 


， Rx 全 全 
(12) lim (rg) . 
10。 试 说 明 下 列 极 最 不 能 用 洛 比 达 法 则 的 理由 ， 


C1) Him Dsing {2 lim — 
N+] in(1+ sin x ) 和 


(3) lim 二 一。 
是 呈 完 十 31Dn 克 


35$" 


8$5 .5 

11， 将 过 项 式 P(r) =x+ -6x3+y2 一 35+4 家 成 形 如 tr-4) 的 正 连 
数 笃 多 项 式 。 

12， 利 用 e* 的 其 亚 请 余 项 的 泰勒 展开 式 ， 写 出 函数 f1(2) = em 
ft = esiax 的 泰勒 展开 式 ， 

13， 求 函数 1(x) =x{1+*)* 的 带 有 皮 亚 诺 余 项 的 马克 劳 条 展开 式 . 


14， 直 接 利 用 求 导 数 的 方法 ， 求 函数 ff(z) = 一 二 一 在 x*=? 的 带 有 拉 


光一 了 


格 轴 日 余 丰 的 三 阶 素 勤 展 开 式 ， 
15， 利 由 三 阶 开幕 公式 求 下 列 省 数 的 近似 值 ， 
(1) 8 30. (2) sinlg", 
16. 利用 泰勒 公式 求 下列 极 限 ， 


1》 lim ent (5) im ( 工 -- 二 -)。 
入 一 上 bb 高 下 自 高 写 1J7 区 
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第 六 章 ”导数 在 研究 函数 上 的 应 用 


第 五 章 的 微分 中 从 定理 与 泰勒 公式 为 我 们 利用 导数 研究 函 
数 的 性 态 提 供 了 有 力 的 工具 ， 在 这 一 章 里 ， 将 在 此 基础 上 进 一 
步 地 研究 画 数 的 单调 性 、 极 值 ， 曲 线 的 凸 性 、 损 点 及 函数 作 图 ， 


$ 6.1 函数 单调 性 的 判别 法 


在 计 .5 的 第 三 段 里 我 们 已 经 定义 了 是 数 的 单调 性 ， 必 单调 
区 间 ， 现 在 给 出 判别 可 徽 函 数 单调 性 的 方法 ， 

定理 6.1 如 果 国 数 .六 x)7 在 区 间 5o 从 内 可 导 ， 则 函数 /人 (x) 
在 芍 间 〈2 纪 内 递增 (或 递 碱 ) 的 充 要 条 件 是 ， f(x) 之 0 (或 
f(x E00, xE (a, 0). 

证 明 必要 性 ”由 于 可 微 前 数 {x}) 在 区 间 (4 分 内 递增 ， 
对 喧 对 (4 分 内 的 任 一 点 x， 且 x + xE (4 从， 个 论 人 4x>0 
或 ALx<0， 都 有 

LtA) -0 


当 媳 x-x0 时 ， 根 据 极 有限 的 不 等 式 性 质 ， 可 得 

M0 xECSD), 

充分 性 已 知 刘 (x 这 0，xE.t4, 如 ， 在 区 间 (ww 分 内 本 

取 两 点 xi 与 ， 且 xi<x:。， 在 拷 区 间 Cx;，x;) 上 应 用 拉 柯 遍 月 
中 值 定理 ， 丰 有 

Fx) Ff x) = xx) EE (CX, x2). 
因为 x 一 之 0， 和 (x 这 0，xE (a 人 , 所 以 有 

jx -了 0D) 守 0 或 f(x) 所 (x,)， 


$57 


即 函 数 (x) 在 (4 如 内 递增 ， | 
同 理 可 证 递减 的 情形 ， 
定理 6.2 如 果 通 数 (x) 在 区 间 (oa 六 内 可 学 ， 则 函数 
fx 在 区 间 (2 人 ) 内 严格 递增 《或 严格 递减 ) 的 充 要 条 件 是 ， 
六 (20 (或 让 (xXx) 所 0), xE (4 拉 , 且 在 (a,58) 内 的 任何 子 区 
间 上 (x) 专人 
证 明 必 村 性 已 知 洲 数 六 < 在 (2 盆 内 严格 递增 。 根 据 
:定理 6.1， 对 任意 的 xE {4,5)， 有 (x) 之 0 上 只 须 证 明 在 (六 
内 的 任何 子 区 间 上 ，J'(x) 在 0。 用 反 证 法 ， 假 设 存在 一 个 区 间 
Ca 8D]C(4 人， 使 之 A"'(x) 在 [4， 旨 } 上 恒 等 于 堆 ， 根 据 控 
格 裔 日 定理 的 推论 1 ， 函 数 (x) 在 Ca,，61] 上 必 是 常数 ， 这 
与 函数 (x) 在 (a, 扩 内 严格 递增 矛盾 . 
充分 性 已 知 了 (x) 守 0，xEta, 耻 ， 且 在 (a,5) 内 的 任 
何 子 区 间 上 f(x) 寺 0。 根 据 定理 6.1 知 ， 甬 数 x) 在 (4, 人 内 
是 递增 欧 ， 即 对 《及 内 的 芷 取 两 点 Xs si Hx x,, 有 
f(x) fx). 
且 有 
fx) Ef) EF x) XELxI x,) (1) 
具 须 证 明 ， 对 于 尾音 的 xi 区: 他 (Ca, 8, 且 XI 有 不 
等 式 
f(x) fx,), . 
用 反 证 法 ， 假 设 /xD =ftx,)， 那 么 对 Cx;,，x;] 上 的 任 一 点 x， 
由 (1) 式 ， 有 
x) = (x) = (Cx,), 
即 示 数 f(x) 在 区 间 Cx,，x:i 上 是 常数 。 于 是 ， 画 数 /(x}) 的 导 
数 广 (x) 在 Cx,，xt] 上 全 为 零 ， 与 已 知 条 忻 矛 盾 ， 
同 理 可 证 严格 递减 的 情形 . 口 
推论 ”如 果 画 数 六 zx) 在 区 间 〈 及 内 可 导 ， 当 ff '(x})>>0 
《 越 产 (x) 之 从 时 ， 则 了 通 数 fx) 在 《wa 及 内 闫 格 递增 (或 严 
格 递 减 ) ， 
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证 明 已 知 函 数 As 在 《〈e 信 内 可 导 ， 且 上 (站 在 
Cw) 内 任 取 两 点 x1，xwy 且 x 过 x:， 存 闭 区 间 Exi， xz 上 应 用 
拉 格 朗 日 定理 ， 得 

Fw) — Fx) = BE) (xs 1) EE (XI Xi) 
因为 六 人) 0，> 一 wo0 所 以 有 
fx2) f(x), 
故 函 数 A(x) 在 ta, 介 内 严格 递增 ， 
同 理 可 证 严格 递 碱 的 情形 、 器 


例 1 证明， 函数 A(x) = ww2x 一 x: 在 这 间 (0 ,1) 内 是 
严格 递增 的 ， 而 在 区 加 (1 ，2 ) 内 是 站 格 递减 的 ， 
证 明 育 数 / (x) 的 导数 是 
xy = 二 一 2X 一 六 


SIX x Nx) 
当 xE€00, 了 时 ， (x) 守 0， 当 xEt1,2) 时 ，, f(x)<9， 根 
撕 推 论 ， 通 数 .A(x) 在 区 间 (0 ,1)》 内 是 严格 递增 的 ， 而 在 区 
间 (1,2) 内 是 严格 递减 的 . 
例 2 求 函数 (x) =1+3x -~ 的 单调 区 间 。 
解 ” 函 数 f(x) 的 导数 是 
f(x} =3-3x:=3(1- x}(+x), 
当 xE(-00,~1) 时 , f(x}) <0; BxEC-1 DH, fx) > 0 
当 x 蕊 (+99) 时， f(x) < 过 0 根据 推 沦 ， 甘 数 f(x) 在 (~ oo， 
-了 内 是 严格 递减 ， 在 (一 1,1) 内 是 严格 递增 ， 在 (1, +o%) 
内 是 严格 递减 。 于 是 ， 区 闻 (- oo -1)，( 一 1,1 和 (1, +eo) 
都 是 沙 数 f(x) 的 单调 区 间 ， 
例 5 证 明 ， 当 x 半 0 时 ， 有 :法 1+x， 
证 明 设 Ax) =s*~ (1+x)， 由 于 有 
f(x) =e 1, 
当 x 之 0 时 ， 广 (92) 记 如 当 x<0 时， 广 (x) <0。 因 此 函数 
1 在 区 间 (0, + co) 内 是 严格 递增 的 ， 在 区 间 ( ~ ceo, 0) 内 是 
严格 递减 的 、 叉 因为 当 x = 0 时 ， 有 f(0) = 0， 所 以 当 x 关 0 时 ， 
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有 A(x) >0， 于是， 当 x 半 90 时， 有 
se*— {1l+x) >0, 
即 el +x (x 和 EO), 
例 4 证明， 方程 sinx -xyx=0 在 〈《-eo, +90) 内 公有 一 
个 实 根 ， 
证 明 设 巩 数 f(x) =sinx-x、， 有 
fx) = cosx — 10 xE(-o0, +00), 
且 仅 当 x = 2x 时 ，( 下 =0, 土 1; 主 2,)，/(x) = 0, 根 据 定理 
6.2， 通 数 f(x) 在 《(-o0, +eco) 内 是 严格 递减 的 ， 又 因为 
lim fix) = ~ o%, lim fx) = +o0, 
又 根据 证 数 的 连续 性 ， 所 以 方程 fx) =sinx-x=0 在 区 间 
(~o0，+o0) 内 仅 存 在 一 个 根 . 


$ 6.2 函数 极 值 的 判别 法 


在 85.1 中 我 们 已 经 给 出 了 极 从 和 极 信 点 的 概念 ， 在 此 特 对 
可 微 函 数 给 出 函数 极 信 的 判别 法 ， 


一 ” 极 值 的 判别 法 

在 证 完 费 尔 马 定理 之 后 ， 曾 指出 ， 可 微 函 数 .六 zx) 在 点 xs 到 
到 极 值 的 必要 条 件 是 ， 广 (x) =0。 这 个 事实 表明 ， 求 可 微 函 
数 的 极 值 点 应 从 满足 方程 f(x) =0 的 点 中 去 找 。 另 外 ， 由 于 
(x) =0 表 明 函 数 (x) 在 点 x。 的 变化 率 等 于 零 ， 因 此 将 满足 
方程 4"(x) = 的 点 称 为 A(x) 的 稳定 点 。 从 而 求 可 微 函 数 的 极 
值 点 应 从 稳定 点 中 去 找 ， 

定理 6.5( 极 值 的 第 一 判别 法 ) 已 知 函 数 .Fx) 在 点 x， 的 
某 个 令 域 Br 号 内 可 导 ， 电 六 (xn = 

《1 ) 加 困 xECw-6,x) ,有 (O00 (或 (x) 之 的 1 
而 x€Elxo w+ 四 ;有 x) 0 (或 f(x) 之 们 , 则 茵 数 /(x) 
在 点 *, 取 极 大 值 (或 极 小 值 )， 
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C2) 如 果 当 x 一 向 #0) 及 xt 加 二 人 寺 ， 
了 "(wx) 符 屿 相同 ， 则 疗 数 x) 在 点 无极 什 ， 

证 明 C1) 设 对 件 意 的 ED o)， 但 xs 在 以 
xx 为 中 点 的 闭 区 简 上 应 蚜 拉 格 沿 口 定理 得 

Fe) 一) = "(8) Cx -wo)， 《ty) 
其 中 的 介 于 xo 与 x 之 间 ， 

当 x<wxo 时 ， 且 有 六 (x) 汪 0， 由 (1) 区 可 得 Ase)< 
(XD) 当 x 之 时 ， 生 有 x) 之 0， 和 由 (1) 式 可 人 得 fx) < 
xn)。 故 函数 六 xz 在 点 xs 取 极 次 但。 

辐 还 可 证 极 小 值 的 情形 ， 

《2) 因为 广 () 在 点 x, 的 邻 域 U (x,, 引 内 际 在 x, 为 零 外 
竹 导 相间 、 根 据 定 划 6,2 知 ， 丽 数 (x) 在 邻 域 0 (x60; 全 内 是 严 
略 单调 的 ， 记 雇 函 数 .Ar) 在 点 “不 取 极 值 ， 品 

例 1 求 函 数 六 x) =1+3x 一 x 的 极 值 ， 

解 (x) =3-3x?=3(1+x)( 一 x), 今 

fx = 3 +x) (1 x)=0, 
解 得 稳定 点 x,=1， = -1, 

为 了 判别 上 述 航 妆 点 是 帮 是 极 信 点 , 须 将 区 区 (一 9， + coco) 
分 成 三 个 区 间 ， 在 每 一 个 区 间 上 讨论 A(x) 的 符号 。 现 将 结 
来 列表 如 下 |， 


本 | 


| 
re 的 全 如 | - | 0 + |i 0 | - 
|! | 


a 


根据 定理 6.3 知 ， 国 数 fx) 在 x = -1 处 取 接 小 值 而 在 x= {处 
取 优 大 值 ， 有 几 极 小 值 为 ~ 1 ， 极 大 值 为 3. 

姑 果 函数 fC) 在 稳定 点 处 存在 一 院 导数 ， 那么 用 二 阶 导 
数 的 符号 来 判别 稳定 点 是 否 夺 极 值 点 也 是 很 方便 的 ， 

定理 6.4 ( 极 值 的 第 二 判别 法 ) 已 知 籼 数 (x) 在 点 x。 的 
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某 个 邻 戌 U Cx, 5 内 可 导 ， 县 《xl =0,f "(x,》 存 在 ， 如 
果 J (xu<0 (或 (xy>0， 则 函数 (x) 在 点 x。 取 极 大 值 
(或 极 小 值 》. 
证 明 由 于 项 数 /xx) 在 点 mm 存在 二 阶 导数 , 且 f "(xw = 0， 

因此 有 

lim -Ce) -六 (ro = lim pn), 

站 和 一 并 x 
因为 J" (x) 之 0， 遍 以 根据 极限 的 保 号 性 定理 ， 存在 6>0， 
当 < [x — xol <6 时 ， 有 


当 xE€(x-6， x 时， 由 xw-% 过 0， 推 知 f'(x) >>0 当 
xx 2 二 有 时， 由 芝 一 推 知 三 (x) < 一 0。 根据 定理 
6.3 知 ， 画 数 (x) 在 点 x, 取 极 大 值 ， 
局 理 可 证 极 小 值 的 情形 ， 口 
例 2 求 函 数 f(x) = axi+ bxw+e 的 极 秆 (a 直人 闪 ， 
解 f(x)=2ax+b 令 
六 (zx)=2axv+5=0 


解 得 稳定 点 *= ~ 到 -又 有 f"(x) =24， 当 o>0 时 ， 有 
八 (~ -到 )>0 根据 定理 6.4， 函 数 /x) 在 点 x= - - 帮 - 地 


极 小 值 ， 且 极 小 信 为 4( ~- 二-) +s(- -4 ) + 4， 


好 4 
同 理 ， 当 4<0 时 ， 极 大 值 为 -4 二 和。 这 个 结果 与 中 学 代数 中 


采用 配方 法 所 得 到 的 结果 完全 一 臻 ， 
例 3 求 函 数 f(x) = (xz -17- 1 的 极 值 ， 
解 "(x) =6x(x?: 一 1):， 今 
F(x) = xtxt ~ 1)! = 0, 
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解 得 稳定 点 ， x=—1, x,=0, xs=1, 
多 有 
Ce) = 6Cx:—1) (5x: -1), 

在 x;=0 姓 ， 有 A"(0) =6>0， 根 据 定理 6.,4， 画 数 tx) 在 
*=0 寻 到 极 小 值 ， 且 极 小 慎 为 A( 们 = -和 在 w= 一 1 姓 ， 有 
f (1) =0, 定 理 6.4 失 效 ， 朋 定理 6.3 来 判别 , 当 *&t-1~56， 
1) 时， 六 Kx)<0， 当 x EC-1 -1+6) 时 ，/ (x) <0， 
且 . 广 (- 1 =0， 根 据 定 理 6.2 知 ， 范 数 (x) 在 邻 域 DCx， 涂 
内 严格 递减 ， 邦 负数 f(x) 不 取 极 值 ， 同 理 ， 洱 数 f(x) 在 x;= 
1 处 也 不 取 极 值 。 


二 最 大 值 和 最 小 值 的 求法 


由 于 函数 的 航 值 概念 是 在 邻 域 U(x,,6) 内 给 出 舶 ， 而 医 
数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 概念 是 在 整个 区 间 上 给 出 的 ， 因 此 两 者 
是 不 同 的 。 下面 讨 论 求 函数 的 最 大 值 和 节 小 值 的 方法 ， 

对 于 在 困 区 间 寺 的 连续 函数 ，83 .4 的 定理 3.,7 指出 ， 函 数 
在 岗 区 间 上 存在 最 大 值 和 最 小 值 。 

对 可 微 函 数 耐 言 ， 如 果 函 数 f(x) 的 最 大 值 (或 最 小 值 } 
在 区 间 52 为 的 内 部 某 一 点 xx 取 到 ， 刚 点 内 不 仅 是 稳定 点 《〈 即 
f(x) =0)， 而 且 又 是 极 值 点 ， 除 此 之 外 ， 最 大 值 (或 最 小 
值 ) 还 有 可 能 在 区 间 [a, 妆 的 端点 上 取 到 ， 因 此 ， 求 可 微 曾 数 
f(x) 在 区 间 [4 如 上 的 最 大 值 (或 最 小 值 ) 的 方法 可 归纳 如 
下， 


第 一 步 | 求 出 Fr) 的 稳定 点 从 中 确定 接 信 点 ， 
第 二 步 | 计算 各 级 值 点 的 航 信和 并 点 的 负数 作 ， 
| _ 出 
第 三 步 | 比较 极 值 和 洲 点 道 数值 的 大 小 ， 确 定 蘑 大 《小 ) 信 ， 


鲍 4 求 函 数 x) =1+3x 一 x' 在 区 -3，2 了 上 的 最 
大 值 和 最 小 值 。 
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解 ”本 节 的 例 芋 给 出 该 函数 在 (- 3，2) 内 的 稳 点 *= 
一 4，xw;=1 都 是 极 值 点 ， 而 卫 又 给 出 极 小 值 为 - 1， 极 大 值 
为 3， 耳 数 x) 在 区 间 [~ 3 ，2] 端点 的 函数 值 为 

f(-3)=1+(—-3.8)—(—3)’=19, 
2) =1+3.2- (2)’= -1, 
于 是 ， 

最 大 值 守 = max{ 一 43，3,，19， 一 1}=19, 

起 小 值 w=min{ 一 1，3，19， 一 1}= 一 1 

在 牛 产 实践 中 ， 妆 会 如 到 求 耳 数 的 最 大 值 和 最 小 值 的 问 
题 ， 如 “用 料 最 省 ”、“ 用 时 有 最少” 和 “效率 明太” 等 间 
是 ， 

例 5 将 边 长 为 4 的 一 块 正方 形 的 薄 铁 松 ， 在 其 四 角 各 前 
去 一 个 正方 形 ， 可 折 成 一 个 无 益 的 方 合子， 问 前 去 的 正方 形 的 
边 长 多 大 ， 才 能 使 折 成 的 盒子 容积 最 大 ? 

解 ” 如 图 6.1 示 。 设 对 去 的 正方 形 的 边 长 为 x-， 那 么 方 合 底 
面 正方 形 的 边 长 为 4- 2x， 其 高 为 x， 于 是 盒子 的 容积 为 

V(x) = (4 2x) 

由 于 x 的 变化 范围 是 


0, 一 |， 因此 该 问题 就 是 
(0. 


求 沙 数 V(x) 在 区 所 
[0, 滨 ] 上 的 最 大 值 问题 
因为 
Vw) = Ca- 2x) — dx(a~ 2x) 
《ZE 2x) (a- 6x), 
令 V(x) = (a- 2x) (a- 6x) =0, 
ET fp a a a 4 
所 以 解 得 在 区 间 (0, -2) 内 的 稳定 点 x= 也 ， 且 在 [0,- 所 | 端点 的 
责 数 但 部 是 0 ， 另 外 ， 问 是 本 刁 的 实际 意义 表明 ， 最 大 值 一 定 
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卫 数 V(x) 在 “= 半 处 取 最 大 伪 ， 其 最 大 值 为 2- 


例 5 宕 明 ， 丰 实际 问题 中 ， 如 果 阔 数 六 洒 在 开 区 间 (2 分 
内 只 有 一 个 稳定 点 ， 且 实际 问题 本 身 义 存在 最 大 值 (或 最 小 
值 ) ， 就 不 需要 进一步 淹 别 该 稳定 点 是 人 殖 是 极 信 点， 出 可 岂 
言 ， 范 数 (x) 在 其 稳定 点 处 取 到 最 大 {或 好 小 ) 值 ， 

例 6 如 图 6.2 示 ， 已 知 
某 闭 含 电路 中 的 电源 电动 势 为 
E， 其 内 阻 为 r*， 和 负载 电 阻 为 EF 于 py 也 
KR， 在 和 + 不 变 的 条 件 下 ， 
问 负 载 电 盟 妨 多 大 时 ， 使 给 出 


的 功率 为 最 大 ? 图 5.2 
解 ” 由 闭合 电路 的 胸 姆 定律 知 ， 共 闭合 电路 的 电流 为 
E 
I Rr 
于 是 ， 通 过 电阻 的 输 出 功率 为 
_n_ EE:R 
A Rr 


共 中 互 和 7 为 常数 ， 由 问题 的 实际 意义 知 及 的 变化 范围 为 (0， 


十 oo 


国 为 
1 bE (KR-7) 
f= (Rr) 7 
Fi(R-r)}y 
从 1 ~ 0 . 
一 4 (R+r)’ 


所 以 解 得 在 区 间 (0，+ oo) 内 的 稳定 点 为 R = r。. 
实际 问题 表明 ， 最 大 值 是 存在 的 ， 则 必 在 叭 一 的 稳定 点 上 
取 到 ， 即 当 内 阻 与 负载 电阻 相等 时 输出 功率 为 最 大 ， 其 最 大 功 


ny 
| p= dr 
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例 7 证明 不 等 起 ”xm(a- xc ant 其 中 


Ow +H" 
MO RD ED 。 
证 明 令 (x) =x"m(a-x)"”， 当 坟 之 0，#>0 及 0 和 x 二 4 


时 ， 只 人 席 证 函数 (x) 的 最 大 入 是 一 am 


(Mm +m 
因为 f(x) = mx law)" x(a x) 


二 各 人 一 Xx} (Cy 十]， 


所 以 从 方程 A'(x) = 0 解 得 稳定 点 x = 一 二 二 全 (9, 分。 当 Ow 


i 站 mu t 
< 一 一 一时 ,有 "(x) 沁 0， 当 一 一 <x<<4 时 ， 有 f(x) <<0， 


根据 定理 6.3 知 x = 一 “一 是 函数 /(x》 的 极 大 值 点 ， 


由 于 端点 的 函数 值 /(0) = 0， 广 (四 = 0 (-- 双 2 ) 就 是 最 
大 秆 ， 即 
A 交合) i )*(”- -六 
a 
二 


mm 
= i 人 
十 放 }"" 


于 是 xm(a x) a 


(十) 
例 8 证 明 不 等 式 
, weyp<SCw + Ay, 
其 中 x,y>0, a,P>0, 生 +B=1, 
证 明 用 >》 除 不 等 式 的 两边 ， 并 注意 a+B=1， 得 
和 时 
>) <c 了 +8, 
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= 之 
设 1 =， 并 令 


f=at+h-t tE(C0,+o0), 

f=a(1~ /7), 
从 方程 了 "(7) = 0 解 得 稳定 点 1=1。 因 为 1 从 = -a 
Ca- fF = -ala-1)>0 (+A=D)， 所 以 fA(1) 
=a+p-1=0 是 函数 A(D 的 极 小 值 ， 

另外 对 项 数 (1) 义 有 

lim f(D = >0 lim f (1) = +o0, 
于 是 f(1) = 0 是 诅 数 f(1) 的 最 小 值 。 这 样 ， 当 1>09 时 ， 有 
(DD) 之 0， 即 

at+ -rr0 或 at+ Pzi1", 
于 是 Xax + Ay, 


$ 6.5 函数 作 图 


在 驻 .3 的 第 三 段 里 ， 我 们 给 出 了 苞 数 图 象 的 定义 ， 并 指出 
了 它 在 研究 丁 数 的 各 种 性 态 的 重要 性 。 然 而 ， 运 今 为 止 ， 我们 
只 能 用 描 点 法 撒 综 函数 图 象 ， 一 般 来 说 ， 点 取得 越 多 ， 记 描绘 
的 函数 图 象 就 越 准 确 。 不 过 这 样 做 工作 量 太 大 。 为 此 ， 我 们 应 
用 微分 法 掌握 函数 图 象 的 性 态 以 及 一 些 关 键 性 的 点 ， 从 而 能 够 
比较 准确 地 描绘 出 函数 的 图 象 ， 这 就 是 本 节 所 要 讨论 的 鲨 数 作 
图 ， 


一 ”曲线 的 是 性 
定义 已 知 落 数 了 =f(x}) 在 区 间 《es 分 内 可 导 ，。 如 果 临 线 
y=f(x) 位 于 其 每 一 点 切线 的 上 (或 下 ) 方 ， 则 称 曲线 .， = 六 xy 
在 《zi 六 内 向 下 凸 《 或 向 上 凸 ) 名。 如 图 6.3( 人 或 (办 示 。 
介 ”有 的 将 向 下 配 叫 狂 耻 ， 向 上 本 叫做 西 ， 
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y=f (x) 


定理 6.5 如 果 函 数 =/(x) 在 区 间 〈2 分 内 可 导 ， 则 出 
线 y=j(x) 在 (4 好 内 向 下 同 (或 襄 上 凸 ) 的 充 要 条 件 是 ， 时 
函数 A(x) 在 区 间 (4 从 内 递增 (或 递减 ) . 

证 明 必要 性 已 知 曲 线 =f (x) 在 区 间 (4, 分 内 向 下 同 ， 
即 对 (4, 外 内 的 任意 一 点 x。， 曲 线 Y= 了 x) 位 于 切线 y=/(x,) 
(x 一 x t+/(x0) 之 上 ， 故 对 任意 的 x& (a 四 
有 Us) ~ LH XO Cx x0) +HX) I D0, 

即 fx) -fx x0) x- x), (1) 

在 区 间 {4 从 内 任 联 两 点 xi， xz 且 x 之 Xx， 对 应 不 等 式 
《1T)》 有 

x1) ~ 六 (xi (1 一 站) 
和 fxs) ~ (0) (xo — Xx)s 
将 这 西 个 不 等 式 相 加 ， 得 

fx Cx a) + x) Cx, ~ %,) 

= [Ef (Cx) fx) x YA 

由 于 x 之 x,， 因 此 有 

(rs 人 xy 
这 就 证 明了 导 函 数 三 (xz) 在 (有 信 内 是 递增 的 ， 

充分 性 ”已 知 导 国 数 广 (2 在 (六 分 内 递增 ， 往 证 对 一 切 
xE2 六, 不 等 式 〈1) 成 立 ， 
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在 以 xm 和 x* 为 器 所 的 闭 区 间 开 启用 拉 格 斗 自 定 弄 ,得 
fx) fx) =f (Cr 一 xy， (2) 
其 中 的 三 是 介 于 x 与 x, 之 间 的 ， 
敏 证 《1) 式 成 立 ， 只 须 证 
Fx) 一 xD 一 六 (xx x) 20, 
为 此 将 (2) 式 代入 上 式 左 端 ， 得 
FE x 0) x) Cx — wx) 
= CF fC) (x x), (3) 
因为 5 介 于 x 与 x 之 问 ， 所 以 (x 一 06) 与 他 -wx) 同时 ,县 
守 畏 数 (x) 是 递增 的 ， 收 知 CA "(EE) -了 Cx) 与 (x 一 x0) 的 
符号 不 相反 。 于 是 ，〈3 ) 式 非 负 ， 即 函数 y=f(x) 在 (4,5) 
内 加 下 同 ， 
同 理 可 证 曲线 向 上 凸 的 情形 . 品 
象 定理 6.4 那 样 ， 和 用 二 阶 导 数 判别 曲线 的 凸 性 也 是 很 方 
使 的， 
定理 6.6 ”如果 函数 /A(x) 在 (4,5)》 内 存在 二 阶 导数 ， 则 
曲线 ? =.Ax) 在 《2 肌肉 向 下 凸 《 或 向 上 凸 )》 的 充 要 条 件 是 ， 
对 一 切 xE€ (C6 从 有 "(x) 守 0 (或 f(x) < 才 0)， 
定理 的 证 明 将 下 列 等 剧 命题 叙述 一 沉 即 可 ， 


定理 8.5 
曲线 ?= A) 在 (4 六 内 向 下 上 是 专人 让 (x) 在 (4 2) 内 
定理 6,1 
递增 生 >> 在 (改作 内 f(x) 之 0， 吕 
例 1 讨论 曲线 A(x) =1+3x 一 x: 的 是 性 ， 
解 ” 因 为 有 


f(x) = 3x, f(x) = -6x, 
所 以 ， 当 x<0 时 , /A "(x) = -6x>0， 曲线 f(x)=1+3x- 
x 在 区 间 《 一 9; 站 内 向 下 凸 ， 当 x 守 0 时 ， "(x) = ~ 6% 过 0, 
曲线 f(x) = 二 + 3x 一 ** 在 区 间 (9, + 99) 内 向 上 同 ， 
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二 ”站 线 的 拐点 


定义 ” 则 线 了 =f(x) 的 向 下 同 与 周 上 此 之 间 和 的 分 界 点 称 为 
曲线 y= (x}) 的 拐点 ， 

定理 6,7 ”如果 函数 x) 在 (x,-6，xws+ 人 6) 内 存在 二 阶 
导数 ， 则 点 (xo f(x0)) 蚌 函数 f(x) 措 点 的 必要 条 件 ， "(x0) 
= 兴 , 

证 明 由 于 点 Cx A(x0)) 是 扣 点 ， 不 妨 认 为 曲线 =/(x) 
在 (x, 一 6，xo) 内 笛 下 同 ， 在 Cx 二 时 内 向 上 凹 | 根据 定 
理 6.5 和 |， /x) 在 《xue 一品， x*0) 内 递增 | 在 《x,， x+ 人 内 递 
减 ， 根 据 定理 6.1 知 ， 在 (x, -6，x,) 内 有 (xz)320, 在 《x， 
+ 人 内 有 "(x) 志 0 各 据 定理 6.3 知 ， 导 秒 数 fA"'(x) 在 点 
x 取 被 天 信息 据 费 尔 马 定理 知 ， (xm = 0. 日 

定理 6.7 表 明 ， 在 函数 存在 二 阶 导数 的 前 提 下 ， 广 '(x) =0 
仅仅 是 点 (*。 .xD)) 为 曲线 =/x) 提 点 的 必要 条 件 。 例 如 ， 
》=x' 在 x= 外 有 "(0) =0， 但 是 点 (0,0) 并 不 是 函数 y=xt 
的 指点 . 

定理 6.8 如果 函数 y=/(x) 在 区 间 (x, ~ 56，x + 全 内 存 
在 二 崩 导 数 ， 旦 "(x) 在 (x, 一 5,，x0) 与 (x,，，x,+ 人 四 内 有 不 
同 符 号 ， 出 点 (6， f(x0)) 是 拐点 ， 

证 明 不 妨 设 在 (%, 一 入 x0) 央 ， fF" x) 半 0; 在 (xox +6) 
内 ， A" Cx) 之 0。 根 据 定理 6.6， 曲 线 了 = 了 (x)》 在 (x0 6，x) 
内 后 下 凸 ， 在 {x， 和 二 四 内 向 上 同 ， 由 擂 点 的 定 头 知 ， 
《xi /A(x4)) 是 拐点 ， 


利用 定理 6.7 和 定理 6,8 可 知 ， 求 曲线 -co 拉 点 的 上 要 
如 下 ， 


第 步 妹 rs 
第 二 步 解 方程 "tw) =， 解 得 =F = 
党 三 弗 判别 "(7 在 谨 I =F 于 =T2， 的 左右 是 否 变 号 ， 


例 2 求 上 曲线 (x) =T1+3x 一 xx 的 换 点 。 
xy = 9- 3x’, Ff "(x)= — bx 
第 二 步 ， 令 "(x) = -6x=0， 解 得 x=0; 
第 三 步 ， 当 x<0 时 ， A" 之 0 当 x 记 0 时 "(7) 过 0， 
故 点 (0,1) 是 拐点 ， 
例 3 求 上 曲线 fx) = oe 的 揭 点 。 
解 ” 第 一 步 ， 求 得 
fiw) = 2x fx) = (dx — Oe, 
第 二 步 ， 信人) = (dx ~ 2)e = 人 解 得 x;= -7 
1 
= - 评 ! 
第 三 步 ， 因 为 后“ 得 为 正 ， 所 以 兰 别 "(x) 的 符号 只 须 泛 
虑 (dx: - 2) 的 符号 就 可 以 了 。 当 |x| 交 - 污 时 ， 有 


中 


f(x) = (dx -260 
i 
当 jx | < -二 时 ， 有 
1 = {dx ~ 2)e"* «0, 
所 以 点 (~ 二 引 和 (个 引 都 是 提 点 . 


然而 ， “ge. 的 条 件 仅 是 充分 的 ， 即 f"(x) 不 存在 的 
后 ， 也 有 可 能 是 换 点 。 


例 4 讨论 曲线 7 = (x ~- 2) 的 拐点 ， 
解 ” 因 为 


f(x) = 
当 % 污 2 时 ， 有 
4 5 .2 ~- 
/ (xz = 地 3 2) 
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所 以 当 x =3 时 ， (x) =0 rtx)y 不 存在 。 但 是 ， 当 x < 
时 ， 有 了 "(XxX) 之 0， 当 x 泛 2 时 ， 有 了 "(x) 汪 0， 根据 定理 6.6 


和 拐点 前 定义 知 ， 点 (2, 0) 是 曲线 y = (x ~ 3) 的 拐点 ， 


三 曲线 的 渐 近 线 
定义 ” 设 上 是 孙 线 y = .六 xy 上 的 动 点 ， 如 果 当 点 二 消 着 时 
线 远 离 原 点 时 ， 点 与 某 一 直线 ! 的 距离 无 限 地 趋 近 于 零 ， 则 
称 直线 /为 曲线 (x) 的 渐 近 线 (如 图 6,4》， 


当 x~>soe 时 ， 以 了 = 0 为 水 平 渐 近 线 ; 当 x 一 0 时 ， 以 x=0 为 
垂直 浙 近 线 ， 


函数 = tgx， 当 x 一 也 0 时 ， 以 x = 并 为 垂直 渐 近 组. 


消 数 =arctgx， 当 x -oo 时 ， 以 y= -也 为 水 平 浙 
近 线 等 等 . 
一 般 地 对 函数 》=Ax) 来 说 ， 如 果 有 
jim Ax) =c 《其 中 c 为 常数 ) ， 
则 直线 y= 就 是 函数 的 水 平 浙 近 线 ， 如 果 有 
$7 


lim xy》=ce， 或 lim f(x) = Ge， lim f(x) = 
则 直线 x = a 就 是 函数 乒 x) 的 垂直 渐 近 线 。 
除 此 之 外 ， 如 图 6.4 示 ， 还 有 斜 渐 近 线 ， 下 面 给 出 斜 渐 近 
线 的 求法 ， 
已 知 函 数 =f(x) 有 射 渐 近 线 7 = ax + (5 二 的， 如 何 利 
用 已 知 困 数 jx) 求 其 系数 2 呢 ? 
如 图 6,4 示 。 设 plx， f(x}) 是 曲线 = 了 (x) 上 的 动 点 ， 
| zj 为 点 了 到 直线 7 = ax +g 的 距离 ， |p9| 为 点 上 的 级 泽 标 
可 耳 线 = ax + 站 上 的 点 人 《对 应 同 -- 个 x) 的 雏 坐 标 之 差 的 
绝对 值 ， 且 .pl = | 了 (x) ~- ax 一 而; a 为 直线 了 = ax + 与 x 轴 
的 夹 角 。 于 是 有 
[EM = | 8 :cosa, 


即 | BY/ = 2 (cosa 十 一 个 非 零 常数 ) 。 


当 x->co 时 (此 图 只 能 是 x-> +o0)， 出 定义 | pM| 0， 
由 上 式 知 ，| p01 = 1x) 一 wx 一 让 一 0， 亦 即 


lim [xy 一 er 一 的 = 站 (4) 
但 是 又 有 
lim CF) = exh = limx{ (2%) 一 好 一 ?| 
jf X 
Ez -< 
= 1im J， -> 由 


Ew 


说 明 在 -co 的 过 程 中 ，[ “Go - - a 上 | 较为 高 阶 的 无 穷 
小 ,于 是 有 


向 0D 


但 是 由 于 lim 所 =0, 有 


中 9 


lim [全 - 了 ] = 0, 


前 -下 号 


即 lim £0 -a (5) 


Ed 


把 求 得 的 a 代入 (4) 式 ， 则 有 
lim Cf(x) - ax = 2 (6) 
”最 后 得 到 求 函 数 7》=/(x) 的 渐 近 线 ?= qx +2 之 系数 的 公 
式 人 5) 和 (6) . 


例 5 求 曲 线 f(x) -一 的 渐 近 线 ， 


十 一 人 


解 ” 由 于 (wx) 的 分 母 x: +2x 一 3= (x+3)(x 一 1)， 因此 
有 
lim fix)=oo 和 lim f(x)= oo, 
即 x= -3 和 x=1 为 曲线 1x) 的 乘 直 源 近 线 ， 


另外 ， 由 于 有 
in in 二 
即 a=1; 以 及 
lim f+ olin [sri 
=lim 二 2x. +3x -2, 


间 下 5 2 十 2 


即 /= ~2， 因 此 得 》=x- 2 为 函数 Fx)》 的 斜 渐 近 线 ， 


四 函数 作 图 
在 钴 .5 中 我 们 已 讨论 了 函数 的 奇偶 性 和 周期 性 ， 现 在 又 研 
究 了 函数 的 单调 性 、 极 值 . 西 性 .拐点 和 崭 近 线 的 求法 ， 在 此 基 
础 上 ， 利 用 措 点 法 ， 就 能 比较 难 确 地 描绘 出 函数 的 图 稼 ， 现 将 
作 图 步骤 归纳 如 下 ， 


374 


由 


第 一 步 | 冤 定 还 数 的 定义 城 ! 
第 二 步 ; 讨论 戎 妆 的 奇 山 性 . 同期 性 ! 


-OO 


和 二 步 | 确定 本 数 的 某 此 特殊 点 ， 各 问 晤 上、 一 醒 导 数 和 二 阶 导数 不 
在 区 点 、 与 从 标 轴 的 交点 和 


一 一 Cm | - 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 


第 四 步 确定 通 速 的 单调 区 亲 、 托 信 点 ， 上 性 区 间 和 拐点 ， 并 列表 


五 步 来 出 靳 近 线 ， 
六 内 措 点 作 几 ， 


TE 


例 6 描绘 范 数 (x) =1+3x 一 wx ”的 图 象 ， 

解 ” 第 一 步 ， fx) 的 定义 趟 为 (- ce，1 00)， 

第 二 步 ，f(x) 是 非 奇 、 非 从、 非 周 期 函数 ; 

第 三 步 ， (0) = 1 

第 四 步 : 在 中 .1 的 例 2 .8$86.2 的 例 1 ，$6.3 的 例 1 和 例 2 
的 基础 上 ， 列 表 如 下 ， 


bo 中 
1 


人 | | 0 | + 


i 
Fo + + 


0 


f(r) “下 凸 全 个 从 了 下 向 的 下 上 疝 | 要 大 值 = 3| 入 上 机 


第 五 步 ， 无 渐 近 线 ， 

第 六 步 ， 描 点 作 图 ， 加 疼 6.5 示 ， 

例 7 描绘 函数 fx) =。 * 的 图 象 ， 

解 ” 第 一 步 ; .六 xz 的 定义 域 为 〈【- co，+ oo0)， 

第 一 步 ， 因 为 有 c=e" 瑟 所 以 f(x) 为 偶 函 数 , 

第 三 步 ， (0) = 1; 

第 四 步 : 国 为 了 了 (x) = ~2xe*。 令 六 (x) =0， 解 得 x = 
0， 且 当 * 过 0 时 ， 太 (0 当 x>>0 时 ， 太 (xy<0。 所 以 根据 
定 剖 6.3， x= 0 为 极 大 值 点 ， 极 大 值 =1， 再 根据 定理 .2 的 推 
论 ， 函 数 在 区 闻 ( 一 ceo, 的 内 是 严格 递增 的 ， 而 在 区 间 (0，+ ce) 
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内 是 上 产 格 递减 的 。 


站 (一 下 省 和 一 站 和 


图 4 ,5 
另外 ，$6.3 的 例 3 给 出 ， 点 (一 和 (二 ,人 


痢 是 拐点 ， 又 指出 ， 函数 六 (x) 在 ( - co，- -一 一 ) 是 下 凸 的 ， 


在 (一 二 ，+ 0) 是 下 四 的 在 (~ 二 ， 于) 是 上 目的 . 


列表 如 下 ; 


第 五 步 ， 因 为 im 。-*” = 0， 所 以 = 0 是 水 平 渐 近 线 ， 
第 六 步 ， 描 点 作 图 ， 如 图 6.6 示 . 


上 二 -一 1 
例 8 撕 绘 函数 / (x) = -入 主干 于 -的 图 象 


$$ 


倒 6.6 


解 ”第 一 步 ， 函 数 x) 的 定义 域 为 (~00, -1 (一 1， 
+ oo), 

第 二 步 ， 上 项 数 f(x) 汶 非 奇 、 非 偶 ， 丰 周期 ， 

第 三 步 ， 有 六 0 =0， (1) = 0 


第 四 步 ， 出 于 
MX) = 十 3x 一 2) 
1 (9 = (x+1) “ 
4 f(x) = 人 D, 和解 得 x,=0， x Mt, xX = 了 


且 丰 当 EC-ecyxy) 了 时， (x) 六 0， 防 数 六 x) 严格 递 增 ， 
湖 xEtxs ~1) 有 时， 六 (x) < 之 0， 汕 数 f(x) 严格 递减 当 
Er-1 0 了 时，F(x 0 f(x) 严格 递增 ! 当 xE C0，x9) 
时 ，f "(x) 之 0， f(x) 严格 递减 ， 当 xxEtx +co) 时 ， 
0 wx) 严 烙 递增 。 从 而 得 到 六 xy 在 点 x; 取 极 大 信 ， 
在 x, =N 了 权宜 大 值 ， 在 x: 取 航 小 舍 ， 甩 


je = TLV, frd)=0, Ac) = 二 


所 因为 
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令 /ICx) = 0, 所 以 解 得 x= 二 ， 且 有 ， 当 xE(-o0, 志 ) (但 
x 天 一 了 D 时 ， 了 Ce)<0，FCx) 为 上 西 ， 当 x E( 二 ，+ecoj 时 ， 
六 (GD>0， f(x》 为 下 凸 ， 从 而 知 点 (二 ,一 茄 ) 为 招 点 ， 列 表 


i" (ry _ _ _ 加 加 


fw | 2 工 西 服 大 | 上 的 1 极 大 人、 上 止境 点 的 | 人 下 本 
| 7 | | 模 尝 标 


板 小 | 二 下 
西 
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第 五 步 ， 因 为 lim f(x) = -ooe， 所 以 x= - 工 为 牌 辽 渐 近 


线 ， 又 杀 为 
lim £1, lim (f(x)— x)= -3, 


EE 二 3 


所 以 =x-3 为 斜 渐 近 线 ， 
第 六 步 ， 撕 点 作 图 ， 如 图 6.7 示 ， 
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1 重点 及 要 求 

应 当 上 明确 本 章 所 涉及 的 概念 ， 函数 的 单调 性 、 函数 的 极 
值 、 最 大 小) 值 、 曲线 的 凸 性 、 曲 线 的 拐点 和 其 线 的 渐 近 
线 。 在 此 基础 上 ， 又 给 出 了 判别 可 微 画 数 各 种 性 态 的 判 划 法 ， 
对 于 这 些 判 别 方 法 不 仅 要 掌握 好 它们 的 条 件 和 结论 ， 而 且 要 了 
解 它们 建立 的 过 程 。 由于 本 音 的 判别 法 较 多 ， 共 条 上任 有 些 类 
同 ， 因 此 ， 在 使 用 时 “ 定 要 如 以 区 分 ， 防 止 湿 请 ， 因 为 函数 作 
图 是 利用 上 述 结 果 米 研究 函数 各 种 性 态 的 一 种 综合 过 程 ， 记 以 
要 掌握 好 函数 作 图 的 步 又 和 方法 ， 对 一 般 的 初等 函数 能 较 熟 练 
地 作出 共 图 象 ， 

2 ”对 各 种 判别 法 的 小 结 


| aa | 一 了 (在 tu 内 递增 《 递 瑟 》 
>| 定理 6.1 | ] of 0 (tt) CN, 
pe 


于 Yy 在 ia) 内 严格 溃 增 ( 严 
一 礼 格 递 址 】》 守 六 (7) 守 0Cfi(7Y 
世上 朋 在 (qs 加 内 的 在 何 子 区 

则 上 上 FE3 考 0， 


fT EN» 
ne (2) 在 (gy 让 内 严 林 道 增 { 严 
格 遂 诚 } . 


子 三 (ry 一 上 , 工 4》 
oe | Se 
ro 人 T+ (zr 
1 而 | GD 在 DGzm 人 | 00)>0)， 了 (2) 在 
| |! 1 内 可 导 ， 朋 xz 其 极 大 人) 值 。 
1 济 别 这 ] | 
| 


| 定理 0.2 | 一 人 | Jr 在 (本 


| 定型 | 


站 | 站 = 


| 轩 乓 兵 络 时 二 师 


又 有 (ro 存在 ， 妨 从 
rar 
20 在 20 取 概 大 《小 ) 值 . 
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= 上 一 > Tb} 内 可 导 | 一 了 ( 允 在 tgs 人 肉 下 瑟 * 上 
| | 定理 6.5j 一 > 了 42) 在 (o,8) 内 可 导 | 7 在 人 9 入 下 六 


遂 【递减 》， 
| mm 性 
| 交 凤 站 
定理 6.6| 一 | 站 在 toy 如 内 六 在 (mr 有 9 内 下 西 (上 
| 定理 6.6| | ed 导数 学 在 一 yf 0 
On eo 
六 [定型 6 了 站 (ra 了 (0)) 是 扣 点 六 
| Fo) 一 由 
| 者 | | 在 Cb) 内 - 
] Te] 
| 剂 崭 革 |>| 二 阶 导 数 存在 
1! | 是 A(z 在 (x 一 攻 , 4) 与 
| 定理 6.8| (GE 内 有 不 网 的 


人 六 Fixo)? 是 


5 渐 近 线 的 分 类 及 其 求法 


如 黑 lim fry =0 te 是 常数 ) y=e 为 7Y 的 水 畔 浙 近 线 


1 
如 果 jltim 天 no = 的 
| 
I 


zs 为 jz 的 亚 直 渐 近 总 


六 Jim Tm 


~ Hm fr- oo ] 
上 -ra 十 让 


如 时 im 志 (2 = 


km 亚 


y+ 为 f(r) 立新 近 维 
且 ]im Ef (Ur -orl = ' 
Xm 


二 几 点 说 明 
1 推论 中 的 象 性 了 ( 交 ) 半 0 仅仅 是 充分 的 
即 有 这 种 可 能 ， 函 数 斤 x) 在 个 别 的 孤立 点 虽然 有 广 (x) = 
0， 但 是 冰 数 jx}) 仍 是 严格 单调 的 。 这 个 事实 已 在 定理 6.2 中 
给 出 证 明 ， 这 里 具 举 例 说 明 ， 
例如 沙 数 = x 在 831.5 的 第 三 自已 证 明 ， 在 区 间 (~ seo, + 
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220) 内 它 是 严 册 递增 的 ， 伍 是 函数 在 x = 0 处 有 7 (0) = 0。 

又 如 函数 =Yw 一 Sinx， 当 xx= 2 (&=0, +1l， + 2,.") 
上 时 消 I=1~cosx=0, 
而 且 这 些 点 是 孤立 的 ， 但 是 根据 定理 6.2 知 ， 该 菩 数 在 《= oo， 
+ 950) 内 是 严格 递增 的 . 

2 ”一 个 函数 的 极 值 点 只 能 出 现在 稳定 点 和 导数 不 存在 的 
点 中 

对 于 可 微 函 数 而 言 ， 在 $6.2 的 第 一 段 里 已 经 指出 。 求 可 币 
项 数 府 色 全 点 从 稳定 点 里 找 。 但 是 在 极 值 的 定义 中 并 没有 要 求 
商 数 必须 可 微 ， 这 就 臣 说 对 某 些 函数 而 训 ， 极 秆 点 有 可 能 在 时 
数 不 存在 的 点 中 出 现 。 例 如 ， 在 84.6 中 曾 指 出 讽 数 y= |x| ， 


x=0 处 足 角 点 ， 而 函数 y = x 和 ，x = 0 处 是 尖 点 ， 故 在 x -0 处 两 
个 函数 的 导数 都 不 存在 ， 但 是 它 在 x = 0 处 都 取 到 极 小 值 . 
然而 ， 在 导数 不 存在 的 点 不 一 定 都 取 到 极 值 。， 邮 如 ， 瑞 数 


= yx 


图 6.8 


因为 有 


. | x 
lim -<2 =1 
0 x pa 1x 
所 以 函数 ;=x 在 x=0 处 不 存在 导数 ， 如 图 6.8 示 , 当 x*>0 时 ， 
A 一 0 当 x 之 0 时 ， .Ax) 0。 元 论 把 人 >0 取 得 多 少 小 ， 在 
号 性 和 
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领域 U(0, 人 里 总 存在 六 x) >0 和 xy<0 的 点 ， 根 据 ' 极 值 的 
定义 ， 函 数 y = x 在 x = 0 处 取 不 到 极 值 ， 

5 再 说 曲线 的 凸 性 

在 86.3 的 第 一 段 里 ， 我 们 给 出 了 则 线 7 = 六 wx 在 《9 及 内 
凸 性 的 定义 ， 在 定 广 中 不 排除 曲线 在 (Ce 入 的 某 个 小 区 闻 上 为 
直线 可 能 性 。 如 果 把 这 种 情况 排除 在 外 ， 刚 定义 应 改 成 ， 已 知 
散 数 /zx) 在 区 间 (2 分 内 可 导 ， 除 切 点 外 ， 曲 线 上 纵 坐 标的 值 
总 大 (小) 于 切线 上 相应 纵 坐 标的 值 ， 则 称 曲 线 y=f(x) 在 
《2% 人 内 是 严格 下 巴 《严格 上 凸 )》 的 ， 

对 还 ， 定 理 6.5 的 充 要 条 件 庶 改 为 ， 导 数 广 (xy 在 (2 全 内 
严格 递增 (严格 递 域 ) 。 而 定理 6.6 的 充 要 条 件 也 应 改 为 ; 
x Es, 且 在 (4 纺 的 任何 部 分 区 
间 上 三"(x) 于 0 


三 ” 钢 题 选 讲 
例 1 证 明 不 等 式 


2 ginxex, 
下 


当 0<<x*<< 志 时 ， 
基本 思路 ” 作 酒 数 f(x) = SX， 证 明 在 (0, 下】 内 严格 过 


减 。 
证 骨 ”作画 数 f (x) = smx， 因 为 有 


fix) = cas sto sil x tgx), 
且 当 0<x<< 子 时 ， 了 "(x) <0, 所 以 函数 (x) 在 (0, 屯 ) 内 严格 
由 于 jim f(x) = 1， 如 果 补 定 AC0) =1， 则 得 


$8 


FO > > (7), 


即 1> >.2, 


2 
因此 当 0<x< 志 时 ， 有 
xcsinx a, 

例 2 证 明 不 等 式 


RD) < GD) 


其 中 # 为 自然 数 . 

基本 思路 将 不 等 式 《1) 分 成 两 个 不 等 式 来 证 ， 在 每 -_. 
个 不 等 式 中 ， 分 别 作 函 (x) 和 Stxjr 利用 并 0 《 当 x>>0 
时 ) ， 推 得 f(D)<0 ( 当 (x=1,9,.); g(x) >0 ( 当 x>0 
有 时) 。 惟 得 gx) 0 ( 当 #= 1, 2，…)》 

证 明 首先 证 明 


(tr) < 


(C1) 


]; 了 3% 十 飞 一 。 1 
因为 nm ln( 2x+1 ) 0 lim xinfi + “1， 记 以 
lim f(x) = 0 


又 因为 


fx) =1ln(l+x) -lnx- 2 
2x 上 + 工 ” 


H lim f(x)=0, 以 及 有 ， 
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f(xy = — 0 (x 六 站 ， 


4 
(2x + 7 


根据 推论 知 ， 当 x-> +ce 时 ， 导 函数 f(x) 是 产 楷 递减 地 趋 近 
于 零 。 则 有 (xz > OF x 之 0 时 ) ， 所 以 当 x 一 +oo 时 ， 
基数 六 x) 严 格 递 增 地 趋 近 于 零 。 
于 是 我 们 证 明了 六 xs)<0 (xz 的， 如 将 x 取 自 然 数 #， 
出 对 任意 的 x 有 
fn) 0, n=1,2,. 


即 (2a+2y ， wait 1 二) - 1<0, 
亦 即 ln (1+ 3 -)(1+ 二 ) <1 


族 得 (lt)(1+2) < 
其 次 证 明 
:<(1+ 立 -1+ 二 ) 。 
这 只 须 作 范 数 
k(x} = in(* rE) + xIn(1+ 1 1)-1, 


重复 如 上 作法 ， 即 可 得 到 g(x) 守 0 (x 六 0}， 则 对 任 章 的 # 有 
FCN) > x=1,2, .: 


即 ln (taln(1+ 二 )- 1>0, 


亦 有 好 In[(1+){1 + 二 ] > 
故 得 (1+ 产 )L+ 二) >e, 
总 之 ， 证 得 
Ce 
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例 2 表明 ， 利 用 便 2 的 结果 ， 证 阴极 限 
四 [0 
是 容易 的 。 事 实 上 ， 将 不 等 式 《1》 变形 如 下 


(ti) + ari! 1+-1) <e<(1+ 二 ) + 
+ 寺 (1+ i) ， 


减 去 (1+ 二 ) ， 得 


< 让 
责 弱 上 x， 得 


Bn + lt ) <s[e-(1+2) |< | < 六 (11 才 ) ， 
根据 两 边 淡 炬 理 ， 鼓 得 ， 
im [人 + 二 -去 
例 5 如果.Ax) 和 mr) 者 是 可 微分 的 欧 数 ， 且 
| 六 (| Sx) Cx), 
刚 当 xz2x 时 ， 有 | Cx) -xD ex) -p(x0), 


基本 思路 ”将 不 等 式 7x) ~ 了 (x0)| 所 g(x) -mx 变形 
如 下 


-foetx) — x) EF) -fx0) LP) — yx), 

以 下 证 法 与 例 2 类 似 , 
证 明 ” 令 函数 
F{x) = 7x) /x0) ~- [ox) -p(x)), 

是 然 有 Fx =0， 利 用 已 知 条 件 ， 且 当 x* 访 %*% 时 有 

F(x) =7 (0) ~ px | -wx) 0, 
说 明 函 吉 (x) 是 递减 的 ， 衣 考虑 到 F(xs) = 0， 则 有 

FX)E0 ( 当 x 时) ， 
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即 一 Pr 一 
再 令 函 数 
pfx)= — CA) fx) - CP) -wx。 
显然 ， 有 (x6) = 0。 利 用 已 知 条 忻 ， 且 尖 x 时 有 
hx} fx) Ex) -x) 0, 
这 说 明 函 数 h(x) 也 荐 递减 的 ， 再 考 目 到 h(x) = 人 9 则 有 
fx 0x 时 )。 
即 — EF) -xO ECP) 一 人 (re Cx), 
故 得 
一 [fx) -px Ef x) f(x). 
综合 以 上 毕 果 ， 于 是 有 
一 [Ex — x) I EE fx) f(x) r(x) — p(x) 
亦 即 | Ce) 一 xx Sp x) - pw). 
在 几何 上 ， 语 3 表明 ， 当 x 这 x， 时， 如 果 消 数 A(x) 在 每 
一 点 的 增长 速度 | "(x)|] 不 超过 p(x》 的 增长 速度 g'(x) 时 ， 
则 (x) 的 改变 量 |A(x) -f(x,)| 不 超过 g(x) 欧 改 变量 w(x) - 
px), 
例 4 方程 lnx = ax (ae2> 的 有 凡 直 实 概 ? 
基本 思路 象 86.1 例 4 那 样 ， 利 用 两 数 的 单调 性 及 连续 
性 ， 
和 解 ” 作 臣 数 (x) = lnx- ar, 定义 域 为 《0, + co)， 因 为 


1 _l1-ax 
f (x) =~ 4 和 


从 f(x) = 0 解 得 x = ， 所 以 将 区 间 〈0，+ co》 分 成 两 个 部 分 


ae 二 全 
在 区 间 (0, 十) 上 ， 由 于 Kx) 盖 0， 因 此 函数 A(x) 是 严格 


递增 的 ， 在 区 间 ( 二 ,+ co) 上 ， 由 于 / "(x)<<0, 因此 函数 f(x) 
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是 严格 递减 的 。 另 外， 又 因为 
iin fx)} = 一 oo， lim xs) = 一 


和 一 站 小 中 


各 f (=)= -lna-1= -In(a.e) 


| -Infcfy >0 当 ae 时， 即 z < 过- 


2 


1, 
[六 
| meo<0 当 se> 1 时， 如 o> 

于 基 ， 当 0<<z 民 二 时 ， 在 (0, 了) 和 (二 + co 中 各 有 方程 
f(x) = lnx- ae=0 的 一 个 根 ， 妆 > 时 ， 方程 (x) = nx 
ax =0 没有 有 实 根 : 当 二 上 时， 方程 (x) =lnx-ax=0 只 有 


一 个 根 ， 妈 x=e。 如 图 6 ,9 示 ， 


图 上 ,9 


例 5 方程 x*-x:-~-x+1= 人 0 
有 有 几 个 实 根 ? 

基本 思路 ”作法 同 例 4 

解 设 (x)=x'-w:~x+l1, 
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fx) Br: Bx -1=3Cx— Di 人 fx + 


解 方程 有 (x) =0， 解 得 稳定 点 x; = 1，xs = -三 


在 区 间 ( - ec, - 广 ) 上 二， 和 由 于 六 Ce) 盖 0 因此 函数 f(x) 在 


(oo, -去 ) 上 严格 递增 ， 又 因为 六 -二 )}= 学 >0， 且 有 
lim /00) = ee， 
计 以 方程 /x) = 一 x 一 x+1=0 在 区 间 (~ - 吝 ) 有 一 实 
根 . 
在 区 间 (- 于 ,tj 上 ， 由 于 /'(x) <0， 因此 函数 f(x) 在 


(- 3 1) 土 严格 递 站 又 因为 Fl) = 0, 所 以 方程 f(x) = x 


ex+1=0 在 区 间 ( 一 二 ,1) 内 无 实 根 . 

在 区 间 (1, + oc} 上， 由 于 六 (x) 二 0， 因 此 函数 /x) 在 
《1，+ oo) 上 严 禾 递增， 又 内 为 

lim f(x) 二 二 2 

所 以 方程 Ax) = x 一 x -x+1=0 存 区 间 (4 +eo) 内 没有 实 
根 ， 

然而 ， 不 难看 到 ，x =1 是 f(x) =0 的 根 ， 于 是 在 〈-~ co， 
+ co 上 上 方程 x 一 一 x+1=0 有 两 个 实 根 。 如 图 6.10 示 ， 

但 在 应 指出 ， 由 于 x 一 x 一 wx+ 主 = {x-1):(x+1),， 因此 
知 x = 是 方程 x 一 x: 一 x+1= 人 0 的 二 重 根 ， 这 个 事实 表 朋 ， 利 
用 落 数 的 单调 性 ， 只 能 判别 实 极 的 个 数 不 能 确定 根 的 重 数 . 

例 BE 如 果 三 -35 过 0， 则 方程 


flx) =x tax: toxte=0 
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图 6.10 


只 有 准 一 的 实 报 ， 
基本 思路 ”作法 问 例 4、 
证 明 根 的 存在 性 。 因 为 A (x) 是 三 次 多 项 式 ， 记 以 方程 
至 少 有 一 个 实 根 。 
唯一 性 ， 因 为 
T(x) = 3x +2ax+,, 
该 二 次 三 项 式 的 判别 式 为 
= da -12= 4(4: -38), 
由 已 知 条 件 知 ， 必 :4 一 3 他 于 0 
所 以 f(x) =0 无 实 根 ， 即 f(x) 在 整个 实数 轴 上 恒 正 或 恒 负 ， 
但 是 ， 由 于 lim f(x) = t+oo， 故 知 广 (x) 之 0 ( 当 |x| 过 +eo 
时 ), 于 是 证 明了 函数 A(x) 在 区 间 《一 9，+o0) 中 严格 递增 ， 
从 而 (x) = 0 只 有 唯一 的 实 根 ， 
例 7 了 已 类 区 数 A(x) 在 区 间 4s 所 x 之 +o0 内 是 连续 的 ， 
且 当 x 记 4 时 ， "(x}) > 上 0， 其 中 让 为 常数 ， 证 明 ， 如 果 (及 


<0， 则 在 区 闻 《sa- 人 从) 内 方程 f(x) = 0 有 一 个 且 仅 有 -- 


个 根 。 


基本 思路 ”唯一 性 的 证 明 ， 利 用 函数 的 严格 递增 性 ， 存 在 
性 的 证 明 ， 利 用 连续 话 数 的 零点 定理 ， 


号 日 总 


证 明 已 知 六 (二 0， 故 /lx) 十 严格 岂 增 的 ， 如 归 
Ar) =0 有 根 在 在 ， 则 只 能 有 一 个 根 ， 

现在 证 明 根 的 在 
在 性 。 已 知 f( 用 < 过 0， 


只 须 证 明 f(s - 
从 四 >0 即 可 为 此 


过 点 de {外 ) 作 
以 Ek 为 斜率 的 直线 


(如 图 6.11) ， 其 方 | Ala, 110) 
程 为 
了 一 站 国 一 下 (一 的 ， 图 8.11 


且 将 水 数 k(x 一 让 + 四 用 pz) 表示; 
PN = HD + Ex WD. 


由 于 p(4- 人 全)=0, g(a 信号 ) = 再 利 
用 例 3 的 结果 ， 因 此 得 
(So)-aal<r(-ra 
即 ICol<y (2)-Ao. 


又 因为 网 (四 = (2), H/C <0, 所 以 (本 | 一 -f(a), 
从 而 得 。 


(> 
根据 零点 定理 知 ， 在 区 间 ( w <- 帮 @) 内 f(x) = 0 有 根 。 

对 于 根 的 存在 性 ， 我 们 还 可 以 利用 拉 格 户 中 信 定 现 证 
明 ， 在 区 间 | so 上 全 | 上 ， 对 函数 f(x》 应 用 拉客 朗 日 中 什 
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定理 ， 有 
7) -0 (A) 


= -f(D, 
其 中 f€ (4，a- 开 名 )。 二 是 


f (a ‘2)>0, 


根据 零点 定理 知 ， 在 区 条 (a，4 一 人 办) 内 f(x) =0 有 根 ， 


例 8 证 明 ， 站 4+z2+1>0 时 ， 玫 数 


取 极 值 . 
基本 思路 ”利用 二 次 三 项 式 的 判别 式 大 于 零 ， 今 f(x) =0 
求 稳定 点 ， 再 利用 二 阶 导 数 在 稳定 点 的 符号 状 划 极 大 成 级 小 ， 
证 明 因为 
1 人 
f(x) = DD? 
令 (x) =0, 闵 即 ， x 一 2x 一 (at 从 = 四 半 4+ 上 +1 守 0 时 ， 记 
以 方程 存在 两 个 不 同 的 实 根 。 


w=1+w atpt+l, x,=1 -ww a+d+1, 
就 是 所 求 的 稳定 点 ， 
又 因为 
11 (2% ~— 2) Cx 1 ~ 2x DIEyw 2x {a+ 
/60 Ce 1) 


并 注意 x: 和 x 是 方程 x: -~ 2x -+ 轨 -0 的 要， 所 以 有 
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_2(+wvarbti) 1 二 
2 十 几 十 卫 + 


也 号 是 在 点 w= 4 了 + 业 ， (x) 下 0， 下 国 数 (x) 


取 极 小 值 ， 在 点 xs = 二 ~ war$8+1 可， "x,) < 人 国 数 f(x) 
取 极 大 值 . 


例 8 求 数列 {ao = 人 = (于 的 最 大 值 . 


基本 思路 “研究 丽 数 (x) = xi( 二) 的 性 态 。 确定 函数 
Je) 严格 递减 范围 ， 再 进一步 铺 定数 列 | (十 ) 的 最 大 值 . 


解 今 f= (3) 。 因为 
fx)=x(F) (2-xlng), 
在 区 间 (C1, + eco) 上 ， 当 x 半生 之 2.8 时 ， 有 /"(x) <0， 则 函 


数 fx) 严格 递减 ， 所 以 数 到 {we ( 士 ) } 的 最 大 值 只 能 从 前 
三 项 中 去 找 ， 
山寺 


— 
| 

BD | | 记 
bb 


和 
| 
| 
四 

bl 


A 
Cm 
旧 


节 


,和 
| 
| 
[ec] [a] 
A A i 


SC 


办 此 ， a = 乓 是 数列 { 二 (二 ) 的 最 大 值 ， 


例 10 ”如 图 6.12 示 。 在 平面 上 有 点 4(0, 下，C(t 仿 , 且 


5 a>0， 在 区 间 ( 必 ,由 内 取 一 成 B(x,0) 便 43+ BC 的 长 为 
琉 小 。 
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站 人 五 


PP Blx,o) 


ee 
Do -a) 
图 6.12 


基本 思路 ”和 构造 忠 离 函数 ， 求 其 最 小 信 ， 
解 ” 设 点 B 的 模 坐 标 为 x， 则 4 B+ BC 的 长 是 


Fx) = vat + d+ (ft— wx), 


I -~ x 
因为 {0 Rt vt x) 


XE on) Vet 
WwW + 
令 (x)=， 即 
wb tT a +t, 
化 简 后 得 方程 


《有 一) 十 有 0 一 


一 妈 


由 于 > “> 和 因此 x:= 一 不 属于 (0 ，1) 区 间 ， 故 在 


(0 ，1 》 内 只 有 唯一 的 稳定 点 xi= -2_ 


bia 


从 几何 上 可 以 证 明 最 小 值 的 在 在 ， 事实 上， 在 轴 取 点 
DO0, ~ 中， 过 Db，C 引 直线 ， 与 x 铀 相交 十 点 了 。 显然 ， 
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于 是 在 x 轴 上 ， 当 x= 时 ， 本 了 + BC 为 最 小 (实际 


上 w= 一时，8B 与 P 重 合 ) 。 


不 难看 到 ， 下 面 的 应 用 问题 就 是 将 例 10 赋 予 了 实际 意义 ， 
如 图 6.13 示 。 甲 乙 两 地 合用 一 台 变 压 器 ， 如 果 甲 乙 都 用 同 
-规格 的 输电 线 ， 问 变压器 设 在 何 处 ， 使 所 需 电 线 最 少 ? 


晤 站 .13 
事实 上 ， 在 例 10 中 将 (0 ，1》 区 间 改 换 (0，3) 区 
间 ， 这 不 难 求 得 
yu 一 号 如 


2 =: ， X= 


+a pa 
由 于 x, 不 属于 (0 ，3) 区 间 ， 放 x:= 六 “是 稳定 点 ,将 = 1 
六 1.5 氏 入 ， 有 有 


3 


由 
a BY 


S| 


于 是 ， 变 压 嘻 设 在 点 0 右 方 1,2 公 里 处 需 用 电线 为 最 少 ， 
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习 题 


86 .1 

1， 求 下 出 汕 数 的 单调 区 周 ; 

C1) y=2tr— rt (2) y= + (rs 
区 十 10 


CH) Valrrte” (x ~0): Ca Y=- sinx, 

3， 坛 矿 捞 下 列 方程 实 根 的 个 数 ， 

《1》 w+%= 人 0 (2 Slnx= x (0TH, 
3. 证 明 下 列 不 等 式 : 


(1) xz- 二 <lnti Fx 0} 


(2) “in (x >0). 


4， 设 基数 (xz》 和 yf) 在 C6 站 上 可 导 ， 旭 采 在 (6, 上 有 fx) 
> to, Lie) = gto; 网 在 如 .的 上 有 1 半 (x)， 


#8.2 
{1) y=2+x- wt C2 Y= 1)is 

= 一 三 二 x nen x* 和 
《3) y= Cx- 1 (4) y=(1 x+ + 二 ) . 


6. 求 于 列 函 数 的 最 大 值 和 了 小 值 ， 
1》 y=x -dr+6, xEC-3,107 


(2) y =x+ 二 YEr0.01，100]; 


CH) yr Ed ELC-1,1) 

C4) P=sint—m sin*r KEC-AR Ty], 

?证明 往 岂 长 一 定 的 等 用 三 角形 中 ， 正 宇 前 形 芍 谎 仙 为 万 大 ， 

8#， 在 半径 为 a 的 球 的 内 接 阅 柱 中 ， 求 体 程 为 塘 太 的 闻 柱 ， 
39F6 


86 .5 


9#， 讨论 下 列 函 数 的 上 山 性 及 扣 点 ， 
{1) fOr) = xs 《2》 f(r) = 
(3 1(4) = 已 + cosx, xELO, 六] 


10， 避 知 函 数 1Cx) =ax? + Px+e (4 六 0)， 证 有 不 等 式 
fOr) + Fx) + fixs) 1 
> 1 了 上 

11. 


证 上 明 ， 如 果 丽 数 f(D 和 pC) 在 (四 内 是 下 西 的 ， 则 了 (x 二 
和 (人 玫 《9 芒 内 也 足下 出 的 ， 


12. 求 于 列 函 数 的 渐 近 线 ， 

(1) fcD = (2) fa = 
13. 求 下 列 曲 上 线 平 行 于 y 轴 的 斯 近 线 ， 
(C1) 光一 所 和 一 区 一 = 人 
14. 作出 下 列 机 数 的 图 形 ; 
C1) fixy= x 


和 十 廊 


C2 x dy dr, 


t C2 TY = Hx dx? + 1 


= 
(3) f= re 
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第 七 章 “” 实数 的 基本 定理 与 连续 
图 数 的 性 质 ( 续 ) 


在 第 二 章 中 我 们 给 出 了 了 确 界 报 念 和 确 界 公理 。 在 此 基础 上 
证 明了 单调 有 界定 理 。 它 们 都 描述 了 实数 的 连续 性 .在 本 章 中 我 
们 将 继续 讨论 描述 实数 连续 性 的 其 它 定 理 ， 即 闭 区 间 套 定理 ， 
有 限 枚 瘟 定 理 ， 柯 西 收敛 准则 ， 并 应 用 这 些 定理 证 明 在 第 三 章 
已 给 出 的 在 办 区 间 上 连续 函数 的 性 质 ( 包 括 一 致 闪 续 性 ). 


Y 7.1 实数 的 基本 定理 


一 ” 财 区 间 套 定理 
定理 7 ,1 ( 闭 区 间 壮 定理 ) 如果 有 一 闭 区 间 列 
Ca BD, Leas Be, os Lan Bl 《7,1) 
满足 ， 
《 1) 对 任意 的 自然 数 z, 有 有 [asp bri0DCCan 5b] 
(2 so0 时 ， 5, 一 44 0， 
虽 必 存在 唯一 的 实数 & 居于 一 切合 区 间 [as，5 
把 满足 条 件 (1} 和 (2 7 的 闵 区 间 列 《7,1) 叫 柳 闭 区 间 资 ， 
证 明 要 为 (Cas，#2} 是 闭 区 间 套 ， 册 条件 (1 ) 知 ， 4 委 
A 以 有 
dsb 《= 1 2,*). 
这 就 是 说 ， 数 列 tas} 是 递增 的 ， 生 有 上 界 ， 根 据 单调 有 界定 
理 ， 则 数 询 te 存在 援 限 ， 如 设 
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jim 4,= 吉 ， 故 有 as 所 6， #= 1 2,'。 


其 次 证 明 数 属 于 一 切 闭 区 间 Cao 6 只 人 须 证 明 对 任意 的 
” 有 《<< 如 旭 可 事实 上 ， 由 于 对 任何 的 w，# 此 有 am<6 
根据 极限 的 不 等 式 性 质 ， 有 

点 一 limanb,, # = 1 2 

于 是 有 4n 人 Sb =1,2，…'y 羡 即 EE Con 5 站 一 二 2 

最 后 证 明 数 # 是 唯一 的 .用 反 证 法 ， 假 设 还 有 一 个 数 9SE 
有 9E [oo。，b 如 3，a= 1，2, …， 这 表明 闭 区 间 套 中 每 一 区 间 的 长 
度 都 不 应 小 于 荐 ~ 这 与 条 件 (2 ) 矛 盾 ， 0 

法 “在 有 理 数 集 上 闭 区 间 套 定理 不 一 定 成 立 。 例 如 ， 以 有 


理 数 为 端点 的 闭 区 间 列 | (1+ 工 ) ，(1+ 工 ) |] #=1,2,…… 
满足 定理 7.1 的 条 位 ,已 知 存在 数 属于 一 切 所 区 间 | (1+ 工 ) 
人 + 元) | 但 是 “ 套 ” 出 来 的 数 ， 并 不 是 有 理 数 。 有 理 数 集 


的 这 个 性 质 ， 叫 做 有 理 数 集 的 不 完备 性 。 如 果 在 实数 系 里 来 讨 
论 ， 则 上 述 现 象 不 会 出 现 ， 实 数 集 的 这 种 性 质 通常 称 为 完备 
性 ， 亦 称 连 续 性 ， 

例 1 闭 区 间 列 


1 1 1 1 
c~1, ,| -二 于 |， sy | -十 ， 二 |， 


由 于 有 


因此 它 构 成 消 区 间 套 ， 很 据 定理 ?7.1 知 ， 在 在 叭 一 的 实数 0 属于 
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一 切 用 区 问 | -二 ,十 |. 


名 

例 2 构造 一 个 闲 区 间 《 依 次 取 v 2 的 不 足 近 似 值 与 过 璋 

近似 机 做 区 间 的 端点 ) 列 
fl,2],51.4I 5] C1.41,1.42],., 

显然 该 团 区 间 烈 也 构成 一 个 闭 区 间 套 ， 故 硕 在 唯一 的 实数 2 
属于 -` 切 闭 区 间 ， 

但 得 注意 的 是 ， 定 理 7,1 中 强调 区 间 套 是 财 的 ， 对 保证 结 
论 成 立 戈 不 可 缺 少 和 的。 事实 上 ， 闻 区 亲 列 


(0, D, (0 3), es (0, 2 ), 


和 Hi jms 
但 是 不 存在 一 个 公共 点 属于 所 有 区 间 。 


二 有 有限 覆盖 定理 
定义 ” 设 有 数 集 EE 与 开 区 间 集 族 芒 ， 如 果 对 EE 中 性 意 的 数 
er 在 开 区 池 集 族 仿 中 至 少 有 一 个 开 区 闻 心 含有 a, 即 eE 了， 出 称 
开 区 间 集 族 之 为 数 集 EE 的 一 个 开 覆 盖 。 燥 果 仿 中 的 开 区 间 的 个 
数 是 有 限 的 ， 则 称 之 为 E 的 一 个 有 限 覆 莹 . 
例 3 设 之 是 如 下 的 开 区 间 集 族 


3) )} 


而 数 集 互 是 开 区 亲 (0, 1) .很 明 累 ， 仿 是 开 区 间 (0,1》 的 一 个 开 
覆盖 ， 束 实 上 ,对 任意 的 rE (0, 4, 由 于 有 0<a<1, 只 要 取 坟 > 


2 就 有 声 <4<1， 因 此 中 的 开 区 间 ( 上 ,1) (mEN) 含 及 
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即 <c 21). 
例 4” 设 了 是 如 下 的 开 区 间 集 族 ， 
= 4) 
而 数 集 互 是 开 区 间 (0,1) .很 明 且 ， 芝 不 是 开 区 间 (0,1) 的 章 
养 ， 事 实 上 ， 对 于 开 区 间 (0,1 内 的 点 村， 二 ,在 中 任何 


由 一 1， 2， | 


一 个 开 区 间 都 不 能 含有 它 ， 因 为 点 三 ， 二 ，,…, 蚌 开 区 间 列 


(3 1), (3, 本 )… ,1 二) 
的 端点 。 
定理 7,2 {有 限 覆 瘟 定理 ) 如 果 闭 区 间 [az， 纺 被 无 限 个 开 
区 闻 集 族 二 覆盖 ， 则 在 中 存在 有 限 个 开 区 间 必 LA，…， 刀 4 
也 覆盖 了 闭 区 间 [ez， 斥 ， 
证 明 ”实际 上 ， 定 理 的 结论 是 有 限 个 开 区 间 集 族 {Ai, 4 
7 为 区 间 La， 总 的 一 个 改 盖 . 
用 反 证 法 。 假 设 区 间 Ca， 全 没有 有 限 蓝 盖 ， 即 在 过 中 任意 
的 有 限 个 开 区 间 都 不 能 覆 靖 foe, 各 ,这 时 将 区 间 [4) 执 两 等 分 , 得 
两 个 闭 区 阿 ， 在 这 两 个 财 区 间 中 至 少 有 一 个 闭 区 了 间 没 有 有 限 要 
次 (否则 , 两 个 闭 区 间 都 有 有 限 履 资 ， 合 起 来 的 下 个 区 间 fe, $7 
必 有 有 和 银 复 盖 ) ,并 记 作 [a,, 5 (如 果 两 个 都 没有 有 限 缆 盖 ; 则 可 
任 取 一 个 阔 区 间作 为 Ca,, 6,0) ,再 将 区 间 [ay 2 本 等 分 ， 又 得 两 
个 闭 区 间 ， 在 这 两 个 闭 区 间 中 也 至 少 有 一 个 闭 区 间 没 有 有 限 禾 
葬 。 并 记 作 [es;， 纪 1) 等 等 。 于 是 ， 得 到 每 一 个 闭 区 间 都 没有 
有 限 覆 盖 鬼 闭 区 同 列 ; 
Fe 的， Ca Bs vs Lan Bl, (7, 2) 
不 难 验 证 , 闭 区 闻 列 (7.2) 满足 财 区 间 套 定理 的 两 个 条 和 件 。 事 
实 上 上， 由 两 等 分 法 ， 夏 
[aa+iy Pnrtl ECan Gols HF=0,1,2, **, 
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其 中 A 一 人 b=5, A 
lim Cw. 
故 存 在 一 个 数 a 属 于 上 所 有 的 闭 区 闻 [awy 5 t= 0 1, 2, …')， 


当然 也 有 cE Ca， 名， 另外 ， 由 于 [4， 们 被 之 所 和 覆盖， 因此 
在 二 中 至 少 存在 一 个 开 区 间 必 包 售 <c。 可 是 ， 央 为 lim 《bs ~ a) 


= lim“ 二 <=0, 记 以 对 充分 大 的 使 (4,，5 全 部 落 在 开 区 间 


4 
二 之 内 (图 7.1) 。 此 事 


表明 ， 闭 区 间 [ss 名] 既 gg ob 
没有 有 限 和 覆盖 ， 又 被 之 中 
的 一 个 开 区 部 所 覆盖 ， 图 7.1 
得 到 矛盾 。 故 Cs, 们 必 有 有 限 检 证， 口 

在 有 限 徐 着 定 理 中 ， 强 调 被 覆盖 的 区 间 是 闭 的 ， 这 是 重要 
的 ， 沁 刚 定 理 未 必 成 立 。 例 如 ， 由 例 3 知 ， 开 区 间 (0,1) 被 开 
区 间 集 族 

#=1, 2, “| 


E 
了 -并 (全 
覆盖 ， 但 是 三 中 任 音 有 限 个 开 区 间 都 不 能 将 (0,1) 覆盖 。 这 是 
因为 只 要 选取 有 限 个 开 区 间 ， 就 能 从 中 选 出 最 大 的 开 区 间 
人 《六 切 ， 而 其 余 的 开 区 间 都 在 { 去 , 1) 之 内 ， 于 是 开 区 间 (0, 1) 


中 总 有 一 部 分 区 间 (0, 光 ) 不 能 被 这 有 限 个 开 区 间 委 盖 ， 


三 ” 柯 西 笋 敛 准则 
在 $2,3 和 $2.6 里 我 们 分 别 介绍 了 数列 和 函数 的 柯 西 收 襄 准 
定理 7.3( 柯 西 收 印 准则) ”数列 {a 收效 的 充 要 条 忻 是 ， 
对 尾 意 给 定 的 e>>0， 存 存在 及 扎 讨 ， 当天 之 加 ， zz 而 时 ， 有 
日 2 


je 一 ao [<e, 
证 明 必要 福 的 证 明 见 8$2 .3 的 定理 2.9， 
充分 性 ”假设 条 件 成 立 ， 证 明 数 列 (es} 收 误 ， 
首先 出 已 知 条 件 可 推 得 数列 tan} 是 有 办 的 。 事 实 上 ， 对 取 
证 的 E=1， 存在 太后 后， 污 贡 读 加 ，2, 记 机 了 时， 有 
ja — 4m [<1. 
将 # 固定 ， 不 妨 取 #= 加 + 1 由 # 的 任意 性 ， 因 此 对 任意 的 自 
然 数 # zy 也 有 有 
[上 
下 是 可 得 
[las [< je {+ 1, 
如 设 放 = maxt la ， je |，…， eal， lamri1+1}, 则 有 
je EM, =1,2, ., 
族 数列 {zs} 有 界 ， 
其 次 构造 闭 区 间 套 , 确定 数 寺 ,由 不 等 式 lz。 | 所 MM, 如 令 [a， 
PD =[ 一 计 。，4 则 数列 {es} 的 所 有 项 属于 闭 区 间 Co， 有 JI， 现 
将 闭 区 间 [e， 8 两 等 分 ， 得 两 个 闭 区 间 ， 在 这 两 个 闭 区 间 中 
全 少 有 一 个 舍 有 (ss 的 无 穷 多 个 项 ， 并 记 作 fa， 有] 〈 如 果 两 
个 闭 区 闻 都 会 有 {es)} 的 无 穷 多 个 项 ， 则 可 任 选 其 一 ) ， 再 将 闭 
区 间 Cc:，A 有 2 两 等 分 ， 得 两 个 闭 区 间 ， 在 这 两 个 闭 区 间 中 至 少 
有 一 个 合 有 {4a} 的 无 穷 多 个 项 ， 并 记 作 La， 有 等 等 ， 于 是 ， 
Ca, Bai, [ao 月 py Lass Bele, 
其 中 每 一 个 闭 区 间 都 含有 {a,} 的 无 穷 多 个 项 。 不 难 验证 这 个 闭 
区 间 列 是 洲 足 如 下 条 性 的 ， 
C1) fan Balas Ba, #=1, 2 


(C2) lim Ca, ~— 8B,) = 人 0 
于 症 ， 根 据 闭 区 间 套 定理 ， 存 在 唯一 一 个 数 主 使 


limes=limp=< 
丰 一 SG [a 
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最 后 来 证 明 数 所 就 是 数列 {esy 的 极限 ， 一 方面 ， 册 已 知 条 
件 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 自然 数 z 当 守 ，s 交 及 了 时， 有 


Em ns ] <， (7. 3) 


另 一 方面 ， 由 于 fc 和 人 2 都 以 为 极限 ,因此 对 上 面 的 e>0 
存在 EN, 使 得 

1 a 和 je] 去， 
从 而 有 


[9 


oo E+ 了 
又 因为 所 有 的 闭 区 闻 Ccs。 有 .3 都 含有 {zs} 的 无 穷 多 个 项 ， 所 以 
人 疗 在 &EN， HH, 司 &o 入 4 
于 是 有 


“的 于 
2 


二- FE + 


即 JE < 本 。 (7.4) 
当 # 汪 上 时， 并 注意 不 等 式 (7.3) 和 {7.4), 得 
je 一 二 | =| a — etar-d le Jas-—ari+ as — | 


BE € 
+ 


故 证 明了 数列 {fan} 收 人 第 于 £. 口 

定理 ?7,.4( 柯 西 收敛 准则 ) ”说 数 f(x) 在 点 a 存在 极限 的 充 
要 条 忻 是 ， 对 任意 给 定 的 s 半 0, 存在 62>0, 对 任意 的 x' 与 x"， 当 
0< Tx'- a |<6 与 90< ja | 之 6 时 ， 有 

| xD fx") |<e, 

对 上 充分 性 的 证 明 可 完全 类 似 于 数列 的 情形 米 进 行 ， 但 是 
园 简 使 的 方法 是 利用 归结 原则 ， 

证 明 必要 性 的 证 明 见 82.6 的 定理 2.18 

起 0 二 


充分 性 ”假设 条 件 成 立 ， 证 明 lim f(x) 存 在 ， 


首先 构造 机 数值 数列 人 (xD 合 之 取 伍 ， 

如 果 {x,} 是 收 训 于 a 的 任意 数列 ， 且 xx 二 2。 则 十 已 知 条 
件 中 的 G>0 存在 NN 当 # 计 加 时 ， 丰 [xsa-41<9。 与 此 同时 ， 
只 要 于 全 区 又 有 x。 一 # <6， 于 是 对 已 知 条 件 中 的 6, 当天 > z， 
光 记 了 时 ， 就 有 

(fx) —f (xm) Ce 
根 失 数列 的 何 西 淮 则 ， 对 于 任意 收 贷 于 a 的 数列 {xs}， 记 对 应 
的 隙 数值 数列 《xD)}) 必 收复 。 和 由 妇 结 原则 ， 极 了 恨 iim f(x) 


在 在 。 品 


3 7.2 闭 区 间 上 连续 次 数 性 质 的 证 明 


在 第 三 京 的 83.3 里 ， 我 们 给 出 了 疡 区 疝 上 连续 函数 的 三 个 
由 本 性 项， 有 界 性 ， 莽 值 人 性 和 介 值 性。 其 中 介 值 性 定理 利用 零 
氮 定 至 已 经 证 明 ， 在 这 里 将 对 有 界 性 ， 最 慎 性 和 零点 定理 予 多 
汪 基 ， 
定理 7.5 (有 界 性 ) 如 果 函 数 A(x) 在 妥 区 间 fa 仿 上 连 
续 ， 则 组 数 玉 x} 在 ts， 总 上 有 界 ， 即 存在 于 汪 0， 对 任意 的 
xE Ca, 加 ,有 1f(x) ] 委 型 ， 
证 归 ”由 于 证 数 (x) 在 Cs, 条 上 连续 ， 轩 此 对 每 一 点 2E€ 
La, 让 ,如 取 e = 1, 存在 某 个 邻 域 U (a, 和 [a, 拉 , 当 x EDUta, 6) 
上 时， 有 
[FO -fa) I<1, 
即 1 1 Fa) I+1. 
二 是， 把 闭 区 间 [s， 人 上 每 一 点 & 对 应 欧 邻 域 U (aq， 引 所 构成 
的 集 族 记 为 
S={Uta, 0) la€ ta, DO, [fx) [< [fmt + 1, 
xEUa, 6}, 
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显然 ， 祖 枯 盖 了 [5e, 六。 根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 在 集 族 二 中 存在 
有 限 个 邻 域 

Ufa, 8), Uta,, SY), 1777, Ue oO) 
特 队 区 辣 Ca， 人 六 覆盖 ， 且 有 

[fix) [< fa + 1, xEUla, 6), i=1,2,",k. 
令  M=max{| flod! +1, | Ra [+1, ~ | Ca) 1+ 1}, 
并 注意 到 fa， 人 如 上 的 任何 点 x 至 少 要 属于 人 U (ci，64)} 中 的 
某 一 个 ， 玻 对 闭 区 间 [4， 介 上 的 任意 点 x*， 均 有 

[FA(x) [AM, 上 

定理 7-5 的 证 明 过 程 表 明 ， 借 黄 于 有 限 覆 盖 定 理 ， 可 把 阔 
数 在 拷 区 问 上 每 一 点 的 局 部 性 质 推广 到 整个 闭 区 问 上 ， 

定理 7.6【《 最 值 性 ) 如果 隙 数 六 x) 在 闭 区 癌 [La, 人 上 连续 ， 
则 函数 .Ax) 在 Ce, 人 绿 上 有 最 大 值 开 和 最 小 值 w, 即 在 闭 区 间 [Ca， 
#1 上 至 少 存 在 两 点 x 与 xy 使 

xD = mm fxs) = M, 
对 于 任意 的 x€ [a 拉 ，w 扫 x) 所 MM 

证 明 因为 函数 j (x) 在 [a, 们 上 连续 ， 根 据 有 界 性 定理 ， 
所 以 项 数 (x) 在 [4, 全 上 有 界 。 再 根据 确 界 公理 知 ， f(x) 在 
C54, 上 的 函数 值 集合 必 存 在 于、 下 确 界 ， 分 别 记 为 半 和 ， 于 
是 ， 有 

mx EM, xELa,d), 

下 面 将 证 明 ， 在 fa, 六 上 至 少 存在 两 点 x, 和 >x: 使 人 (x,)》= 若 ， 
jx = 机, 即 上 述 的 上 、 下 确 界 就 是 x) 在 C4, 分 上 的 最 大 值 
和 最 消 信 ， 现 仅 就 最 大 值 的 情形 证 明 如 下 ， 

用 反 证 法 。 假 设 /xx) 在 za， 如 上 取 不 到 它 的 上 确 界 间 , 即 
对 任意 的 xE [a, 们 , 痢 有 前 一 了 (x) 人 >0。 这 财 设 


了 
Fix) 一 机 -Frxj 


由 于 (x) 在 Ca， 名 上 连续 ， 有 生计 一 间 x) 污 0, 因此 Fix) 在 [Ca 
们 上 也 连续 ， 从 而 F(x) 在 Ca, 们 上 有 界 ; 即 存在 一 个 正 数 久 , 售 
二 人 在 


1 


0 本 f(x) 


< 天， 


解 得 Co <M xE Ce， 六。 (1) 


另外 ， 由 于 介 是 f(x) 在 [se， 人 上 的 上 确 界 ， 根 据 上 确 界 的 定 
义 ， 因 此 对 。 = 议和 至少 存 在 一 点 mmE C4, 休 ,使 


M-— EH) ENM, 


这 与 不 等 式 411) 是 矛盾 的 。 于 是 在 [ze， 交 上 至 少 看 在 一 点 x， 
局 乒 x:) = AM, 

对 于 最 小 值 的 情况 ， 用 辣 样 方法 可 证 明 在 [sa; 如 上 至 少 存 
在 -~ 点 x,， 使 (x) = 有 n, 口 

定理 7.7 (等 点 定理 ) 如 果 孔 数 A(x) 在 闭 区 间 Cs， 妇 上 连 
续 ， 且 Ga) 与 Af( 引 异 号 ( 即 f(A) 之 人 0), 如 在 区 间 (4 从 

fe) = 

证 明 上 用 反 证 法 .假设 在 [es， 六 上 的 所 有 点 x 都 使 f(x) 

六 00。 并 令 [e 下 = [La， 如 将 闲 区 间 C41,， 贡 ] 两 等 分 ， 得 两 


个 闭 区 间 。 由 假设 知 (xz) 在 闭 区 间 C4， 如 的 中 点 和 二 和 的 


函数 值 了 (生生)>e0, 因 此 (4 全 ) 不 是 大 于 零 就 是 小 于 


零 。 又 因为 f(a) 与 /5) 异 导 ， 所 以 在 这 两 个 闭 区 间 上 /f(x) 
必 在 一 个 闭 区 闻 的 端点 值 异 号 , -将 此 邯 区 间 记 为 cm，&。 再 
将 [a:， 加 3 丁 等 分 ， 得 两 个 闭 区 间 ， 辣 理 ， 在 这 两 个 闭 区 间 中 
必 有 一 个 使 f(x) 在 端点 值 异 号 , 把 它 记 为 C4,，6;】 等 等 ， 于 是 
得 到 一 个 闭 区 间 列 

fay By as bly ry [Cany daly *, 
使 A(x) 在 每 一 个 闭 区 间 cam。，5 (=12，…)》 的 端点 值 异 
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号 ， 显 然 ， 这 个 闭 区 间 列 满足 ， 
‘1) Lantis bir [an 六 站 ]， x 二, 2， "=" 
{27 lim 《2 一 2 二 0 


根据 阁 区 间 套 定理 知 ， 必 存在 唯一 一 点 “， 属 于 鹿 有 的 闭 区 间 
[es，8]， 下 六 co 天 0。 此 时 不 妨 设 flO) 半 0。 一 方面 ， 册 于 
(x) 在 点 。 连续 ， 和 根据 连续 函数 的 局 部 保 号 性 定理 ， 必 存在 
邻 域 U (rz， 凡 ,使 

fx 0 xEUCe, 0)., 
男 一 方面 ， 丙 为 cE Ca 5 (n=1，2，…), 刁 闪 

lima,=c, lim ,=e, 
所 以 当 * 充分 大 时 ， 有 

Cany driCUCte, 0), 
这 表册 使 函数 A(x) 在 其 端点 熙 数值 的 符 导 和 相反 的 闲 区 间 却 包 
食 在 使 A(x) 守 0 的 邻 域 里 ， 这 是 矛盾 的 ,于 是 定理 模 证 。 口 


Y 7.3 一 致 连续 


在 闭 区 间 上 的 连续 廿 数 ， 除 了 在 上 节 里 证 明 的 三 个 性 质 
外 ， 还 有 一 个 在 数学 分 析 理 论 上 起 着 重要 作用 的 一 致 连续 性 ， 
为 了 研究 一 臻 连续， 我 们 从 分 析 函 数 f(x》 在 区 间 ]J 鲜 内 连续 
入 手 ， 

设 函 数 Ax)》 在 区 间 (a, 录 内 连续 ， 即 函数 上 关 x) 在 区 间 
(4a,5) 内 任意 点 x 都 连续 ， 用 e 一 6 语言 表述 如 下 ， 

对 任意 给 定 的 2 半 9， 在 在 0， 当 |x 一 ww 16 时 ， 有 
[fx) -xl <e, 

通常 ， 内 于 x 的 任意 性 ， 因 此 所 求 得 的 5 不 仅 依 闵 于 #， 
而 卫 又 依赖 于 x。 故 6 可 表 为 6 = 6(e，%)， 即 使 对 于 同一 个 &， 
吕 区 间 [ 可 以 是 天 的 、 委 的 ， 举 开 灶 浅 的 和 无 茹 区 间 ， 
款 0 


郑 数 大) 在 变化 较 快 的 点 所 确定 的 6 较 通 数 />) 在 变化 较 色 
的 点 所 确定 的 0 要 小 些 〈《 如 图 ?7 .2) 

对 此 我 们 自然 更 问 ， 在 区 间 (a， 纯 内 ， 由 于 wx 的 任意 性 ， 
凶 使 对 于 同一 个 se， 也 有 无 穷 多 个 6te，x,) 与 之 对 应 ， 在 这 无 
穷 多 个 6tg，xo) 中 有 没有 最 小 的 《 即 通用 的 ) 呢 ? 这 就 是 说 ， 
对 给 定 的 E>0， 当 
ww 在 区 间 (a, 引 内 取 
不 同 什 时 ,所 对 应 的 
(ce，xo) 是 省 有 最 
小 的 呢 ? 一 般 说 
来 ， 不 一 定 存 在 最 
小 的 8， 即 对 某 些 
区 则 上 连续 函数 来 
说 ， 这 个 5 随 着 %。 
的 变化 而 趋 近 于 
去 而 对 某 些 区 间 
上 上 连续 函数 来 说 ， 
任 在 这 个 最 小 的 和 

例如 ， 在 区 闻 
(0，2] 上 定义 的 函 


1 
数 f(x) = 一 ， 对 


于 同一 个 e>>0， 这 
个 最 小 的 上 就 不 存 
在 ， 且 当 x 一 0+0 
时 ,6->0, 如 图 7 ,3 示 ， 
义 如 ， 丰 区间 
[0， 切 上 定义 的 函 
数 xw》= ,对 于 
同一 个 e 汪 0， 这 个 


| 


最 小 的 6 就 存在 ， 这 只 要 在 
点 工 的 左 邻 域 取 即 可 ， 因 为 
半数 f(x) = x 在 这 里 变化 
较 快 。 如 图 7 .4 示 。 

从 图 7.4 中 又 不 难 发 现 ， 
所 谓 的 最 小 的 6 存在 ， 实 际 
上 就 是 对 同一 个 存在 通用 
的 5 《〈 即 与 点 x 的 位 置 无 
关 )。 而 且 出 现在 函数 f(x) 
变化 最 快 的 点 的 附近 ， 枉 7.4 

显然 ， 要 求 函 数 f(x) 在 这 间 (s， 人 上 存在 通用 的 占 比 函 
数 fn) 在 区 间 ,(a， 纺 上 连续 更 严格 些 ， 对 此 我 们 给 出 一 致 连 

定义 ” 设 函 数 (x) 在 区 间 工 上 有 定义 ， 如 果 对 任意 给 定 
的 e>>0， 存 在 6>>0， 对 任意 的 xx 属于 了 当 jx 一 | 之 6 时 ,有 

| xD f(x) |<e, 

则 称 曾 数 (x) 在 区 闻 I 上 一 致 连 续 . 

定 闵 表明 ， 由 于 属于 区 间 站 的 x, 和 x,; 是 任意 的 ， 当 | xx 
2 |<0 时 ， 有 | .xD -xl < 之 ze， 因此 ， 这 里 的 6 就 是 通用 
的 .此 时 ，4 仅仅 依赖 于 8 ， 而 与 x*,E1I 的 位 置 无 关 。 于 是 
函数 的 一 致 连续 性 与 肖 数 的 连续 性 不 同 ， 它 己 不 是 局 部 性 概 
念 ， 而 是 和 区 间 了 联系 在 一 起 的 整体 性质， 

现 将 一 致 连续 与 其 否定 叙述 《〈 即 非 一 残 连 续 ) 列 训 对 比如 


下 ， 
zy 在 区 间 | 一 或 违 续 | 了 (tz) 在 区 间 | 非 一 狼 过 起 
对 生意 培 定 的 Ex 大 在 革 个 疡 2 站 
存 夺 本- 对 尾音 0 
任意 的 天 ，Yraz 属 于 疗 在 上 1，7Tz 属 于 | 
当 1 -£2 | 六 李 时 当铺 足 | zl - x: | 之 音 时 


有 [lft fr Es 奏 ti- | 3 区， 
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例 1 证 明 函 数 /(x) = sin 之 在 区 间 C1，+ ce) 上 是 一 致 


连续 的 ， 
证 明 ”由 于 任 取 两 点 xi，xE El，+ cc) 有 


fe) —/ (x,) [|= |sin 1 sid i 
Xi x， 


= |2cos 圭 ( 工 + 工 jsia (i 一 i 
2 | 2 


2 2 ‘x) 
=2 cos3 (t+) sin (二 - 二 < :二 | 二- 半 | 
2 2 \x) 人 *] 
1 1 |x; — x _ 
ro x [= < | 一 xj 


其 中 用 到 x 之 1l，x, 之 l， 因 此 ， 对 任意 给 定 的 沁 0, 取 8=e， 对 
任意 的 两 点 x, ，*,E Cl， Mh 当 | xl|<d 时 ， 有 


sin 工 -sin 工 < x — Xs < 
“| 


oO -an1EG 4 上 _ 季 


例 2 证明 画 数 /(x) = 二 在 区 间 (0,1) 上 是 非 一 至 连续 


证 明 存在 = 也 对 任意 的 6>0, 又 存在 某 二 点 % = 


六， 三 一 《PE N), Bs 充分 大 时 ， 总 可 相 | xi — x,; 1!= 启 - 


DD 为 eos( 寺 + 训 )<1， jin3( 直 -~ 土 )I< 去 | (二 -二 
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_ :Li _ _ 1 
玉 


如 天 


加 此 ， 根 据 一 敏 连 续 揭 生 定 叙述 知 ， 丽 数 /(x) = 二 在 区 间 


《0 1 小 非 一 致 连续 ， 

例 3 如果 函 数 (x) 在 区 间 了 上 一 臻 连 线 ， 则 函数 A(x) 
在 1 上 壕 绪 。 但 道 命 荐 不 成 立 ， 

证 明 在 区 问 工 内 任 取 一 点 x,。 根 据 函 数 fx) 在 区 间 ! 
上 是 -- 剑 连续 的 ， 即 对 任意 给 定 的 e> 0 存在 >>0, 取 x,= x 
当 任 意 的 xE 工 注 足 |x, 一 x; |<6 时 ， 有 

| Fr 一 Fr) |<e, 

于 是 冰 数 .六 xy 在 点 x。 处 连续 。 册 点 x, 的 任意 性 ， 故 知 函 数 
fx) 在 区 间 1 了 上 连续 ， 

送 命 题 不 成 立 ， 在 例 2 中 ， 函数 /(x) = -> 在 区 (0, 少 加 


上 是 连续 的 ， 但 它 非 一 致 连续 ， 

例 3 表明， 函数 f(x) 在 区 间 1 上 一 致 连续 的 必要 条 性 是 
函数 (x) 在 区 同上 连续 ， 

然而 ， 当 限定 区 间 了 是 闲 的 ， 则 得 如 下 的 一 至 连续 性 定 
理 ， 

定理 7.8 (一 致 连续 性 定理 ) 如 果 函 数 (x) 在 闭 区 间 [a， 
从 上 连续 ， 则 函数 .Asx? 在 re， 们 上- 一致 连续 。 

证 明 已 知 消 数 .A(x) 在 Ls， 从 上 连续 ， 故 对 任意 的 一 点 
aE fn， 分 有 ， 对 任 次 给 定 的 >0, 存在 .>0 〈 卖 明 8 与 有 
关 ) ， 当 |x -al<6, 时 ， 有 


| fx) -fla) | < 
从 而 对 区 间 (e 一 5，a+56) 内 的 任意 鸯 点 x, 和 x, 均 有 
[Leo —f x2) |= fe0) ~ fo) +f a) — fx) | 
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| fer) -Fo + | fo) fx,) | 

(1) 
为 了 证 明 抽 数 六 妇 在 [ee 的 于 是 … 玻 连续 的 ， 现 将 县 有 不 
尘 式 《1) 的 局 部 特性 应 用 有 限 覆 盖 定 理 扩 充 划 整个 闭 区 间 
[4， 信 上去、 由 于 点 a 的 任意 性 ， 因 此 对 区 间 Lx， 人 如 上 的 每 一 
战 & 拘 可 按 上 述 方 法 去 做 ， 故 得 到 泡 穷 多 个 区 间 (a -6,,， at 


5.)， 并 将 其 缩小 -- 半 的 区 间 { 4 一 等 ， a+ 等 ) 称 之 为 点 aE 

fa， 的 的 “ 专 有 区 间 ”。 于 是 ， 这 无 穷 多 个 专 有 有 区间 的 集 族 
3={( 4- te ) leEre,t ) 

将 区 间 Ce， 幻 覆盖 。 根 据 有 限 覆 盖 定 理 知 ， 在 集 族 上 中 可 选 出 

有 限 个 专 有 区 间 


(< -二 a+ ot), (a.- 邹 ， +) . 


也 覆盖 了 [a， 访 ， 
如 果 取 6=min 3， 全 ca 则 对 任意 的 xi xu E 


Cay LB 当 lx 一 二 | 一 6 时 ， 有 
上 xD ~ f(x) Ie, 
事实 上 ， 对 任意 的 wE 5a， 各， 在 有 限 个 专 有 区 间 中 必 存 在 一 


个 区 间 (@; -学 ，ci + 全) 将 x" 覆 着， 又 因为 ix-xa] <6< 
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= 1, 2, 有 所 以 
lx ~ oi l= le x tr ol x ~ x + x -a 
-sa Os 
<6+ 号 <8 (因为 6< 3 
这 吉明， 当 |x,' 一 x |< 过 6 时 ，x"' 与 x:' 同 属于 区 闻 tai 一 6, a+ 
0 【如 图 7.5)》 ， 于 是 ， 由 不 等 式 《1) 得 
| 关门 一 | 一 <. 
因此 淫 数 f (x) 在 Lz， 人 各 上 一 致 连续 。 品 
定理 7.8 也 书 康 托 定理 .中 
例 4 证 明 ， 消 数 f(x) = x? 在 区 间 [50,1] 上 是 一 致 连续 
的 。 
证 明 ”用 定义 证 ， 对 任意 给 定 的 e>0, 及 任意 的 xu xsE C0， 
1], 解 不 等 式 
[一 = + jx 一 xy | < 
其 中 用 到 xSb xe<1， 解 得 xx ic 了, 故 取 9= 万 ， 当 
[x — x |<6 时 ， 有 
(x 一 < 
于 是 调 数 (x) = x 在 C0,1). 上 一 致 连续 . 
用 康 托 定 理 证 ， 因 为 区 间 50,1) 是 朗 的 ， 且 晴 数 (x) =x 
在 其 上 是 连续 的 ， 根 据 康 托 定 理 知 ， 函 数 f(x) = x: 在 [6,1) 上 
一 茹 连续 。 可 多 用 康 托 定理 证 明 是 很 简便 的 ， 


心 康 托 : Cantor， 心 , 德 辐 数学 家 ，1845 一 1918 年 . 
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一 ”内 容 概 要 

1 ,重点 及 要 求 

因为 闭 区 间 套 定理 是 实数 的 基本 定理 之 一 ， 在 数学 分 析 的 
理论 中 占有 重要 地 位 ， 所 以 要 求 读者 不 但 要 了 解 定 理 的 内 容 和 
条 件 ， 而 且 要 掌握 定理 的 证 明 方 法 及 其 应 用 。 在 给 出 闭 区 阐 套 
定理 以 后 ， 我 们 给 出 了 有 限 覆 尽 定 理 和 柯 西 收 误 淮 财 充 分 性 的 
证 本 。 在 它们 的 证 明 过 程 中 ,介绍 了 如 何 构造 闭 区 提 套 的 方法 ， 
应 当 很 好 地 掌握 它 ， 有 限 覆 六 定理 可 将 无 限 覆 盖 化 为 有 限 禾 
盖 。 要 真正 理解 有 限 覆 盖 定 理 在 证 明 某 些 定理 (如 定理 ?.5 与 
定理 7.8) 中 的 意义 和 作用 。 

六 区 间 上 连续 画 数 的 性 质 ， 在 第 三 章 里 只 给 出 结论 。 本 章 
又 在 闭 区 间 套 定理 和 有 限 覆 症 定 理 前 基础 上 对 这 些 性 质 予 以 证 
明 。 青 此， 要 从 担 这 些 性 质 的 证 明 方 法 ， 并 从 中 性 会 建立 实数 
理论 的 重要 性 。 

一 致 连续 是 在 区 间 上 给 出 的 重要 概念 ， 要 理解 它 的 实质 ， 
要 掌握 一 致 连续 的 否定 叙述 ( 即 非 一 致 连续 } ,因为 证 明基 些 问 
题 时 要 用 到 它 。 康 托 定 理 是 判别 冰 数 一 致 连续 的 充分 性 定理 ， 
要 掌握 它 的 证 明 方法 . 

2 本 书 的 实数 理论 系统 
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,| 单调 有 | ,| 闭 区 同 
| 界 公理 ?| 界定 理 上 > EE 


3 闭 区 间 上 连续 数 函 性 质 的 证 明 过 程 


| 
-| 骂人 导 性 | 


闭 区 交 | ,| 计划 

| 大 是 更 ,一 > 于 点 定理 
| 一 一 
-> 介 划 性 | 


二 儿 点 说 明 

'. 1。 建立 实数 入 的 必要 性 
数学 分 析 是 以 极限 为 工具 又 以 画 数 为 研究 对 象 的 一 门 学 
税 ， 而 极限 和 阔 数 移 概 念 又 都 是 建立 在 实数 集 基 础 之 上 的 ， 因 

此 实数 集 是 数学 分 析 的 基础. 
“(1) 车 仅 限于 有 理 数 集 ， 那 么 有 的 量 就 无 法 度量 。 例 
如 ， 史 的 面积 、 边 长 为 1 正方形 对 角 线 的 长 度 等 部 无 法 度量 ， 
(2 ) 车 仅 限于 有 理 数 集 ， 那 么 许多 本 来 有 被 各 存在 的 有 
理 数列 就 没有 极限 了 . 因此 ,极限 这 个 重要 工具 就 不 能 发 挥 它 应 
有 的 作用 , 例如 ,单调 有 界 有 再 数列 {( 1+ 小】》} 在 有 更 数 集 里 


就 不 入 在 极 女 。 因 为 它 的 极限 是 元 理 数 。。 
(3》 考 仅 限 于 右 理 数 储 ， 那 么 通 数 的 连续 性 受 苹 许多 宝 
贵 性 原 都 失去 了 。 人 例如， 连续 芳 数 在 闭 区 问 王 的 有 界 性 、 最 值 
性 稻 介 和 位 性 就 不 一 定 成 立 ， 
2 建立 在 确 界 公 理 基础 上 的 不 同体 系 
4T5 


本 书 是 在 确 界 公理 茜 础 上 首先 给 出 单调 有 界定 理 ， 接 者 又 
给 出 闭 区 间 套 定理 。 但 荐 出 可 以 在 确 界 公理 基础 上 首先 给 出 闭 
多 间 乱 定理， 其 次 给 出 单调 有 界定 理 ， 这 两 种 形式 都 可 以 实现 
实数 的 完备 性 ， 现 将 两 种 体系 介绍 如 下 ， 


, 
源 有 一 > 于 民间 


音 沽 有 es 
mia- -| 界定 性 | 大 生出 |- 一 :D 


机 两 蚁 -- es 
一 钱 准 则 


A 已 
| 二 区 癌 划 调 和 有 | 
坎 噶 公 更 一 >| 旺 芭 向 一 如 闪 | 


一 一 


| 有 限 久 | 
认定 重 
一 | 柯 西 收 | 
伊 租 则 
由 于 4， 和 了 分 别 在 第 二 章 和 本 章 的 正文 中 已 经 证 明 ， 因 
此 ， 本 章 的 例题 选 滥 只 证 4,， 肪 ，C 和 D 即 可 。 


三 ”人 饲 题 选 讲 
例 1 用 确 界 公理 证 明 闭 区 间 大 定理 . 
基本 思路 ”利用 确 界 公理 证 明 闭 区 间 套 {5z,，5.7) 的 左 训 
点 集合 存在 上 确 界 ， 右 端点 集合 存在 下 确 界 ， 且 上 、 下 确 界 丰 
竺 这 个 数 碱 是 我 们 要 找 前 实数 《， 
证 明 闭 区 间 套 ts。 2 的 左 端点 数 集 为 few 右 端 点 数 
集 为 (8,}， 由 条 件 (1) 有 
A hb. 
” 族 知 数 集 (a,} 有 上 界 ， 数 集 {8,} 有 下 界 。 根据 确 界 公理 ， 必 有 
a= Suptlan} 
和 b=inftbey. 
其 次 证 明 a = 用 上 反 证 法 ， 假 设 4 所 ,不妨 设 5 -a = /7>0， 
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这 与 定理 的 条 件 〈2 ) 相 矛 盾 , 

最 后 证 明 唯一 确定 的 实数 £( 记 4 =5= 台 属于 一 切 闭 区 间 
fs。。， 6。 到 为 实数 上 是 数 集 {ay 的 上 确 界 ， 又 是 数 集 {t》 的 
下 确 界 ， 记 以 对 任意 的 有 

gn Eb,, 0 
环 即 5 Era bl, N= 1 2 

例 2 利用 闭 区 间 套 定理 证 明 单调 有 界定 理 ， 

基本 思路 ”就 数列 的 递增 情形 构造 闭 区 间 列 满足 闭 区 问 套 
定理 的 条 什 ， 进 而 确定 实数 6， 再 证 明 s 就 是 该 数列 的 极限 ， 

证 明 不 妨 设 数列 fx 是 递增 的 , 且 有 上 界 如 .在 数列 {x，} 
中 任 取 -- 项 ， 记 作 a, 并 设 z<< 名 。 于 是 ， 在 以 xi 和 玉 为 端点 的 
闭 区 间 [co 如 内 必 含有 数列 {xy} 的 无 穷 多 项 。 将 闭 区间 Ca 5 


二 等 分 ， 得 闭 区 间 | oa ， 呈 与 二 | 和 [2 贡生， 广 ]， 由 于 数 现 


(是 递增 的 ， 因 此 在 闭 区 间 | 。，2 二 和 | 和 |23 生 ,5 | 之 


中， 只 有 一 个 包含 数列 {fxs} 的 无 穷 多 项 ， 并 令 该 闭 区 间 为 [as 
如 2， 再 将 闭 区 间 Cas, b.3 二 等 分 ， 得 财 区 间 | a ，2 二 和 | 和 


Es 十 六 
2 


，4 |， 在 这 两 个 闭 区 间 当 中 内 有 一 个 包含 数列 《xs 


-的 无 穷 多 项 。 如 此 重复 下 去 ， 得 闭 区 间 刻 ， 

[als $1, [Cass 1], es Lass bn], ee, 
电热 ， 该 财 区 间 列 满足 ， Last+is Bl TT La bl 《# = 和 2 
lim (bp -ao = limcw 人 -= 0。 于 是 ， 根 据 闭 区 间 亦 定理 ， 
必 存 在 唯一 的 实数 二 属于 所 有 的 闭 区 间 [a。。，t 纪 0。 

其 次 证 明 实 煞 上 就 是 数列 {x 的 极限 ,对 任意 给 定 的 > 小 

存在 EN， 当 n> 时 ， 有 

jx 一 引 <#, 
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事实 上 ， 出 于 有 
六 一 好 


limtd,— 4,) = lim Sar = 作 ， 


因此 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 EN, 当 # 和 了 时， 有 
lB, -aa |<e, 
另外 ， 由 于 fan，6 纹 ] 包 含有 递增 数列 {xs) 的 无 穷 多 项 ， 于 是 
必 存 在 7,.EN,， 当 # 守 时 ， 有 
Ir, 
取 而 = maxt{#，#), 当 # 六 时， 有 
(xs — S| < 四 <。 
例 5 利用 有 限 窗 盖 定 理 证 中 闭 区 间 奏 定理 ， 
基本 思路 ”用 反 证 法 。 造 成 闭 区 间 La，51 可 被 有 限 覆 盖 
与 这 些 有 限 覆 盖 区 闻 和 属于 [ab 的 闭 区 间 4, 没有 公共 点 
相让 丑 ， 、 
证 明 为 了 便于 书写 ， 将 闭 区 间 套 te， 如 } 记 作 {2f。}，、 用 
反 证 法 。 假设 在 闭 区 间 5s，20 上 的 每 一 点 都 不 能 同时 属于 所 
有 的 闭 区 间 {24 小 即 和 任意 一 点 <aE [ae 的 ] 一 定 不 属于 从 第 i 
(之 1 个 开 始 的 所 有 闭 区 间 ，4J4;}， 因 为 Io 是 一 个 闭 区 间 ， 


所 以 a 与 阅 区 间 Ja. 的 距离 5 大 于 零 D， 现 以 a 为 心 ， 以 守 为 


半径 作 开 区 间 J*。 显然，J。* 与 ai 设 有 公共 点 。 《如 图 7.6 
未 ) ， ， . 

对 闭 区 间 Ca， 如] 全] 一 上 
内 的 每 一 点 a 都 这 样 。” 5 ” bb 
做 ， 于 是 将 得 到 -个 开 图 7.6 
区 间 无 限 集 族 9 = {Jr jeE Ca 2) 且 ? 把 妆 区 间 C4,， 如 六 
住 根据 有 限 覆 盖 定 理 ， 在 了 中 必 有 有 限 个 开 区 间 。 


齐 
a*, Aa*, 说 


DD 点 到 闭 区 间 的 陈 离 是 指 该 点 到 半 区 向 电 闪 有 点 卫 离 的 下 确 内 ， 
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1 


和 将 了 闭 区 间 [a,，5 葬 住 ， 而 这 些 开 区 间 分 别 与 (<f,} 中 的 闭 区 间 
< ae > ak， 
没有 公共 点 ， 如 陪 N= maxia,, ci， "ry ar 则 团 区 加 < 
与 4e ，-ar，…，-agy 设 有 公共 点 ; 另 一 方面 ， 由 闭 区 间 套 
定理 的 条 件 《1》 知 
yd, Sno Ln Tor,, 
当然 JC Ca，0。 于 是 ， 出 现 ta， 如 可 被 Aat，Aa*,…'， 
-fo 覆盖 与 它 和 -sc Co 的 没有 公共 点 的 矛盾 ， 
例 4 ”利用 柯 西 收 伍 准 则 证 明 闭 区 间 套 定理 . 
基本 思路 ”利用 了 财 区 向 套 的 端点 构造 数列 
als By dr Poy rs ny Pre (1) 
用 焰 西 收 化 准则 证 明 ( 1 ) 存在 极限 ， 再 证 明 这 个 被 限 属 于 所 
有 闭 区 间 ， 
证 明 ”存在 性 因为 <1) 有 
EA Eh 
和 
limt(b, ~ Aan) = 0 
所 以 对 充分 大 的 #， 数 列 ( 1 的 任意 两 项 之 差 是 任意 小 ， 根 
据 柯 西 收敛 准则 ， 数 烈 < 1 ) 存在 极限 ， 记 为 点 另外 ， 数 列 
《4s} 和 464} 分 别 是 《1 》 的 奇偶 子 列 ， 因 此 有 
me 6, Lim. 
又 投 据 数列 14,) 是 递增 的 ， 数 列 (6,} 是 递减 的 ， 于 是 有 ss 
bw 其 属于 所 有 的 闭 区 间 5z。。 2 
”唯一 性 ”证 法 岗 定 理 7 .1 
人 鲍 5 在 指定 的 区 间 上 研究 下 列 函 数 的 一 致 连续 性 ， 


C1) fx) =- CC-1, 1 


4 一 x’ 


(2) f= Vx CL, +o00), 
0 


(C3) xy =1lnax (0，13; 
(4) flx) = x CO + co), 
基本 思路 利用- : 致 连续 的 定义 及 否 手 述 和 康 托 定型 ， 


解 《t ) 天 为 沙 数 f(x) = 一 二 -在 闭 区 闻 C -1,1] 上 是 


连续 的 ， 根 据 康 托 定理 ， 允 数 ftx) 在 其 土 是 一 致 连 续 的 . 
《23 对 任意 给 定 的 守 0, 且 对 任意 的 x,，xiE Ti, + oo)。 
解 不 等 式 
yy 一 一 本 一 四 二 一 - [x — we | 
| 六) Fx)| Ix — vw | Vt A 
< 
(其 中 用 到 了 x; 字 1 三 * 这 1) 9 解 得 
[x — | < 25， 
收取 0= 2 之 0 于 是， 当 | x 一 x 1]<6= 2e 时 ， 有 
i Vi ~ Vx) Le, 
BE x) 在 51，+ co) 上 一 致 连续 ， 
(3 》 对 给 定 的 = 这; 对 任意 的 6>0， 取 ,= 一 


下 旺 

x 且 有 和 一 各 = 二 ~ 一 一 一, 对 充分 大 的 x 可 使 
” 马兰 : 时 3 号 多 多 9 
lx,— x | = 
于 是 有 

1 

‘Inw, ~ Inx: = lo | = In 了 4- = 1s3>5, = 十 
本 水 


放 知 函数 (x) = lnx 在 区 闻 (0,19 上 是 非 一 致 连续 的 ， 
(C4) 对 给 定 的 &, 守 0， 对 任意 的 2 存在 x x C0, 


+ 00), 且 取 x, 之 竺 ， xs = Xi + 从 现 知 x:>xi>0， 虽 然 有 


a2 


| 一 2 1= <0. 


但 是 Ix — x |= Cr+ wi) (xs 一 


故 知 函数 fx) = zx 在 [50，+ oo0) 上 蚌 非 一 致 连续 的 ， 
例 6 ,证 明 ， 函 数 
fx) = Sinx: 
在 C0，+ <o) 上 是 非 一 致 连续 的 ， 
基本 思路 ”用 一 致 连续 的 否定 斤 述 。 


证 明 对 给 定 的 6 = 方 ,对 任意 的 5>0, 取 x = (2aT)¥ ， 


x=( 2rr+ T= Corn) + AGO， #0 =1,， 2 …"'， 


对 于 充分 大 的 #, 可 使 
| x ~xsl = 并 < 
于 是 对 这 样 选取 的 x, 和 x;,、 有 


[sinxy -siaxz|= Hsin(2nm + 三) (=1>1.=6, 


故 知 冰 数 (x) = sinx: 在 [0，+ 0) 上 是 非 一 致 连续 的 ， 

例 7 证 明 ， 隙 数 f(x) 在 tz，5) 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 
是 ， 消 数 .fx) 在 (z， 人 上 连续 是 ftz+0) 和 (5~0) 存在 . 

基本 思路 ”证 明 必要 性 时 要 利用 柯 酚 收敛 准则 ， 证 明 充 分 
性 时 要 补充 定义 端点 的 防 数 值 ， 

证 明 必要 性 已 知 f(x) 在 (a, 5) 上 一 致 连续 ， 根 据 873 
的 例 3 知 ， 函 数 (x) 在 (a， 站 上 必 连 续 ， 现 只 须 证 f(z + 小 和 和 
一 上 0) 存在 即 可 。 由 于 Ax) 在 (4， 从 上 一 致 连续 ， 评 即 ， 
对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存在 6>0, 对 任意 的 x,，x:E (#， 引 ; 当 |x， 


全 马 和 钱 1im (¥Y rme+ -ann )= 0 村 上 -0， 
Hn 
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-x# | <6 时 ， 有 [f(x)) —f (x:) [<e, 对 于 端点 a4， 当 x, 和 x*: 满 
足 0<xi -4 < 与,0<xr -4 所 时 ， 必 有 jx， -x {和 jx 一 可 + 


jx 一 4 <， 于 是 xD -xs 之 e， 根据 柯 西 站 伍 准 则 凌 ， 
lim A(x) =ftsz + 站 存在 ， 同 理 可 证 (5 ~ 人) 存在， 


充分 性 已 知 (x) 在 ta，#) 内 连续 ， 且 有 (a+ 人) 和 
了 0 一路 存在。 补充 定义 
lim fx) = fa+0) = fa) 
种 lim Ff) = 8 -0 = /0), 
于 是 冰 数 f(x) 在 La， 站 上 连续 ， 和 根据 康 托 定理 知 ， 了 莉 数 f(x) 
在 C4， 总 上 一 致 连续 ， 当 然 在 (z， 人 耻 上 也 是 一 致 连 续 ， 
例 8 证明， 如 果 函 数 A(x) 在 [es，+ oc) 上 连续 ， 生 极限 
lim x) 
存在 ， 则 档 数 tx) 在 Cz, + co) 上 是 一 致 连续 的 ， 
基本 息 路 ”利用 lim f(x) 存 在 和 康 托 定 理 ， 将 [az， + oo) 
分 践 [x，X] 和 CX，+ oo 进行 证 明 。 
证 明 由 lim f(x) 存 在 ， 设 
lim flx}) = A, 
即 ， 对 任意 给 定 的 e 汪 0, 存在 XX 汗 0, 当 x 之 X 诗 ， 有 |/(x) ~ 4 


es 


< 
于 基 将 fe， + cc) 分 成 Ca, 兴 ]， LX， + on), 

根据 康 托 定理 知 ， 莉 数 (x) 在 Ca，X) 上 一 致 连续 ， 即 对 

上 面 的 e, 存在 6>>0, 对 任意 x,，x;E [az，X]， 当 |x,~ x1<6 时 ， 

有 
| .> -f(x,) < 了 

如 果 任 意 的 xx 和 [X， + co) 则 有 
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As ~ fx) 区 FA-x | < 4 


一 二 是 
2 


如 则 任意 的 x,.E Ca， XJ]，x,ELX，+o0), 红妆 x, 一 x 
< 时 ， 必 有 | x 一 XX| <6， |x, 一 Xi < 之 6, 则 
| fc ~ (xa) [IF Ox) -FO I+ | FOXY fx)! 
2 
2 
总 之 ， 不 论 是 那 种 情况 ， 对 任意 给 定 的 汪 0, 存在 > 小 上 卫 
对 任意 的 xi，waEfe，+co), 当 | x 一 x,| 之 6 时 ， 有 
| fx) -f(x < 
故 上 类 图 数 .Ax) 在 Ce，+eo) 上 一 致 连续 ， 
例 9 如果 函数 A(x) 在 [a，+co) 上 可 微 ， 日 xy 在 
fg0，:+ co) 上 有 界 ， 则 Fe) 在 re，+eo) 上 一 致 连续 ， 
基本 总 路 ”在 任意 的 闭 区 闻 [x,，x7 上 上 应 用 拉 格 裔 日 中 值 
定理 。 
证 明 已 知 了 (x) 在 [4，+ oo) 上 有 界 ， 邻 
[Fl MH. 
及 因为 函 吉 x) 在 [#，+o0) 上 上 可 微 ， 所 以 对 任意 给 
es>0， 日 对 任意 的 x,，xE Ca，+00)， 不 妨 设 x 之 x,, 解 不 等 
|JCxa -xD |= | FB) | 区 一 w [MI x — x | <e, 


人 
2 


解 得 | x: -x 之 可 ; 故 取 6= 万 ， 当 lx 一 |<<6 时 ， 有 


| fxs) -f(x es | 
故 知 函数 (x) 在 Cs，+ oo0) 上 一 致 连续 ， 
例 10 证 明 ， 在 (4， 从 上 一 致 连续 的 两 数 f(x) 必 有 界 ， 
基本 思路 ”利用 例 ? 把 它 变 成 在 闭 区 间 LCs， 人 上 连续 ， 
证 明 已 知 (x) 在 5， 及 上 一 臻 连续， 根据 山 7 知 ， 
at 人 和 -人 习 必 存在 ， 故 可 以 补充 定义 
站 


im fx) = f(a+ 0) =f0a) 
和 lim f(x) = f(s -0) =f(6), 


于 大 函数 /sx) 在 fa， 的 上 连 统 .根据 连续 沙 数 的 有 界 性 ， 知 
fx) 在 [a3， 们 上 有 界 ， 当 然 在 (4， 站 上 也 有 界 ， 


习 题 
$7 1 
1， 判断 下 列 打 区 癌 列 是 否 构成 团 区 间 亦 ， 


2 一 1 2 十 | 
(1) [ gotl 7? 2 |， n=l, 2, 


C2) [| f= 1 2 


C3) (s: 2 n= 1 2 3 


(C4) [1+ 志 上] m= 1 2, 


2。 如 果 开 区 间 列 
ays BO Cass bods ome Cass DY, 2 
满足 
(1) Cos 用 Ca Da) He=12, 
(C2) lim (pb,— 4) = 0, 


加 lima, = limb,. 


3. 试用 闭 区 间 套 定理 证 能， 生意 一 个 有 界 数 列 x:} 必 有 收 化 的 于 
列 。 
4， 试 判断 下 列 区 间 4d 是 否 被 区 间 集 族 之 所 复 普 或 有 限 复 吝 ， 


《1) 4= (3.5),2 ={( 3+ 5 一] 可 二 1， 2 
《号 才 = [1 27, = (\ 1+ 二，2+ 配角， 所 一 二 2 本 
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3) A= [CO 1.2， 2 ={{ -1 = 1 2 


4) = [0 i, 2={( -+ 守 )) 省 二 1]， 2 


5， 试 用 闭 区 间 赛 定 想 证 明 : 在 闭 区 间 上 连续 函数 必 和 革 此 区 间 上 有 


S87:3 - 

6. 了 研究 下 列 函 数 宛 已 类 反 域 上 的 一 致 连续 性 : 
《1 3》 ftx)=% (- 00, 十 eol3 

攻 fx) = olin {—co, + oo)s 


(C3) fr) = rtsing (-o0 +eo)} 
(4 ) 1 = cos — C0, 131 
(5) ftxy =erainx [0O, 1 


(Ca) fx =xsing CO, + oo 。 
.证 棚 ， 如 时 卫 数 /2 和 #8( 必 在 区 间 (oa, 了 5) 内 一 臻 连续 ， 则 它们 的 


和 在 (co 由 上 也 一 致 连续 ， 


8 利用 例题 选 讲 揭 人 饮 了 7 、 主 8 、 例 9 证 明 下 列 函 数 夺 指 定 的 区 间 


上 是 一 致 连续 的 , 


(1》 f(D = ssin 二 (0 1) 


{to} fx) = 二 sinx [1l, + oo)y 


CB) fr =%" Cly to0), 0<AaEl, 
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第 八 章 不定 积 


从 这 一 章 开 始 直 到 第 于 章 为 止 ， 我 们 将 讨论 不 定 积分 、 定 
积分 和 定 积 分 的 应 用 ， 这 些 统称 为 一 元 函数 的 积分 学 。 在 逢 分 
运算 中 ， 是 寻求 已 知 孜 数 的 导数 。 然而， 许多 实际 阿 题 的 解 
决 ， 是 寻求 一 个 驮 数 ， 使 其 导数 为 已 知 函 数 。 这 种 运 牌 恰 是 微 
分 运算 的 道 运 算 ， 即 所 请 的 积分 运算 ， 

本 章 在 给 出 原 吊 数 与 不 定 积分 的 概念 之 后 ， 给 出 不 定 积分 
的 运 工 法 由 ， 求 未 定 积分 的 商 个 基本 方法 和 讨论 一 些 特殊 类 型 
转 数 的 积分 法 ， 


3 8.1 原 医 数 与 不 定 积分 


在 研究 一 个 质点 的 运动 时 ， 它 所 经 过 的 路 程 $ 是 时 间 # 的 
明 数 ， 
$= $0, 
和 如果 已 知 这 个 函数 ， 通 过 微分 运算 很 容易 求 得 在 任意 时 刻 的 
速度 和 加 速度 ， 即 


5(D = 和 4) 和 人 


dt dP" 
但 是 ， 实 际 问 题 常常 不 是 这 样 的 ， 而 是 已 知 质 点 的 运动 速度 ， 
让 我 们 求 路 程 ， 即 已 知 ?5 ， 求 39。 把 上 述 问 题 抽 象 为 数学 形 
式 ， 了 就 是 对 已 部 通 数 f(x), 求 男 一 个 函数 F(x}), 使 
FP'(x} =f(x), . 
定 头 已 闪 哨 数 jx) 在 区 同 工 夺 有 定义 ， 如 果 存 在 一 个 
郴 数 了 (zx 对 工 上 的 任意 点 x， 有 三 (x) = 则 称 F(x) 为 
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Fw 在 区 问 工 上 的 一 个 原 函 数 。 
例 岂 、 因 为 白 由 落体 的 运动 规律 3 = 
的 下 落 速 度 是 
全 se) -人 


所 以 运动 规律 了 (1) = 过 Ef 是 速度 90) = 中 的 原 冰 数 ， 
又 如 ， 因 为 


{SIimx》 -Cosx， 
所 点 sinx 是 cosx 的 愿 函数 等 等 。 
不 仪 如 此 ， 我 们 又 看 到 
Ga) a 
(gt+C) = gt (其 中 C 为 任意 常数 》， 
和 (sinx + CY' seosx《【《 其 中 心 为 任 痘 常 数 ) ， 
总 之 ， 如 果 F(x) 为 六 zx) 的 原 函 数 ， 则 形 如 Fr) *C (C 为 任 
意向 数 ) 的 函数 ， 世 是 fx》 的 原 国 数 。 可 见 ， 如 果 一 个 函数 
jx) 存在 原 渔 数 ( 症 第 九 章 持 将 证 明 ， 迷 统 画 数 -- 定 存在 原 
淫 数 ) ， 则 其 原 盖 数 有 无 穷 多 个 。 可 是 ， f(x) 的 原 函 数 是 否 
都 可 表示 成 Flx) + 的 形式 呢 ? 对 此 给 出 如 下 年 理 ， 
定理 8.1 如 果 F (7 =/ 则 .六 <) 的 所 有 碑 函 数 都 可 表 
示威 形 如 
F(tx) +C (CC 为 任意 常数 ) 
的 函数 ， 
证 明 ”次 吕 (x) 为 人 x) 的 任意 一 个 原 函 数 ， 即 多 (x) = 
xz。 只 须 证 用 ,中 (人 x) = 下 (Cx) fC 即 可 ， 事 实 上 上， 因为 
[Bx) — Fx = Dx) -Prtx) = f(x) -fx) = 0, 
根据 35.1 的 推 浴 1 基 


疙 2 


二 of*, 在 时 刻 f 


Px) -FOX) CC CC 为 一 种 数 )， 
亦 部 品 
D(x) =F(x) +C (C 为 任意 常数 ) 
定理 8.1 表 盟 ， 如 从 … 个 画 数 存在 诛 函 数 ， 则 必 有 无 穷 多 
个 ， 并 且 它 们 之 间 上 只 相差 一 个 常数 。 根 据 寺 述 原 泌 数 的 结构 特 
点 ， 和 欲求 已 知 旋 数 的 所 有 原 函 数 时 ， 只 须 求 册 其 中 基 一 个 原 表 
数 ， 弄 加 上 任意 常数 即 可 . 
定义 ”把 函数 f(x} 在 区 间 1 上 的 不 师 数 全 体 称 为 1(x) 在 
上 的 椒 定 积分 ， 记 作 


| fodax. ‘38.1) 


其 沾 | 称 为 积分 号 ，f(x) 称 为 被 积 本 数 ，、f(x)4x 称 为 被 积 表达 


式 ，> 各 为 积分 变量 . 

根据 不 定 积分 的 定义 ， 要 求 f(x) 的 不 定 积分 ， 就 是 求 出 
xx) 的 诉 有 有 原 函 数 ， 设 下 (x) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 则 函数 
族 Fkx?y + 表示 fx) 的 原 男 数 的 全 体 ， 于 是 不 定 积分 义 可 表 
为 


| frydx = Fy) +C, (8.2) 
所 中 它 轴 任意 盘 数 ， 叫 撤 积 分 常数 
例如 ， 因 为 一 8 二 中 4 的 原 国 数 ， 记 以 gt 的 不 定 积 妇 是 
本 SP+C; 邯 
ear= 了 ee+C， 


又 因为 sinx 是 cosx 的 原 国 数 ， 所 以 cosx 的 不 诺 积 分 是 Sinx 十 扎 ， 
时 


|cosxdx = Sifix tC, 
求 己 知 妆 数 的 康 函 数 的 方法 称 为 不 定 积分 法 或 简称 积分 
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法 。 如 果 把 积分 法 看 成 一 种 运算 ， 则 可 说 积分 法 是 微分 法 的 道 
运算 . 
从 公式 {8.1) 和 (8,2〉 可 直接 推 得 的 结果 ， 
(1) d | fa =f(x)dx 或 (| foc dx)! =f (x), 
(8.3) 
事实 上 ， 设 F(x) =ftx)。 有 
| foodx dF) tO) AF x) = FF" CG dx 
= flix)dx, 
C2) |F'oodx = Fox) + Cc 或 [aF (x) = Fn) +C. (8.4) 
事实 上 ， 被 积 阴 数 F'(x) 就 是 F(x) 的 导数， 故 让 
{F'G)ax = F(x) +C, 
公式 (8. 9) 表明 ， 微 分 号 “4? 出 现在 积分 号 | 的 前 面 时 ， 
可 以 互相 抵消 ， 
公式 《8.4) 表明 ， 积 分 号 | 出 现在 微分 号 4* 的 前 面 时 ， 


也 可 以 互相 抵消 ， 不 过 在 F(x) 之 后 要 加 上 任意 常数 5 ， 
不 定 积分 有 明显 的 几何 意义 ， 如 果 F(x) 是 A(x) 的 一 个 原 
衣 数 ， 则 称 y=F(x) 的 图 象 为 A(x) 的 积分 曲线 ， 于 是 ， 话 数 
J 


7 (0) 的 不 定 积分 (| fw) dx = 


F(x) + 局 ) 表示 (x) 的 某 一 条 
积分 曲线 y = F(x) 沿 着 纵 轴 方 
向 平行 移动 所 得 到 的 所 有 积分 
曲线 F(x) + 艺 组 成 的 有 曲线 族 ， 
而 (Fix) + CY) = fx) 
| 表明 ， 曲 线 族 F (x) +C 的 任意 


F(x)+O 


一 条 曲线 对 应 的 切线 斜率 都 等 
于 .六 xz) 《如 图 8.i) 。 图 8,1 
480 


s 8.2 基本 积分 表 与 不 定 积分 的 运算 法 则 


我 们 知道 ， 导 数 的 定义 是 构 得 性 的 ， 即 从 定 闵 本身 识 可 以 
求 出 导数 ， 面 不 定 积分 的 定义 与 导数 的 定义 不 同 ， 它 是 非 构造 
性 的 ， 即 不 能 从 定义 本 身 给 出 求 不 定 积分 的 方法 ， 因 此 ， 求 不 
定 积分 较 求 导数 要 困难 得 多 ， 然 而 ， 根 据 积 分 法 是 微分 法 的 逆 
运算 ， 再 利用 基本 初等 函数 的 导数 公式 ， 很 容易 建立 如 下 的 基 
本 和 型 分 下， 

1 | okx =6， 


2 | adx = dx +C (4 为 任意 常数 ) ， 
及 | 14x=| dx Ci 

3 | eax = + (a -1 x>0) 

4 | Tdx=ln ls] +C® (xXe0)1 


5 | eax=e+Gci 


rz 3 
6 | edx = +C (a0, a1) 


7 | Sinxdx = — COSx + 人: 


8 | Cosxdx 一 Sinx 十 所 


心 根据 


1 ln + CG, Tf 
了 :az={ 
到 lnt= Fs} tO TF 站。 
容易 验证 ，(lnlz 1+ C) = 工 (z 失 的 的 正确 性 ， 


ra 
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二- dv- — ttgx is 


Sin: Xx 


1 x: 


-1 .dx = Arceosx + 人 Cl, 
i 


| 
上 
1 人 1 aarcsiaxtc 
| 
| 


1 
-dx Arctgw 十 对; 
1 gw + Os 


1} | 1 garcctgx +Ci 
1+xw" 


15 | shxdx -ehx+ 全 


18 | chxdx = shx +C, 


因为 许多 函数 的 不 定 积分 节 后 都 要 化 成 这 些 基 本 积分 表 ， 
所 以 对 上 述 积 分 表 妆 求 读者 必须 熟 记 ， 

直面 给 出 不定 积分 的 运算 法 则 ; 

定理 8.2 如 果 吓 数 六 在 区 和 出 工 上 存在 所 冰 数 ， 点 海 实 
数 (ES0)， 则 国 数 不 (在 区 间 工 上 迄 存 在 原 摧 数 ， 且 让 


{sf G0)ax=k | Tw) dx, 8.4) 
证 明 根据 导数 运算 法 则 有 
| fewer = [| fend | =are， 
即 请 | f(x)dx 为 函数 矿 (x) 的 原 孙 数 ， 且 有 


| fxydx=k | fr)dx. U 
公式 8.4) 表明， 常数 因子 可 以 移 到 积分 号 外 ， 
定理 8:3 如果 遇 数 六 xy) 和 gtx) 在 区 了 癌 工 上 存在 原 亢 
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数 ， 叫 困 数 .Asx) 二 gx 在 区 问 工 上 也 仔 在 蝗 另 数 ， 且 有 有 
Jefex) + g(x) dx = | Acoyxt | L(x) dw, 《8 .5) 


证 明 ”根据 导 台 运 算法 则 有 
[J for ax £ gerd | 
= {| fe | :| Ex)dw | = {x) + r(x), 
四 | /04x 二 人 cos 为 函 煞 Kxy 十 go 的 原 函 数 ， 且 有 


J fe zecolax =| fddx+ |scovx。 器 


公式 《〈8.5) 表明 ， 两 个 函数 代数 和 的 不 定 积分 等 于 每 个 
韶 数 的 不 定 积 分 的 代数 和 ， 

综合 上 述 结果 ， 易 得 如 下 的 推论 ， 

推论 ”如 果 图 数 六 (zx) 人 = 1,3,…,#) 在 其 公共 的 区 间 荆 
上 上 存在 原 消 数 ， 则 它们 的 线性 组 合 


fx) = Dk f(x).D 
其 中 ,i= 1， 3,… ,#8) 为 常数 ， 在 1 上 也 存在 原 秀 数 ， 县 
| fe0ax= Bai | fro ax. 


利用 上 述 法 则 和 基本 积分 表 ， 可 求 得 一 些 较 简单 函数 的 不 
定 积分 . 


例 1 求 | (10* + 3sinx + /x dx, 


i 


和 + 时 
{DD 2 她 或 和 符号 ，》 和 fe CRY = FY TY th fs (TY, 
F 一 上 - 
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解 | (10* + 38inx + wx )dx 


:= iorax 十 3|sinxd> 十 (Vax 


-_10 scosxt+ x + 人 心 


~ ln10 
可 十 


-10 - .2 
-ni0 3coOSsw + 3* 十 所 ， 


例 2 求 | p.(e4x .其 中 (7 是 s 次 多 项 式 函 数 ,pt = 
-dT 


解 | palx) dx 


-| CAN Ra + a dx 


= + 2 dX + Cs, 
Ee 
例 3 求 | Tr * 
x 了 
解 | 1+x: ” 
人 和 十 一， 1 
-| 1+ x dx=| (1 ra) 
1 | 
-| idx | = XC— arctpgx 二 区。 


例 4 求 | -ER 4 


SIN :XCOsY 


解 | dx 


Bin xCcoOs x 


本 和 三 


D+ ti) 
CDS EY sin: 3 


SLX + COS!X 
= 
Sinixwoos:x 


- 1 1 -tpx — 
-| dx+| nix dx=tgx— ctgx+ i, 
例 5 求 | (shx 十 Chx + ctg:x) dx, 

解 | Gshx + chx + ctgix) dx 


= |shxdx + |ehxadx + |ctgrxax 


1 
= Chx +SsShx + | dx 
St 


S1tEx 


=# +| lsdx |1dx 
51N 人 交 
= Ctpg¥— Xt, 
例 6 证明， 如 果 | f(x)dx=FCx)+C, 则 


| flaxt hdx= TF(ax+b)+CCa0), (8,6). 


证 明 ” 令 #= ax+ 纪 因为 有 
[SFCax + +rc] = [SF Cr+ 上 )] 


1 d 
= 一 F'{n)- = = 二 FI a= F'(n) =/(#) 


=f (ax+ A), 
所 以 公式 (8.6》 成立， 


例 7 求 | sinaxdx 【〈z 和 天 们 ， 
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解 已 却 
| sinxdx = — cosxw+ CC, 
如 令 #= ax, 根 据 公式 (8.6) ， 则 有 
| sinaxdx = -Tcocax+C. 


例 8 求 | i 2 dx, 
x 


解 已 知 
[eax 二 一 三 < 十 已 
问 令 w= 5x 一 2, 根 据 公 式 《8.6) ， 则 有 
of 2 四 
| > 2) “dx | 可 (9x 2) j+c 


2 


15(8x — 2) 


Hl 


3 8.3 求 不 定 积 分 的 基本 方法 


应 用 巷 本 积分 表 和 不 定 积 分 运算 法 则 内 能 求 少 数 很 简单 省 
数 的 不 定 积分 ， 为 此 ， 有 必要 进一步 研究 求 不 定 积分 的 方法 ， 
这 一 节 将 介绍 的 换 元 积分 法 〈 亦 称 变量 伐 换 法 ) 和 分 部 积分 法 
就 是 求 不 定 积分 的 最 基本 方法 。 使 用 这 两 种 方法 的 自 的 ， 是 将 
被 积 函 数 简 化 ， 使 之 直到 能 应 用 基本 积分 表 中 的 公式 ， 


一 ” 换 元 积分 法 


定理 8.4 (第 一 种 换 元 法 ) ”如果 消 数 F() 是 函数 &() 的 原 
函数 ， 旦 1= w(x) 可 惩 ， 划 Fcgp(x)) 是 gLplxjp'(x) 的 原画 
数 ， 且 有 


|acp (Ig dx = Ja (8.7) 
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证 明 ”有 因为， 根据 复合 函数 的 链 式 法 则 有 
(FOOT FE 人 tx wx) = ELEPEXII YP (CX), 
所 以 FCp(x)] 是 gCpCx)2g (x) 的 点 国 数 万 外 ， 由 已 各 条件 


| sw= FD +Cs 获 有 
| [gx xdx= Fly(X)I +C = F(ty re 


= Ja 
这 就 证 明子 公式 (8.7) 
例 1 求 | dnx)' 4 ， 0 
解 令 lnx=% 有 之 dx = dt 于 是 
dx fp i 
Janx) - -| dt = 了 + 


= (lax) +C, 


例 2 求 | (oF0). 


人 
lx 
| 

mt 

下 [ 

站。 
由 

SN 

中 

污 


437 


1 1 1 
= 1| dt = atctgt + C 


* 
= larctg 一 十 忆 ， 
a a 


例 35 求 | = dx 《2 天 0 
解 ”因为 


和 一 


Ll 二 
的 一 如 区 二 如 


所 以 有 


| = 二 Ddx -| td] (1) 


邻 x 一 #9= 有 dx= dit， 于 是 


-dx=| dt=1n lt + 


TC—# 


=]n 区 一 引 + 人 CO,, 


令 x+4a=f, 有 dx= dt. 于 是 
1 
| Lax= | 3 gr=ln ll +C, 


= 1n [x +al+ 人 Ct,. 


特此 结果 都 代入 ( 1) 式 ， 故 得 


1 1 
| = lx-al -lnlx+ai tC +cC, 


_ 一 机 , 
= 过 in Es + (C=C,+0). ] 
, : 
例 4 求 | 去 之 -> 《22>0)。 


和 解 ” 因 为 
498 . , 


] 


“一 -一 一 一 一 一 一 一 一 “ ? 种 


人 


A ~* 和 -1 一 于 上 用 
过 a 六 有 dx di, 于 十 
|- -- __”- d= 上 ] --- - dx 一 | 到 dt 
7 一 x i wl 
yl. 
= Arcsint + 


=arcsin +, 
4 
例 5 求 | 和 dx. 


解 ” 邻 wx =!, 半 x=t:， 丰 dx = 21dt, 于 :是 
| dx= | edt = 2 | 8 如 一 吓人 
= 2 +C, 


通过 二 述 诸 鲍 ， 现 将 用 第 一 种 换 元 法 求 不 定 积 分 总 铺 姐 
下 ， 比 如 要 求 的 不 定 积分 为 ; 


| fa, 
首先 ， 要 从 被 各 函数 (x) 中 分 出 一 个 因子 g(x), 使 o'(x) dx 次 
成 中 间 变 量 的 微分 ， 即 dt = p'(x)dx, 于 是 不 定 积分 { f/(%) dx 
的 被 积 表 达 式 可 写成 ， 

frydx = gp I g(x) dx = (1 dt, 
其 次 ， 利 用 基本 积分 才 计 算 积分 | 4() di。 通 常 把 这 种 次 成 
分 形式 而 达到 求 积分 的 方法 称 之 为 站 微分 法 。 而 且 当 使 用 站 内 
分 法 比较 熟练 之 后 ， 可 不 必 写 出 中 间 变 基 #， 这 样 可 简化 求 不 
定 积分 的 步骤 。 

4 和 


例 6 求 | tpgxadx, 


解 ” 因 为 
igxdx -SinY yy d(COsx) 
COSX COsSm 
雇 以 | tx = 一 | dCOSN) In lcosxi +C., 
COSX 
例 7 求 | 1 gy 
sinw 
. 1 _ 1i 站 
Sn-C08 王 otg cos 
1 x 
A 
: 
tg 
=- ln 下 -cosx | 
slnx C 


= In ICSCxw 一 ctgx! 十 万， 


例 8 求 | secxdx, 


解 | seexax = [- 1 i |] Pn 
si 


CO 
af x + 


> -ln lesc ( + 区 )- ( 二 
“i | 5 ct 有 二 


=ln lsecx +tgx) +C, 


十 已 


二 4 


mn 
xax _ 1 
和 


= -ln 4- 2x + 


例 10 求 | 二 dx. 


所 、 1 于 i 
Ee 


= 地 | (二 wx -二 CT) 


= (1 + tO 
~ wl+tx. 十 亿 ， 
在 使 用 第 一 种 换 元 各 分 法 时 ， 关 键 冲 设法 引进 中 间 变 量 
使 被 积 表 达 式 (x) dx 凌 成 CyCX)Ig'(x) dx。 然 而 ， 有 些 不 定 
积分 | f(x) dw， 适当 选择 画 数 x = p(D 《实际 上 是 引进 新 变量 1 


代入 后 ， 使 之 不 定 积分 | Fo(D] CD dt 容易 求 得 。 为 此 给 出 
第 二 种 换 元 法 ， 

定理 8.5 {第 二 种 摘 元 法 如 果 函 数 x “g(t) 是 单调 和 可 
微 的 ， 且 p41) 守 0， 以 及 FC) 是 /Cw0)Ig'G) 的 原画 数 ， 则 
Frgi(x)) 是 f(x) 的 原 函 数 ， 朋 有 - 


| fax = | ftp Ip Na. (8.8) 
证 明 根据 复合 丁 数 各 反 陵 数 的 求 导 数 友 浊 ， 得 
-; dF dt 1 1 
(Flg (x)D) or yf ODIP (A: zy 


=f Cp = 6), 
收 了 上 fo tx) 是 六 (xz) 的 宕 范 数 ， 攻 外 ， 由 于 已 知 条 作 
4 


| ed = 工人 和 下 CC， 因此 有 有 
| forax= Ferg (x) +CO= TF() + 


= | ftv Ip a 0 
这 成 讶 明了 公式 (8.8) . 
例 11 求 | xi dx (a0). 
解 ” 令 x = asint, 有 dx = scosidi。 曙 外 ， 有 保证 函数 x*= 
“sini 是 单调 的 ， 必 限制 1E | - 于 ， 记 |， 在 此 区 疝 内 cost2>0， 


2 
下 有 
WRX: a gsinit = a COs = dcost. 
当 1E | -过 ,到 | 轩 ， 存 在 反 函 数 := arcsia 三 ， 从 而 
和 
sin2t= 填 dsint: acOst = 三 wa x, 
于 是 有 
| Ax dx=| scogyidt= .at | < 
= 和 Sin 2 十 4 十 已 
= 工 Xa dx: + arcsiu* +C, 
2 Ea 这 
12 求 | -一 
例 12 求 J 
解 ” 今 = 8 有 有 dx = tsecdf, 从 而 
| A dx=| asec:idt asect ) 
J FX Vv ar + tenty tay zseers 
=| sectdt, 


间 4 


出 本 节 的 悄 8， 
dx=1n lsecit+tgt| + C, 


1 十 区 
为 了 把 sect 和 tp! 都 换 成 x 
的 函数 ， 将 tgi= 三 作 一 直角 


| es + 


芝 角 撒 (如 图 8,2) ， 
故 有 
A 


量 


4 图 8.2 


SC 上 二 


于 是 


| i -dx = In + + 了 | + 
痊 十 党 ， 让 


十 2 7, 
n |* Ww +0, 
| 


=]ln lx+y a +x | 十 

其 中 心 =C -lna, 
例 15 求 | -二 

解 “方法 1 令 x =asect, 有 
R= EI 


dx = | sectdi 


而 上- 


Vm a, 
=]n lsect +tgt|l + CO, 
， _ + 一 
现 以 sect = 一作 -直角 三 角形 fear 
(加 图 8,.3) 敌 宥 


_. 
tgt = 2 
癌 


于 是 赂 8,3 
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| 一 去 -一 zd = ln + HY 0 | + 


x a | 


=]n|x+tyv wm A | 二 + 人 妃 ， 


其 中 C=C,-1ina, 
方法 人 售 x=acht (x>a 有 Ex = ashidi, 
从 而 | -二 de=| | di=t+C, 


为 变量 还 原 ， 乱 从 方程 
x = CHE-: a 


i 


即 GE 一 226 十 如 二 和 
中 解 得 
i 
=- Tv” -4, 
Pr 


取 自 然 对 数 后 得 
1 := in( EV -A 小 


好 


为 使 上 0, 根 导 前 面 必 须 取 正 导 ， 邵 


于 十 
| 一- 二 dx=ln(y tv x -a -4 }+C, 
其 中 C= Clna, 


例 13 的 丙种 方法 表明 ， 在 使 用 第 二 种 搞 元 法 求 不 定 积 分 
了 时， 对 代 换 sx = p01) 可 以 选取 不 同 的 函数 。 这 样 一 来 ， 换 元 法 


具有 较 大 的 区 活性 ， 


只 上 例 11， 例 12 和 后 13 是 用 三 角 前 数 作 为 变 景 代 复 的 ， 故 


称 之 为 三 角 代 换 ，。 人 费用 三 角 代 换 ， 求 碍 下 的 三 种 类 型 的 不 定 各 
分 较为 简便 ， 


4 


( 1) 全 来 访 宽 阐 数 合 有 因子 va 一 x* ， 则 训令 
的 二 各 Sin 【二 CSH 

(2 》 如 果 苓 程 国 数 育 有 因子 2 HTx ， 则 可 令 
x = atgt (或 x = attgi} 


《3 ) 如 果 被 积 孜 数 含 有 因子 vx: -4 ， 则 可 令 


X= dECF (x = 2CSCH 
到 此 为 此 ， 我 们 将 上 述 诸 例 的 结果 作为 公式 ， 和 峙 增补 到 基 
在 入 分 表 中 ， 它 们 基 ， 


i7 | tgxdx= ~ ln leosx| + 
18 | ctgxdx = ln |sinx| + 


19 | secxadx =1n lsecx + tgx! +Cs 


20 | cscxax = ln |cscx ~ ctgx| + 

21 | wl dx = Tarctg 一 了 +C 《401 

22 | = x= 寺 ni +C (tO) 

24 人 = arcsin~ 士 丰 【人 站 

24 | sd i Cas 

25 | va 一 入 二 VA 和 + arcsin + 0a>0); 


中 对 于 积 外 VaT+ dz， 由 于 计算 较 烦 ， 故 放 入 例 古 选 许 中 } 但 在 下 路 
理 ， 和 将 用 分 狐 积 分 法 给 予 计 和 个 ， 
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26 Jv Vt + ln Tw 二 十 已。 


二 分 部 积分 法 


马 知 函数 *(x)，2#(x) 具 有 连续 导数 ， 根 据 商 个 函数 乘积 的 
导数 公式 有 
(CHDY = HD 二 
移 项 后 ， 得 
Wi = (#0) Wy, 


对 此 等 起 项 廊下 不 定 积分 得 
| Wy' dx = Kt — [uvax. {8.9) 


公式 (8.9) 称 为 分 部 积分 公式 ， 它 适用 于 求 不 定 积分 js'vd% 比 


求 不 定 积分 | wv'dx 容易 的 场合 ， 且 在 使 用 中 应 注意 以 下 丽 条 
原则 ， 第 一 冤 使 从 " 确定? 的 计算 比较 简便 ， 第 二 应 使 不 定 积 
分 | ws4x 变 得 容易 积分 ， 
为 了 简便 ， 可 把 公式 (8.9) 和 写成 如 下 形式 
| se=w- | as. (8.10) 


例 14 求 | xsinxdx 
解 ” 根 据 公 式 人 ,9) 误 


#=%, # = ix, 
得 #1 =, v= — COsx, 
于 是 存 


| wxdx = ~ xCOSX 一 | 一 COSxdx 


= 一 XCOSx 十 S10# 十 心 。 


到 


例 15 求 | xserdx。 


解 ”根据 公式 (8.9) 设 
R= 共 a 
得 # = Dx = 


于 是 有 


| wadx 二 3er 一 {axerax, 


(2) 


我 们 不 难 发 现 等 式 的 右边 虽 出 现 不 定 积分 | xe*dx, 但 是 ， 关 于 
x 的 次 种 忆 降 修一 次 ， 根 据 公式 《8 , 9)， 又 可 设 


#= xX, t= ee, 
得 # 一 二， 站 
于 是 有 
Jeax = ET Jax 
= Xe + 


代入 (3) 式 ， 最 后 得 


| Wi 二 


在 例 14 和 例 15 中 ， 由 于 被 积 函 数 的 第 一 个 因 式 是正 整数 委 
的 大 函数 ， 它 们 的 导数 易 求 ， 其 导数 不 仅 是 蜂 孙 数 ， 并 且 次 数 
蜂 侨 一 次 ， 而 第 二 个 因 式 的 原 鲨 数 易 求 ， 政 在 使 用 公式 (8.9) 
时 ， 须 令 第 一 个 因 式 为 #, 第 二 个 因 式 为 s, 


例 18 设 | xlnxdx, 
解 设 w=1lnx, t=x， 
得 #! = 工 ， bv = 2 


x 2 
于 是 有 


| xlnxdx = lnx 一 


| Sa 
人 2 Ey 


生生 7 


ne x C, 
2 4 


17 求 | atctgxdx, 


解 设 #=arctgx, 二 1。 


得 8& = | 二， PF, 
于 是 有 有 
和 
te 一 这 ee d 
| arctgx dx -= xaArctgx Te 2 
= re 一 i i jy 一 
= warfcigx 二 | i {1 = wx*) 


= xArttgx ~ Fln(1 + + 人 


在 例 16 和 例 17 中 ,由 十 被 积 函 歼 的 第 二 个 因 式 分 别 是 tnx 和 
atfctgx， 它 们 的 导数 易 求 ， 其 导 孙 表 是 有 理 冰 数 ， 币 第 一 个 因 
式 是 医 丽 闭 【 宵 数 工 看 作 寡 虑 数 ) ， 其 原 国 数 易 求 ， 上 故 在 
使 用 公式 (8.9) 时 ， 须 令 第 二 个 因 式 为 *， 第 一 个 因 式 为 9 
这 样 做 虽然 ”的 等 升 商 了 ， 但 是 rw” 的 原 沿 数 易 求 ， 所 以 也 
完全 适用 公式 《8.9) 的 两 条 原则 ， 

在 此 基础 上 叉 可 总 结晶 ， 如 于 类 型 的 恋 积 函数 均 应 用 分 部 
积分 法 求 其 同道 数 ， 

sn™w, petx)lnrx, xin"x (gE —1); 
"En, palx) ess 
winbx, plx)sindxs 
XCOstbx, palx) costx, 
其 中 #， 加 EN，4,5 上 上 ER，ps(x)} 是 # 次 多项式 ， 

在 醒 用 分 部 积分 法 时 ， 常 常 出 现 这 种 情况 ， 即 分 部 积分 后 
(- :次 或 多 次 使 用 ) 又 出 现 原 米 蓄 求 的 不 是 积分 ， 这 时 将 欲求 
的 不 定 积分 合并 ， 就 可 得 到 所 要 求 的 不 定 积 分 ， 

二 二 四 


例 18 求 | wrta dr, 


解 设 =a , vi=1, 


' x 
得 EO 
XX 二 站” 
于 是 
ee 和 
| Wi 十 人 -| -- ”一 dx 
NA 
时 
十 — 
w+a 
= ww xa -| via dx 


此 时 等 式 右 端 的 第 一 下 与 欲求 的 不 定 积 分 一 样 ， 而 第 三 项 与 基 
本 积分 表 公式 24 一 样 ， 故 得 
| w+, 
例 19 ” 求 不 定 积 分 
了 -| ecOospxdx, 


L =| ersin Bxdx, 


解 
#= COSPX, WV = 
‘ 。 1  - 
得 x = -Hsinfx, v= 一 
te 
于 是 和 


1, = 1 coshx + ‘| ec*sinPxdx = 1 mcosbx 8 了 
i CF [ 证 


站 9 


对 1, 再 进行 分 部 积分 ， 设 


# = SiN, v= 6, 


得 #' = HCOsHX, Y= en, 
于 必 有 有 
了 = 1 esInAx 一 E |rcospBxdx = osinfx 
Ce [Rs [时 


1 


解 由 (3)》 和 (4) 组 成 的 联 立方 程 组 ， 待 


1 = CE +C, 


I = er*(asinfx — eospx) iC, 
a 十 在: 


如 果 在 欲 冰 的 不 定 积分 中 食 有 参数 4E W， 使 用 一 次 分 部 积 
分 法 后 ， 等 式 的 右 端 也 常常 出 现 含有 参数 *- 1 或 * -~ 2 的 不 定 积 
分 ， 从 向 可 建立 递 推 公式 。 

例 20 求 不 定 积分 P = | ***ex 。 


和 解 设 = XxX”,， v=， 
得 # = HX" et, 


于 是 ， 得 到 如 下 的 递 推 公式 ， 
了 一 "| NT 
因为 = | “dx 和 T= |xerdx 部 是 已 知 的 ,所 以 经 过 有 限 次 使 用 
递 推 公式 ， 总 会 求 得 L. 的 ， 
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8$ 8.4 有 理 锯 数 和 可 化 为 有 理 落 数 的 积分 法 


不 节 将 讨论 一 些 特殊 类 型 的 初等 冰 数 的 积分 法 ， 并 指出 ; 
任何 让 理 前 数 都 存在 原 函 数 ， 且 仍 是 初等 函数 ， 

一 个 盟 数 的 原 函 数 可 用 初等 函数 表示 时 ， 把 该 原画 数 岂 做 
可 表 为 有 限 形 式 ， 


一 ”有理 函 数 的 分 解 


在 第 一 章 移 学 习 指导 中 我 们 已 经 指出 ， 有 理 函 数 世 括 有 理 
整 冰 数 《 即 多 项 式 ) 和 有 理 分 画 数 ， 而 在 有 理 分 函数 中 ， 又 包 
括 有 理 真 分 式 和 有 理 假 分 式 。 由 于 任何 -个 有 理 假 分 式 都 可 以 
化 为 一 个 多 项 式 与 一 个 有 更 真 分 式 之 和 , 

所 请 的 有 理 真 分 式 的 分 解 ， 就 是 将 有 理 真 分 式 化 成 部 分 分 
式 【 即 分 项 分 式 ) ， 现 给 出 代数 学 中 的 部 分 分 式 的 结果 加 下 ， 


设 丙 数 -0 基 有 更 真 分 式 . 
C1) 加 果 儿 项 式 0(x) 有 a 的 4 重 祖 ， 则 在 评阅 -的 分 角 
中 必 会 有 如 下 形式 的 部 分 分 式 
EE 


其 中 AiG = 1,2,… 睛 ) 为 待定 的 系数 ， 
( 2) 如 果 多 项 式 有 一 对 卡 重 航 共 锋 复 根 ， 即 Q(x) 有 因 


子 (w+2px +g)* 《p* 一 g<0)， 则 在 -0( 池 -的 分 解 中 必 会 有 如 


下 形式 的 部 分 分 式 
BxtC Bax+C "十 Bix + Cx 
x topx+tg (x topx ta xi + px + gt 


(2) 
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其 中 的 BL，Ci (= 1, 2 下) 均 为 待定 的 系数 ， 
重 如 ， 将 有 理 真 分 式 
4 
wi 
分 解 成 部 分 分 式 ， 
解 六 为 fx) 一 十 d= x 二 4) 所 以 可 
4 4 Bx +C 


Xx 二 

其 中 的 4,B 和 5 是 待定 的 系数 ， 我 们 采用 待定 系数 法 有 
= (全 4 + (Bx+CYx, 

令 x 的 问 次 各 的 系数 相等 ， 得 
.4 =1， B -= 一 上 C= 0， 


于 是 


4 


_4 _1l1._ 
mld x 


x 二 


二 有 理 函 数 的 积分 


根据 工段 的 人 1) 和 (2) 可 以 得 得 如 下 之 结论 ， 求 任 
何 有 于 听 数 不 定 彩 分， 可 归结 为 求 多 项 式 的 不 定 恕 分 和 如 下 四 
种 类 型 最 衔 分 式 的 不 定 积分 
4 A Bx+€C Bx+e 


wa (twa x:+2px+g (x TT 2px + gt 


其 中 4, B,C p,g, a 均 为 常数 ，p: 一 J 之 0; &EN, 
现在 分 别 讨 论 这 旧 种 次 型 的 最 简 和 分 式 的 不 证 积分 。 
1 | A ED = Alnlx-ad +C 

5 一 一 站 


中 


| d(x-a) A 
< | 二 dx= A 省 Det+C, 
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首先 将 分 峡 配 成 完全 平方 
wapxig= x tapx+p re-—p 
= (x +p) + tg- p)., 
财 寺 后 -卫生 因此 7 一 让 信人 设 g 一 让 有 人， 
然后 作 代 换 ， 令 x+ 产 = 访 而 gx = 大. 于 中 月 
| Bx+€C Bx + 


一 


有 HR | 2 
w+ FX {x 十 四) 十 可 


一 i mr J 

一 B | id 十 CO Bp} | i 上 2 dt 

= Bn 十 三 放 十 和 一 岂 arctg 开 十 已， 
2 | 


_B, . C- Bp x +p 
= 可 也 Ix? + 2px + tt 了 人 


+ CO, 


.. Bx+ 人 i 
各 求 | Cr Dp dx, 


做 法 与 第 三 种 类 型 情况 相同 。 配 方 、 作 代 换 后 可 化 成 
| Bx + 7 >| 2 


(Tp Ta oD) (ra) 


dt 
CC 有 je 
等 式 右 端的 第 一 个 积分 是 
2 1 
J Fayt 发 tra)t 1 一 上 tC 


1 、 


DO ra 


#5 


1 
-CC 
C1 Ex + px + gt rr 


市 等 式 右 端的 第 二 个 积分 可 变形 如 下 ， 


_ at _1 ta 
n= | -rte A) re 
- | 

人 (1 二 

1 1 1 
sn 到 | rr 


对 右 端的 第 二 个 积分 用 分 部 积分 法 ， 设 
i 


Ht Y= 一 
{tf +a) 


和 (= = 
得 “os DT 


“_ 乒 
Pia 


天 i 
上 Te 


1 1 
WE rd 


t 
ta 
代入 于 式 担 取 的 递 推 公开， 


28 一 3 


= 
i, Da (kk 一 ye 十 aty+™! 十 Et 志 _ 1 i 


雪 而 ， 以 上 加 种 类 型 的 不 定 积分 可 吉海 有 限 形 式 ， 于 是 ， 
任何 夺 理 尔 数 的 不 定 积 分 痢 可 才 为 有 限 形 式 ， 肥 任何 有 班 淆 数 
丕 在 在 不 哨 数 ， 旦 仍 基 初 等 函数 ， 
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wi dx 


例 1 求 | :dx 


解 ” 在 本 节 的 第 一 段 已 将 一 和 一 分 解 如 下 


十 区 


于 是 有 
| se = [i4dx- | dx 
4 wx" 十 并 
=ln |x| -~ Zln x: +4) +C, 


x 十 1 
全 2 求 | 友 - 计 TD 


解 国 为 Qtx) = {x 一 17Cx:+1) ,所 以 少 


+1 ~ bxrtC , Dx+E 
(x +1 x xitl {x +1):” 


鼓 得 
+1i= A(xi+1):+ {Bx +C}x -1)( x:+1) 
+ (Dx + Ey(x = 1), 
邻 等 式 两 器 x 的 同 次 天 的 系数 相等 ， 得 如 十 方程 组 


+B = 让 
| -Bie 一 站 
| co 


-B+C-~-D+E=1 
A -CC—-E=i, 


-1 B®- cli Dp-:- - 
A=5, B=- 3,C 二 D= -1, E=0, 
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+ 1 1 dx 
] Cx — J) tx: 和 证 1: Xx-1 


1 克 十 1 * 
| 一 一 

2 十 时 | (Cx: 4 1): 
-i 1 _i 
= 到 | 3 村 | Rr ps 

1 1 jy. ~ 
-| w+ 六 4 ] {x 1): 2 
=: 了 i lx i; 一 二 1 (mT 1) 
四 zctgx TT f i + Ci 

1 1 I 1 1 
二 一 

2 -1 2f -+ 1) 


一 aretgx +C,, 
三 三 角 孟 数 有 理 式 的 积分 法 

我 们 知道 ， 征 伍 有 型 汲 刻 的 不 定 积 分 均 可 去 未 成 有 有限 形 
于 ， 因 此 ， 求 其 旺 画 数 的 不 定 租 分 ， 具 要 采用 沪 当 的 代 措 ， 将 
被 积 消 流 化 成 有 涅 函数 ， 这 种 方 法 通融 和 蒜 之 为 洲 识 阔 数 交 有 型 
化 、 本 及 注 要 讨论 的 三 角 芒 数 有 理 成 的 如 分 法 和 和 下段 的 简单 元 
理 消 数 的 积分 法 均 属 这 类 问题 ， 

胆 王 三 信 图 数 tgx、ctpg*，seEC% 利 cscx 均 三 用 Sinxy 和 cosx 
天 出 ， 因 此， 讨论 三 角 函 数 有 有理 式 前 不 定 积分 问题 ， 就 归结 
为 求 型 如 

| Risinx, cosxyd {3.11) 
的 不 定 棋 分 ， 基 中 (SIn%w，Cos%) 过 示 以 sinx 和 cosx 为 变 苑 
的 在 理 尺 ， 
求 民 如 t@.1D) 的 不 征 避 分， 可 通过 民 换 {好 万 能 代 换 ) 
此 后 车 


1=tg 池 ， ETT) 
将 被 积 函 数 有 有 理化。 弄 实 开 


a 本 本 i 也 
5iNn% ~ 251n cos 可 = CO tt 


Te 


和 
tg 2tg 马 21 


本 ee 
SEC 一， 十 tp 
2 


coOs% = 2c0s: 二 -1 = -一 -- -ff 
1 + tg 一- 
光 ] 
圭一 tg 一 -一 一 ， 
1 +tg: 二 和 CO 


机 | 1+i 
于 是 不 定 积分 (8.,11) 训 化 成 关于 上 的 右 理 丽 数 积分 ， 
> Ctgx 
| 3 ee 
例 3 求 Tn coord” 
解 ” 应 用 万 能 代 扩 将 被 积 表达 式 有 理化 ， 世 
t= tg 本 
/ 。 ?2 1—{ ， 1 一 划 
得 Sinw = i Cos 只 = i cigx = gr 
d di 
Ei 
于 是 
1 
l+sinxtcos” J i 1-? 


45? 


di 
ll+i 


~ 研一 志 -| a 
-| TO 


1 1 
一 di- | 一 人 
| 六 | 3 
-1 ir 1 
= ln lt 2+C 


= 31n tg -t+C. 
通 计 万 能 代 换 可 将 型 如 (48 .411 的 不 定 各 分支 为 有 限 形式 ， 
它 在 理论 上 却 有 重要 意义 ， 然 而 ， 应 用 万 能 代 斤 求 型 如 
Risinx，cosx) 的 不 定 积 分 未 必 简 便 ， 为 此 我 们 将 介绍 ， 
(1i) 和 如果 《8.11)》 是 型 如 


| RGins， CoOSix}y Ax 
的 不 定 程 分 ， 则 可 用 代 撞 1= tg&x, 这 时 有 


， >. 
Si 一 TT CO X= dx 


《3) 烛 果 (8.11》 是 型 如 
| RisSinNx, COS'x)COsxRx 


的 不 定 积分 ， 则 可 册 民 斤 1= sinx， 这 时 有 
SInx = COsixw=1- 1, cosxdx = di, 


《3) 如果 (8.11》 古 型 如 
| Risinix, coOsx} sinxdx 
的 不 定 积 分， 则 可 用 代 烧 1= cosx, 这 时 有 


SNnix =1~1t, cosx=t, ~— Sinxdx= di, 


例 4 求 | S1n: x 十 二 dx, 


CO 


5 


解 ”用 于 玉 (sinsx，cos x) = oa ? 
因此 可 设 t= tx， 香 
~ 上 : 了 la 
sin = -下 在- CO0S = ix = i 
于 是 
2 
。 i 
sinzx 二 1 lt 1 7 
人- 二 ” 有 于 -- f 
Coax ( 1 ) +1 
t+ 


= | (21: + 1 dt 


= tg) 十 EX + 人, 


例 5 求 | sinxcosxdx, 
解 ” 册 于 Rsinx，cos:xe)cosx = (sigx*COs'*%)cosx, 


因此 可 设 t= sinx， 特 


cosx=1—t, cosxdx= di. 


于 是 
| sinxcosxdx 二 I — fydf 


1， 1, 
t+ 

2 4 

本 sintx 一 sintx + 亡 ， 


six 


例 8 求 | Cog 


kh 二 
生 二 包 1 EE a 
于 Risinix, COsx)S1nX = (EE)sinx 
船 由 { bE ) COut 


因此 可 设 f= cosxy 得 


sinix =1~1:, “sinxdx= dl, 


@59 


* 了 | _ 
| SINY J | et | 人 


1 -cosxt+ 人 i, 
~ 3cog 站 


四 ”简单 无 理沙 数 的 不 定 积分 


求 简 单 无 理 函 数 的 不 定 积 分 ， 也 是 通过 适当 的 代 换 ， 把 被 
积 汞 数 化 成 有 再 函数 ， 进 而 求 其 不 定 积分 。 


六/ et 上 
1 型 如 | R (x, 人 Y 全 二 和 ) dx 的 积分 , 
OFFER ry 
被 各 函数 R(x, /全 5 表示 以 x 和 全 半生 为 变 元 的 
有 理 庆 数 ， 其 中 #5,t,4d 是 常数 ， # 世 各 , 但 # 夺 14， 
对 这 种 类 型 的 积分 ， 通 过 代 换 != 人 2X+ 作 可 达到 被 积 话 
ext+d 


数 有 理化 的 日 和 的， 事实 上 ， 从 代 换 中 可 解 出 


dr"—a 
Tact*? 


进而 求 得 


ax = -全 二 nt™ dt 


于 是 ,可 把 | Rs, 位 dx 化 成 被 积 函 数 为 有 更 函数 的 
不 定 积分 ， 
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(+ 1) 
例 7 求 | dv 


解 由 于 R(x ,fts )= 


ex+d 
$= ~2，c=0，4d= 1 因此 可 设 
t= x-2， 
解 得 。 =+2， 从 而 dx = 21d1, 
于 是 
| 和 吉 4 


_ 天 二 。 | 1 yy 
2 | dt 3 


区 十 1 
一 一 一 一 所- 一 一 用 = 也 + 二 
Xu or 一 了 ja ? 


=21+ vw 9atcte tC 


sw 
= Xm Arctk 1* 2 + 。 
NY 2 
| M/Ex— lx +1 
1 afaxt+é Ny 1 
解 RV J Dr 
_ 1 x 
3af w—1 w+1Y x-1’ 
NA ‘x +1) 
因 尼 可 设 
_ 3/ x+l 
t= wl1’ 
解 得 
和 -6 
i 1 从而 dx (i 并 at, 
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于 是 
1 1 3:wxw+1 dx 
| fx TI -| 7 x 一 了 


(1) — Bi | —3 
| dg 
| 2 I 站 一 


丘 用 有 理沙 数 的 积分 法 求 这 个 积分 ， 因 为 00) = 6-~1 


= -+ft+1), 所 以 有 
-3 一 3 4 二 的 
1 (和 人 


让 得 
—3= {4 有 六 + 一 了 +COr+ -CC)， 
令 等 式 两 端 i 的 问 次 宕 的 系数 由 等 ， 得 如 下 方程 组 


{2 = 
-了 +T=N 
A C= -3, 
从 中 解 得 
.= 1, B=1, C=2, 
于 是 
4 Ni- 1 -二 
ESUE | 7+ Hiri (3) 
而 
1 1 1 
-| I it+C Fla +0, 


i 3 1 
一 -一 dt | + 
i +t+1 + 二 | rrr 
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二 :3 Cn), + 3) 


= 一 一 -一 一- 


| dis+t +1) 1 3 


= = Hin ti + Farctg -十 蕊 和 


代入 《3) 式 得 


3 _ (+t c 
-| 过- dt= ln Oy: + arc + : 
吾 换 成 变量 x, 最 后 求 得 

fl， 人 二 41 
| dx + G 3) i 

v(x- 1 (x+1): 2 Et-1 | 

x—1 
2 人 + +1 
+ arcte -ll 上 + 
v3 


， {x— 1)} 
倪 9 求 | XE x FT 


艇 ”不 难看 出 ， 在 被 积 联 数 中 的 根 式 wx 和 /x: 的 根 指数 


的 最 小 公 倍 数 为 6 ， 因 此 被 积 函 数 实际 上 撑 是 R(x，&Ax ) 的 
形式 ， 故 可 设 
l= /x 
解 得 x = ,而 dx = 6863 
于 是 


1 jy。 
| XE Ty -| a Ged 


6 人 (六 一 1) 
-| 上 人 十 十) 7 


= 上 | cf-1l1ti! +d 
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f° 1 i 1 
= 日 (5 -i+lnld ty + 
a 一 — 1 1 1 
二 由 ( 一 8/x +lns/x Wy “a, 
十 所 
2 型 如 | Rix,， vw ax + Bx + 6) dx 的 积分 ， 


对 于 这 种 类 型 的 积分 ， 可 把 ax* + bx 二 ¢ 配 成 完全 平方 ， 通 
过 适当 的 代 换 可 归结 为 88. 3 的 公式 23 至 26 的 积分 . 


- 一 上 2 
~ -一 -一 一 
全 10 x| VIA" 


和 解 ” 由 于 2x: + 4x +5=2(x +1)*+3; 因 此 可 设 
t=%w+1, 而 x=i~1, 有 有 dx= di. 


于 是 
一 一 一 二 —ut 
v 2 fer 
1 1 4 1 
= -一 一 df-— | dt 
六 | 3 7 可 -7 3 
V e+ 二 + 
__1 3 3 ] 3 
= FY + Fln t+ rt | +C 
1 5 | 
= Vx: + 22 + ln tit y+ar+S 十 2x 二 加 
+C 
= 汶 ， Tt ln | VT +1) 


个 WE 补品 + 


者 


此 中 Ci=C- -lav3， 


例 j1 求 | (x rr -axl dx, 


和 解 ” 册 于 x:~2x 一 1= (x 一 1)* 一 32, 因此 设 
f=x—1 而 w=t+1,B dx= di, 

于 是 
| +Dve-a-Tdx=| (to -2 dt 


= | di+2 | vw 2 di 


(oi to ntti-2| + 


i 
号 
= D2 lt (1) ww (1 
一 34n fx 一 1I)+w (x—-1) -2 +C 

= 2x D+ Cx- DV 21 


-2ln|lx—-1)+t+v x -2x~-1| +cC, 


学 习 指导 


一 内容 概要 


1 和 闭 点 及 要 求 

与 其 它 各 章 相 比较 ， 本 章 的 概念 和 理论 是 比较 简单 的 ， 理 
解 和 掌握 它 也 是 比较 容易 的 。 然 而 ， 本 章 的 重点 是 不 定 积 分 的 
积分 法 ， 如 和 何 才能 较 熟 练 地 掌握 它 呢 ? 我 们 认为 下 述 要 求 都 是 
必要 的 ， 熟 记 基 本 积分 表 中 的 26 个 公式 ， 熟 练 地 掌握 求 不 定 积 
分 的 两 种 方法 一 一 换 元 积分 法 和 分 部 积分 法 ， 要 明确 任何 有 理 
晃 数 的 不 让 积分 都 可 表示 成 初等 函数 ， 且 三 角 函 数 有 理 式 的 积 
分 法 和 简单 无 理 函 数 的 不 定 积分 可 通过 换 元 法 化 为 有 悍 范 数 的 
不 定 积分 ， 读 者 还 南 做 一 定数 量 的 练习 题 ， 这 样 才能 掌握 解 题 
的 方法 和 提高 熟练 程度 ， 

2 原 孟 数 、 不 定 积分 与 病 种 运算 (微分 、 积 分 ) 的 关系 


加 分 过 和 祯 分 适 算 


| 3 
| xy FY : 


伍 启 兴 数 0 | 


丙 数 (7) 


= 一 一 一 一 一， 


十 


3 求 不 定 积分 的 基本 方法 


第 一 神 食 战 | 
-| 换 元 法 | 17eeyex 关 证人 ecpto5g (sydy 
引进 中 间 空 莉 : PE) f gtat, 


| 站 | |; 遍 


一 “一 一 一 一 = 


复元 时 人 Year 各 贡 昌吉 时 荆 全》 


下 的 元 了 fF CpttyIp' (tyat. 


拉 本 时- 


- 
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4 有 理 省 数 和 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 法 


| 和 通 娄 的 积分 党 一 
| | 

 ”， 芷 何 有 理 画 数 的 不 

_、 定 积分 都 可 表 戚 有 
_ 限 形 起 
pr | 
| 分 法 A T 

| 
| 要 本 老 | | 汪 本 广 当 | 
二 儿 点 说 明 


1 不 定 积分 是 否 均 可 表 成 有 限 形 式 

到 此 为 止 ， 我 们 对 积分 法 作 了 较 系统 的 介绍 ， 相 当 多 数 的 
前 数 ， 它 的 原 函 数 可 用 初等 阔 数 表示 出 来 ， 然 而， 有 许多 初 
等 钞 数 ， 昌 然 它 们 的 原 清 数 都 存在 ， 但 是 这 些 原 函数 不 能 束 成 
初等 函数 。 例 如 ， 不 定 积分 : 


| 1. dx | sinx gx, | OSX x, eax 
lnx 各 %% 


|eossv， |siaxwidx 等 等 
特别 应 当 指 出 的 ， 以 下 三 种 桶 网 积分 都 不 能 表 成 初等 血 
数 。 这 些 桶 圆 积 分 基 


1 


| vw 1- Esin'w 下 


|v 1~ k'siniwp dw, 


| rp 
(Thising) /i eonip “9 
其 中 的 参数 &E (0,1)， 通 常 分 别称 为 第 ~…、 第 二 、 第 三 型 椭 辐 
积分 ， 它 们 在 求 糖 圆 弧 长 中 碰 到 的 ， 

2 ”不定 积分 的 形式 不 是 唯一 的 
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订 一 个 通 数 的 不 定 积分 ，, 由 于 使 用 的 方法 不 同 ， 因 上 距 ， 其 
积分 结果 在 形式 上 常常 也 是 不 周 的 。 例 如 ， 求 不 定 积 分 


| SiNxXcosxd x, 
当 用 闪 币 分 法 时 ， 可 得 


|sinxcosxdx 二 |sinxasinx = 二 sinzx +rCO, {iy 


|sinxcosxdx = 一 jeosxwcoss = 一 Cosx 十 让， 
(2 ) 
当 用 信和 角 公 式 时 ， 可 得 
|sinxcosxdx = 二 |sinzxas =- -- 地 coasnx 于 和 全， 
《3》 


我 们 不 难 验证 ， 上 述 三 个 结果 都 是 正 瑞 的 ， 对 有 些 结果 予 
以 适当 的 变形 ， 宇 们 是 可 这 统一 起 米 ， 事 实 上 ，《 3 》 可 化 次 
(1); 


-Tcos2x +C= -Cos2x + Le, 


{ 
- (I -- cos2x) 十 个， 
= 二 sin'x + Cis 


其 中 Ci=C- -r， 《1) 可 化 为 (2) ， 
ln C21 Loos 
-sin x COS 十 人 


= 一 Cosi + CC, 


其 中 C: = C+ 二 ， 


因此 ， 在 求 不 定 积分 时 ， 其 结果 与 答案 在 形式 上 不 同 不 要 
轻易 加 以 否定 。 梯 验 它 是 否 正 萌 ， 海 其 导数 是 否 等 于 被 积 范 
数 。 
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5 再 说 “法 微分 法 
因为 “ 姿 攻 方法 ”站 是 第 一 种 拱 苑 吕 分 法 的 旭 称 ， 记 以 市 


”的 书 根 本 不 提 “ 凌 微分 法 ”， 只 涪 ， 当 对 第 一 种 换 坟 积分 法 比 


较 熟 练 时 ， 令 其 定语 仿 汪 的 步骤 可 以 省 上 咯 ， 在 形式 上 会 用 
x)dx= gtptx) gg x) dw = gL 

即 可 ， 人 例如， 求 不 定 积分 
| 二 dx x=| 1+tgx 


SiNnD x Do1NXCOSYE ” 


- | l+tgx, ldx 


#f i een 


(1 ditex) 国民 二 | (tgx) ] 


工 
2 
tex + 3ln itgx| tO, 
“ 凌 微 


| 


用 分 法 的 主要 日 的， 在 于 炒 不 定 积分 的 计算 箭 
便 易 行 ， 和 人 向 旭 ， 求 不 定 积 从 


| 5 
2 9X XT 


= Gx ~ Bx + 0) Sd: — Bx + C= 3x 6x+é+Cs 
| 一 x=| NNT 1) gx 
和 一 As 一 Cx Dt I) 


=| {w+ x 一 于 好 
=| xx ARE dx 
= 可 + NL dx: 1) 


此 SS 


= + Ee 一 1 二 七 。 
但 是 ， 症 求 不 定 积分 
| lntgx gy 


Sif XCOS% 
革 , 比较 下 员 两 种 方法 ,不 难 发 现 ，“ 并 微分 法 ”有 一 定 的 难度 ， 


用 第 一 种 换 元 法 用 “六 得 分 法 ” 


i Ce 
人 二 tr ar 人 ez au 
1CCOAT 用 水 必 本 9 十 
= -te dy _ Flntgr 
tO tgreoar 


i 
SE na | -了 lIntgxr: 1 ads 
t | tICGOgtF 


全 += 人 1 = 站 intgzagmtgm 
1 ， | a 
= = 3 (lntgz): +C, 
1 1 
三 1)? t= 
2 1 二 性 其 中 pt de =i{ ntexy 
= ‘lntgr)i + | 
ii ap 


三 例题 选 讲 
例 1 求 | tl dx, 


《Kx 二 


基本 思路 ”在 包含 二 项 式 拓 + 和 ~ a， 一 的 表达 式 
的 积分 由， 也 弟 用 三 角 代 换 或 双 曲 代 换 ， 在 代 换 中 并 用 关系 式 


+ 1 
St TCDSE = 1, 1+tgif= Sec = 
” 8 CO 
chit - shz = -thit=-_ i. 
9 1，1~th cp 
和 解 令 x=atgi, 有 
ua ， 人 
一 一 -一 一 -…- ee 二 
co HX + Cost * 
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从 而 
| ld | cos'tdi= 去 | oes, 


4) 


= (f+ sintcost} + C, 


在 变量 还 原 时 ， 利 用 作 喜 角 三 角形 法 是 比较 简单 的 ， 加 图 
838.23。 战 知 


是 I 
SI = -一 一 - - 


EA 
=- =---- 性 心 3 三 一 一 一 
AAA AN 十 
于 是 
1 , 1 A 
-1 
' 2 Ya. 区 + 4) te 


例 2 永 | - > dx 


| 基本 思路 ”因为 与 $8.3 第 一 段 的 总 结 (3 ) 相同 ， 所 以 用 
; 三 角 代 换 . : 
4 解 令 x=w 2seci, 有 


dx=v 08ect:tgtdt, 


从 而 2sect  ， vw osecttgtadt 


x 4 
| “TJ Vtgl 


= 2| secsiadt, 
对 积分 |secwd; 应 用 分 部 积分 法 ， 得 


(sce = SC TtE 一 jer secitprdi 
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COs, 


1— 
=sectrtgt— | 
sc | Toos 


= SC Ct tg! + |secias 一 secas 
= sect- tgt + ln lseci + tg -| sectdi, 
欧 项 合并 欲求 的 不 定 积分 ， 得 
| secltdt = seci: tgi 十 1 lseci 十 二 区 上 ), 
在 变量 还 原 时 , 因 x= v 3secp 所 以 te1= V2 
故 得 


secver= 二 (二 XE + ln | 
2\2 ' wD | 


于 是 


| = pe 一 它 + In 一 一 


2 
= tln x+ Xx-2|+C, 
其 中 C=C -lnw3， 
例 3 求 | wd 


基本 思路 ” 同 例 1. 
解 令 x=atgi, 有 dx= 一 -di， 从 而 


= | (sec't ~ 1)sectat 


=at| secidt ~a!| seotdt, 
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由 于 
ec t= seert' tpt — 3)scertgud t 


= sect: tgt—3 Jsecsids 十 马 secuids, 
因此 可 得 
secsier 一 (see ttet + 3|secsdt。 
注意 应 用 例 2 的 结果 ， 于 是 
| x A + Nid 一 和 (sect* tof — seesian 


四 
变星 还 原 后 ， 放 得 


i 2 -一 一 
ve Xidx = + + 


secsin tg 一 (scctntgt + ln iseci + tg#| } | + 


时 - -| 
a iV atx CC 


3 i 


例 4 求 | xdaxdx, 其 中 心 是 常数 ， 且 ks ~ 1 


基本 思路 用 分 部 积分 法 . 
解 设 gz=lnx，P = 并， 


1 1 加 1 1+ 贞 
得 W = 人 十 x 
于 基 
1 | -人 > i 
{x lnxdx = -TE wi+*lnx 1 起 dx 
1 1+ 此 __ 1 (+ 下 十 全 
= 一 二 x!ittlnx CL 顺 
wt 


例 5 求 椒 定 积分 
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J_ -= | xilnmxd x 


的 递 挫 公 怀 ， 其 中 站 是 并 数 ， 有 下 半 一 二 EN. 
基本 思路 用 分 部 积分 法 。 
解 设 #=1ln"mx,v = x*，, 


得 = Mn” ix， 一 ， 二 0 
于 是 
[lana x= nny -nn dy 
故 得 
1, = 1 nx ln 


例 6 求 不 定 积 分 


-i 1 
1, = | 《wz 二 PC 


的 递 推 公式 ， 其 中 wxEN， 
基本 思路 ” 先 将 被 积 函 数 变形 ， 然 后 应 用 分 部 积分 法 . 


解 A 为 
= 1 rr— 芝 ”一 一 a 


1 .gx 人 和 
= Bes er as" 


_1 -1 x 
三 ln |” 


对 等 式 右 端的 第 二 个 积分 用 分 蛮 积 分 法 设 


= 1 一 ~ 
aD 


1 ,- 二 =。 i 一 一 -一 -一 -一 ~ 
得 # =1， + 中 让 一 1) (w+ a te 


| 者 时 dx = _ 
(a) Ar 1 x) 


1 1 
+ | err 
Xe 


Dt Aa)" 


1 
十 gx—1 be 
于 十 
_1 ” 1 
et RD Ta) 


2 LN 一 了 3 J 
3a 1 Gai 了 


人 
了 = | 二 Rr rdx= arctg 一 +C 
时， 应 用 上 述 公式 不 难 求 得 


各 


= 2 十) ‘an 了 


ATrctg -一 + C, 


下 面 将 给 出 型 如 | R(x，w 207TIx+ 7) dx 的 一 般 方法 ， 
通常 称 之 为 欧 拉 @ 变换 。 对 二 次 三 项 式 ax' + px + 5 总 可 认为 没 
有 等 根 ， 否 期 就 不 属 | R (x，w atx 了 0)dx 型 的 积分 ,用 


耻 直 变换 可 达到 被 积 本 数 丰 理化 的 目前 . 
1 葡 拉 第 一 变换 
当 axi + Bx +ez=10 无 实 根 时 ， 即 全- 4at 二 0, 以 此 推 知 4 与 ; 


中 中 拉 ，Eulery 工 , 击 士 数学 家 ，1707 一 1783。 


业 5 


间 号 《否则 下 -dar2 的 。 尼 因为 


二 十 = (2a + 6)+ {doc — 6°)), 


所 以 ax + bx + et 对 所 有 x 来 说 与 4 同 号 ， 当 然 也 与 同 号 ， 另 
外 ， 由 于 在 被 积 函 煞 中 含有 w ax: + 奴 +c， 因 此 4 为 正 《否则 


qx + bx te<0 wadx+Bsx+zt 无 意义 》， 
总 之 ， 当 天 一 42<0 时 ， 有 <>0 且 c 全 0 欧 拉 第 一 变换 为 
Waxitdxr+e= tt taw 
(或 Vaxitdx+te=xt tv ec), 
2 欧 拉 第 二 变换 
ax + bx +t= 人 有 相 异 实 根 a 和 月 时 ， 欧 拉 的 第 二 变换 


Vax toxie=i(x—a) 
(或 aw tbx te=i(x- 8)). 
例 7 求 | dx, 


wt x w+l 
基本 思路 ”用 欧 过 第 一 变换 ， 
解 由 于 六 -4d4ec=1-4= 一 3 之 0 是 4=1>0 (当然 “= 
1 半 0), 因此 令 


AAA 一 十 =1i-x, 


解 得 
-1 一 车工 
1 
于 是 
1=| 二 一 二 (2 t+1) 
和 十 WE 一 人 十 上 dx 1(21 — 1)? 


应 用 待定 系数 法 ， 可 将 等 式 右 端的 不 定 积分 化 成 最 简 分 式 形式 
的 不 定 积分 ， 


7 


T2 3 3 1 
-dt 
! ,Lt 21-1 T Ta 
| 3 1 3 
= nt -lnl2—1| +C 


再 以 f=x+w x: -x+1 伐 入 ， 故 得 


1=| 一 le -3 1 _ . 
吕 十 AAAwz 一 1 22x 十 2 wi—x+1~-1 


+ on lx tov x —xw+1| 


-ln (2x+2 wrx+l -1 +C， 


证 8 dx 


1 
求 | Ci + a a — x 


基本 思路 ”应用 欧 拉 第 二 变换 
解 ” 因 为 a: 一 x* 有 相 异 的 实 根 + 4a， 所 浴 可 用 欧 拉 第 二 变 


换 ， 
wa x: =1(4— x*), 
过 _ t=1 
解 得 “9 
、 4 2at 
有 有 dx = TT dis A ”二 全 上 
1, 20 (二 1) 4 
+ 
代入 康 积 分 ， 从 而 得 到 
1 1 
1 


根据 待定 系数 法 ， 得 


一 一 -一 
= 


1 1 .i: 
{= 2 ers 
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= 二 | + 4 
Da [i st+1):+1 “0 Fat- 1)+1 
-1 dv 2t+1) | dt 217-1) | 


HF EI tL (2 

~-_ 二 ri- 1 +C 
= Rctg tr 2 t+1) +arctg(v 2 让 

_ 1 vat 

= arctg Tis + 


得 惧 1 = VW 2 二 > 代入 ， 并 注 岂 2TCTt 二 = 土 一 arctEx 


的 使 用 ， 于 是 
_ 1 _ 1 Vx 
|) rr RE Si 
+ 其 中 的 《= 人 + 


宪 被 积 丁 雪 中 舍 有 因 式 9， ，V x 一 各 
ax bx t+ es 除了 三 角 代 换 和 下 近代 换 以 甸 ， 有 时 用 个 代 换 
( 即 令 x*= 十) 也 是 比较 方便 的 ， 


例 9 求 | 一 一 = 


A 
基本 思路 用 倒 代 次 法 . 


解 令 


于 其 


d= -| d(1l+f) 


Xl + wl+t 2 + 


.= 1Art +C 
条 让 


一 
— 


_Yitx je 
中 


例 10 来 | dx x0), 


Xx/ ax:+ -1 
基本 思路 ”用 后 代 换 法 ， 
解 令 x = 六 有 有 dx = -地 


于 是 


1 —i 
| a as 十 了 一 六 


= 二 | A dt 
a) Vitiots 2 Vit 


= 人 十 一 下 -了 | i 


VE 


= itt-r + 


/TT + darcsin Tt 
= 1+i—t 十 -arcsln 7 + 已 


a 。 _ 小 
= x 十 半 十 1 十 Trcsin EF 十 万。 


除了 在 $8.4 里 介绍 的 三 角 函 数 有 有 理 式 的 积分 法 以 外 ， 下 述 
方法 也 是 值得 注意 交 ， 
全 11 求 下 列 不 定 积分 的 递 推 公式 


4 多 


得 


(1 .= | sin"xdx; (C2) .=| Cosxdx {#222), 
基本 思路 ”对 J， 和 了 ,分别 使 用 分 部 积分 法 . 


“rE 
1 Fr 
Pa 


#4 = SIN" ix, t= sinx, 


i = (5— 1)Sin x COSX， 了 一 一 COSX， 


i= ~ COXSIN" lx + (x— | sin xcos:xd x 


= ~ COSxsin™ ‘x + (#— D |sinrsxtl 一 Siwy dx 


— COSNSIN™ lx 4 (~— D |sinwixdx 


— (yx— D | sin™wd x 


~ Cosxsin” wt {am1)l, ,~ CG#— 1)1,, 


移 项 合并 后 ， 解 得 


同 理 可 得 


1, = — Lcosxsin® x + 和 
痛 玉 
『 1 由 m=, 点 一 ] 站 


特别 地 ， 
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I -| Sinexgx= — 于 cosxsinrx 十 El 


] 
| 


1 -| C9 8 1 =- 总 ) 
= -COSmSID +o Cc 一 一 
+ 广 和 COSxSIn + 1 


_ 1 PE _5 + 9 1 " 
= CCSXsin x — FCOsxsiny + | 一 可 COSxSiny 
z1) 
十 二 了 
2 和 
1 : 5， 5 :3 5 . 5 
= 一 一 CDOSSIf x — oCOSxSIliyx -一 2 
E 2JeosxSin yx 18C0SxSLInX + 6* + 


C， 


便 12 求 下 列 不 定 积分 的 递 推 公 式 
1 ，_[ 1 
CD=| GO C2 | 二 (#2), 


基本 思路 ”对 1, 和 1, 分别 应 用 分 部 积分 法 ， 
解 由 于 


JT, 一 | = x= | CsC"wdx = ese-ixeseixdy, 
Sin*x 


捞 WCSC™ lx, 9 = CCIx, 
上 + ? 划一 了 1 ) 
一 一 a t 二 一 站 tt 
得 or 一 (4 OCs (oi ctgx ), 1 gx, 
因此 律 


了 = — Cae" ix:Tvtgx — (x— 2) | Cscexr' (1 — SiNn'wx) dx 
= 一 CSC xctgx ~ {#— 2) | Cao" wd x 


十 《 冯 # 一 2)| Cot" xdx 


= — CSC" xctgx — (#4— 2)1,+ Cn 2) Tss, 


移 项 合并 后 ， 解 得 


ra COS% 27 
" {wx— lsin lx nw-l1"” 


同 理 可 得 
1 Si x 一 2 二 
” (#— ycos™ x #—1 
特别 地 ， 
| OS 3 
i=- dnmt Tl 


COSX | 3COSx | 1 
和 一 和 


5lliw 


dsillix Boifiix 8 


根据 $8. 3 的 例 ? 知 
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CDSX 3Cosx 3, | x 
nn gl 3, +C. 
有 了 时 应 用 公式 ， 
《1) sina:sinp = eos (a BA) -costot A)); 
(2) cosarcosp = cos(a~ 月 + costa+ A 
《3) sinag'cosp = Fsin (a— B+sinta t+ A)) 
来 求 某 些 三 角 函 数 的 不 定 积 分 也 是 比较 方便 的 . 
例 13 求 | sinSxcosxdx, 


基本 思路 ”应 用 上 述 公 式 (3)， 
解 ”因为 


SINDXwCOSN = 去 (sin4x+sin6x)， 
了 以 Jsinsxcosxdx = (sindx + sin6x) dx 
-=| sindxdx + |sin6xdx 


~-.1 _1 
= -cosdx -Tscostx +C, 


讽 14 求 | COS'axcos' bxdx, 


基本 思路 ” 先 用 信和 角 公 式 ， 再 用 上 上述 公式 (2 ) ， 
和 解 ” 因 为 


COSAx COSthx = (1 十 COS2ax)" (1 tCosnpx) 
= 二 (1 十 CDS2dY 小 心 5 320w 十 COI2axcos2bx), 
所 以 
je Saxcositxdx = zlG 十 COSDIx 十 COSDB 


#82 


十 COSDGACOS28A HE 人 
1 


_1 1 neatl a ) 
= 二 \ 时 十 站 sin24< 十 2 Sin2bx 


+. +| recos(24 — 2b)w + cos(2a + 2 dx 


-ll 1 _ 
= 了 x+ ssin2ax 十 RSin2bx + 十 一 yy sin2 {a— B)% 
十 lsingta tx+ 

16(a + 6) ” 


例 15 求 | x [xl ex. 


基本 思路 ”去 折 绝 对 值 ， 分 别人 疼 x 关 0 和 >x<0 的 区 间 上 来 求 
不 定 积分 。 
解 ”因为 
x jy| = 全， 和 *>0 时 ， 


Xs xc 有 
所 以 


| (x0x- E+C, 4 0 时， 


| [x| dx = | 


于 是 


一 -t+C， DH 


_ ls 
| «ll ax = +C, 


例 18 求 | xf "cdr 


基本 思路 用 分 部 积分 法 。 
解 设 w=x, t=/"(x)，, 
得 # =1, v=f' Cx), 
于 是 ， 由 公式 (8.4) 得 ， 
二 名 和 


| "a = x '{(w) 一 | fr dx 


= 六 fx) (x) Fo, 
例 17 已 知 六 (sinzx)y = cos:x; 求 f(x)， 
基本 息 路 引进 变量 代 换 ， 肯 求 原 耳 数 。 
解 今 Sinx = 让 有 了 "0) =1—t, 由 公式 (3.4) 知 ， 
A = 


于 是 ， f(x) 二 x 一 二 


习 题 
$8.2 
束 下 列 不 定 驱 分 ， 
2s 了 + + (2 ) | 
C9 人 《4 | (1+ sing 4 te 2xl 
(5) | SLas ‘0 | -Ld 
++l i Os 
(7) | tr!_gy (8) fa tg2xdx, 
ww lx! 
2. 利 节 佐 式 人 ,6 有 求 出 下 列 不 定 积 分 ， 
(C1) | ,La (2) | cosmrax 
1 1 
ca | —— dr} (| os 
1+ (Tar+1) ] 一 cos* 
88.3 


3. 利用 第 一 种 换 元 法 《或 次 微分 法 ) 求 下 列 不 定 积分 ， 


1) | [1 (2 | Xi 4 dx dr 


4 


3) | 1 jr, 【二 [eer eva 


arcleEr(l + x?) 


(5) jerrsozan (68) | -3 gx 
区 一 和 
(Cry Jigrsseeraan 【名 | ld, 
Xlnxlnlnx 
tg A 
(oY | [ai dx (C10) is, 1+x dt 
1 S10XCOak 
11 ee 2 
? TD (12) [se a 
1 了 
413， | 04 J 和 
(ga: 十 和 2 
1 
C15) | |e ” 
Vi 区 C16Y |es*sinesgxy 
Es 
1?) | C18) Neosn gd 
《197 | saas {20) | Post 
apn | dx, (22) | ao 
人 CO Carcsinny i 1 一 六 


C29) | Jntx+ + dr 24 | ea 
Y ] + 


(25Y [=2i0r0. 


COsrr 


4， 用 适当 的 我 摘 求 下 列 不 定 积分 ， 


0 |v, C2) |sinvx gr 
* ve 
全 
(3) jd CD | 一 a 
企 ” 一 志 (rx? +aiyt 
1 1 了 十 区 
5 /i fn 
VI | C6Y Tx nd 
出 
(7) | 二 + dy 1 
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《9 ) lee (10) J 


"+ 1 

5， 用 分 部 积分 法 求 下 列 不 定 积分 : 
{1) | aaa C27 Xlerdr; 
C3 | msiasam <} | 
(5) | -aaa 《7 aresinzan 
C7) [va eX x :| [esanpar 
C9 | dr (10) Jearaindras 

no?w 


C117 Nac: lta yAx; C12) | 二 dr。 
sn“ 


6， 求 下 列 不 定 积分 ， 


(C1) J's dxi (2) Jancr sdan 
让 9" 于 
(3) [ara (4 ) | 
相 
《5 1 [Es (6) | Sinax oy 
vr? : w+ eostx : 
C7) [rl+ ln dx (8) | si a 


C9 |rew xt 


(10) 已 知 f Cx?) = 一 (xf>>0， 求 (x)，。 


$8.4 
站 下 有 有 于 因数 的 不 定 积 分 
4 1 
《 ,| -2 本 十 六 x ‘ 2 ,| Rs 
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27 -一 37 一 了 六 
- FE-3 2, 
人 ) | zs) |: :+ ” 


3. 求 下 列 三 角 国 数 的 不 定 积分 ; 


Ll dr | ] _ 
G) 上 rg 《2 ) 外 十 31Tn 净 3 
(8 | 1 dx, C4) | dn 
TEL 十 不 5 帝 z1HACOS A 
1 , 

f 1 . sin? 3 el, 

5 ? | (B+ Cosx) sinx 6 (6) | DS oe 
(C7) | LE dr 《号 | errosaxeosaxdn 

ain 3x+4 cosix 


{1 ainreincs 十 和 Yain 人 (不 Dy dx 


ao dx { 13 > | 全 
忠生 于 
8。 王 王 列 兆 理 玫 数 的 本 定 各 徊 ， 
Tx 人 | 1 
Gy {2) -元 二 本 去 9 
1 -zi |] 1 
[和 3 | i- vri < 一 
it 学 二 工 er tx- by) “ 
‘Hf 
1 1 
Sl 
‘5) | x 二 区 二 台 ‘ KA 吕 
Ee a 
1 [vs x dz (8) | 
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第 九 章 ” 定 积 分 


定 积分 是 积分 学 的 重要 部 分 之 一 。 本 章 将 在 具体 实例 的 大 
厂 上 引出 定 积分 的 概念 ， 进 而 研究 函数 的 可 积 性 ， 以 及 介绍 定 
积分 的 性 质 和 计算 方法 等 。 


3 9,1 定 积分 概念 


一 亢 个 实例 

1 ” 曲 边 梯形 的 面积 

所 谓 曲 边 梯 形 是 指 由 紫 负 连续 函数 所 确定 的 曲线 7 =f (x) 
与 三 条 直线 4x =ea xx = 如 7=0) 所 转 成 殉 平 耐 岁 形 (如 图 
9.1) ， 

我 们 的 任务 是 如 何 求 这 个 
有 昌 边 梯形 的 面积 ， 在 初等 几何 
中 ， 只 给 出 了 计算 多 边 形 及 图 
形 而 积 的 方法 ， 认 对 曲 迪 梯形 
的 面积， 初等 几何 是 无 法 解决 
的 ， 这 有 懂 珊 要 和 运用 数学 分 忻 的 
方法 {极限 方法 ) 加 以 解决 ， 
回顾 第 二 章 的 “ 割 圆 术 ” 对 我 图 9.1 
们 的 启发 ， 将 昌 边 梯形 进行 如 下 的 分 割 : 用 平行 于 y 轴 的 直线 
将 曲 边 梯形 任意 地 分 割 成 x 个 小 的 曲 边 梯形 ， 对 每 一 个 小 的 曲 
边 梯 形 的 肝 记 用 下 行 于 x 向 的 直线 代替 ， 使 之 成 为 矩形 ，。 当 
“ 制 之 丈 细 ”时 ， 用 * 个 小 年 形 而 积 之 和 近似 代替 曲 边 梯形 的 
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面积 ，“ 所 失 弥 小 ”。， 这 就 是 讨论 邮 边 樟 彤 面积 问 题 的 基本 沼 
法 。 革 具体 作法 如 下 ， 

首先 ， 把 区 间 [4， 们 用 分 点 4= x 之 x 之 之 Xs= 上 分 成 
# 个 小 区 间 ，{xo， Xs EX i i 并 用 人 x，， 
2rr， Ar 分 别 袁 示 各 小 区 闻 的 长 度 ， 这 些 分 点 x; (i = 
0，1，2,…， 加 的 全 栖 给 出 了 区 间 Ea， 总 的 一 个 分 秆 ， 记 作 
T。 过 分 割 了 的 每 个 分 点 xi =0,1，2,，…， 人 办 人 艇 轴 的 平行 
线 ， 把 区 间 C4， 们 上 的 由 边 梯 形 分 成 # 个 小 曲 边 梯形 (如 图 
曲 边 梯形 的 曲 边 。 这 时 小 曲 边 


9 ,2) ， 
此 次 ， 由 于 每 个 小 曲 边 梯 9 
形 仍 有 一 条 曲 边 ， 因 此 用 直线 
段 代 赫 巾 线段 。 当 分 法 无 限 变 ?=Frx) /个 
细 时 ， 合共 每 个 <x {2=1, 光 
2，…，#) 无 限 恋 小 ， 则 可 用 

梯形 的 面积 用 小 矩形 的 面积 近 

似 代 蔡 ， 比 如 ， 在 第 i 个 小 区 

间 【xi xi 上 的 第 站 个 小 曲 边 梯形 的 面积 可 以 用 Ix， 为 
底 ， 以 /GE (81E Lxi_1s x* 门 ) 为 高 的 小 定形 的 面积 (8,) x 
近似 代替 如 图 9.2) 。 且 把 每 个 小 由 边 实 形 者 用 同样 方法 来 
处 理 。 


平行 于 ox 轴 的 直线 自 代 赫 小 
玛 次， 把 ?个 小 矩形 的 面积 累加 起 来 ， 其 和 数 5。 可 表 为 


4 = 》 FED A x,, 
它 就 是 欲求 “ 则 边 神 形 面积 了 ”的 一 个 近似值 ， 印 
ji CS) CE Li 
后 ， 当 分 点 增多 时 ， 且 合 每 个 小 区 间 的 长 朗 x (= 
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1，2，…，#) 越 来 越 小 时 ， 则 和 数 5, 就 越 来 越 接近 欲求 的 
* 昌 边 梯 形 的 面积 4 ”不 难 想到 ， 当 分 点 无 戎 增多 时 ， 且 使 
每 个 小 区 间 的 长 度 -xy fr= 1，2，…，hi) 无 限 趋 近 于 0 时 ， 
即 分 割 工 的 最 大 的 小 区 间 民 度 407) = maxtxNy 无限 地 赵 近 本 


等 ， 如 果 上 述 和 数 5。 存 在 极限 ， 则 这 个 极限 自然 应 该 定义 为 
所 求 曲 边 梯形 的 面积 5 。 即 


ALtT I=0 


5=limS,= lim HF f(E7 Axs, (9 ,1 
1 


到 此 为 止 ， 我 们 不 仅 给 出 了 曲 边 梯形 面积 的 定义 ， 并 且 也 
提供 了 计算 曲 边 宽带 面积 的 方法 。 于 是 ， 求 曲 边 梯形 的 面积 问 
题 ， 要 通过 计算 (9.1) 式 的 极限 来 完成 。 然 面 ， (9,1) 式 的 


极限 与 数列 极限 不 同 ， 首 先 ， 我 们 看 到 ， 和 数 了 ,= fC;) LTxi 


了 二 | 


是 依赖 于 分 割 T 了 的， 即 不同 的 分 割 (分 点 的 个 数 及 分 点 在 区 间 
Ka， 全 上 所 处 的 位 置 ) 对 应 不 同 的 和 数 ， 共 次 ， 即 使 将 分 割 
阁 定 ， 出 于 点 总 的 选取 不 同 ， 小 插 形 的 高 A(6;) 就 不 同 ， 因 此 
和 数 4。 也 不 同 。 于 是 ， 和 数 9。 不 但 与 分 制 了 有 关 ， 而 及 还 
与 点 2 [xi-(，*x 站 的 选取 有 关 ， 所 谓 和 数 Y。 存在 极限 ， 就 
基 对 任意 的 分 制 1 和 仔 意 选取 的 点 5;E Lx;-,，x 站 ， 当 46T) 
六 0 时 都 存在 同一 极限 《有 时 亦 称 和 数 4。 存在 极限 与 分 割 了 
和 5; 的 选取 无 关 ), 可见，5, 的 极限 比 我 们 以 前 讨论 的 数列 极 
限 和 办 数 极限 在 分 析 结 构 上 要 复杂 得 多 ， 

2 变 力 所 作 的 功 

在 中 学 物理 中 指出 ， 如 果 物 体 在 常 力 《 即 力 的 大 小 和 方向 
都 不 变 ) ” 的 作用 下 ， 洛 着 力 了 的 方向 所 移动 前 距离 为 9， 则 
常 力 所作 的 功 厂 = 访 。 现在 研究 物体 在 变 力 〈 即 力 的 大 小 
和 方向 都 在 不 断 地 变化 》 作用 下 所 作 的 功 应 当 如 何 计算 。 

为 了 简单 起 见 ， 设 变 力 具有 大小 变化 而 方向 不 变 ， 且 取 变 
力 的 正方 铅 作 为 x 轴 的 正方 向 ， 物 体 消 o% 轴 从 a 运动 到 s 《se<< 
9 


办 ， 双 设 在 区 间 〔s， 幻 上 的 变 力 是 f{x)。 现在 的 问题 起 求 
迹 为 fx) 在 [ss， 的 上 所 作 的 功 ， 

明 然 在 常 力 作用 下 求 功 的 公式 玉 = 了 5 已 不 能 使 用 ， 但 是 在 
[as， 弛 上 任意 一 个 很 小 的 区 间 上 上 ， 灾 力 亲 视 为 常 力 ， 于 起 在 
这 一 小 区 间 上 公式 二 =f/ 5 就 可 以 应 用 了 。 吉 同 求 曲 边 梯形 
的 面积 一 样 ， 用 分 点 4= 过 xs= 上 8 把 [a， 们 任意 地 
分 成 x 个 小 区 间 ， 这 个 分 完 记 为 T， 并 在 得 一 个 小 区 间 [xi-1， 
x 门 上 任职 一 点 si 办 于 Cxi_i， xi] 很 小 ， 闻 Li i 上 
的 灾 为 六 “可 用 在 点 ECxi-1，x 门 的 常 力 (58;) 近似 代 榨 
《如 图 9.3) ， 内 而 ，。 (ED Axi 便 赴 蛮 力 fx) 在 [xi 2 站 
上 上 所作 功 的 一 个 近似 值 ， 于 是 ，、 和 数 


i ft} 


W, = y fe) Tx 


就 是 变 力 fx》 在 C4， 人 名 上 所 作 功 邢 的 一 个 近似 慎 ， 当 分 点 增 
多 时 ， 有 是 使 每 个 小 区 问 的 长 度 缩 小 ， 这 种 近似 程度 就 越 好 ， 当 
A(1) 一 0 于， 如 果 上 述 和 数 存在 极限 ， 则 这 个 极限 就 是 变 力 
fo 在 Cs， 幻 上 记 作 的 功 ， 即 
[5 = limW, my FE I xi, 

各 求 曲 边 梯 形 的 面积 问题 一 样 ， 这 个 极限 应 该 与 分 制 了 和 
点 $1 的 选取 无 关 ， 

上 述 二 人 秽 ， 一 个 是 几 柯 问题 ， 一 个 是 物理 问题 ， 虽然 它们 
各 六 不 同学 科 ， 但 是 从 数 览 上 上 看， 解决 问题 的 基本 思想 和 所 采 
用 网 方 法 都 是 相同 的 ， 其 基本 思想 基 ;， 把 整体 问题 通过 分 割 化 
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为 局 部 问题 ， 在 局 部 上 通过 “以 直 找 曲 ”或 “以 常 代 变 ” 求 得 
局 部 近似 量 ， 傣 助 于 辍 恨 进而 又 求 得 攻 体 和 其， 其 其 体 方 法 是 
山 用 分 制 了 将 区 间 [sz， 们 分 成 小 区 间 : 2z 人 = 2，… 
了 地 在 等 个 小 区 间 Jx; GG=1，2,，…，#) 上 作 近似 代 韩 


转 作 和 数 》 /ED) -xi 国 当 4(0T)-r0 时 。， 对 和 数 》AE) xi 


取 极 了 腿 ， 今 后 简 述 为 “分 市 一 一 代替 一 一 作 和 一 一 到 极 限 ”。 
在 此 基础 上 我 们 不 难 给 出 定 积分 的 概念 ， 


二 是 积分 的 定义 
定义 ” 设 画 数 f(x) 在 区 间 [es， 交 上 有 定义 ， 用 分 割 T 

a 
将 区 间 [4， 站 分 成 ?个 小 区 间 [xi xx， 其 长 度 为 4xi= 
Wi Ni (i= 1, 2, "py x ), 并 用 ACT) 表示 对 应 分 割 了 的 各 
小 区 间 长 度 Ji GG=1，2，…， 区 中 的 最 大 者 ， 即 2(T) = 
max{Axi},. 在 每 个 小 区 和亲 [xb xi 上 和 任 取 一 点 &:， 作 和 和 
数 年 

3 = Df (Ei) Axi 


称 为 函数 A(x) 的 积分 和 。 如 果 对 任意 的 分 割 T 和 任意 选取 的 


后 ss CLxit XD GAT) 0 时 ， 积分 和 存在 极限 ， 设 极 
限 是 1 ， 即 


了 = 2 包 AE A we, 


则 称 消 数 A(x) 在 区 间 Ea, 为 上 可 积 , 将 其 极限 工 称 为 函数 fx) 
在 区 间 C4， 幻 上 的 定 积分 ， 记 作 | f(x)dx ， 即 


» 
一 1i - 一 ， 
I 之 了 全) fx; | fwax. {9 .2) 


492 


其 中 的 a 和 5 分 别称 为 定 积 分 的 下 限 和 上 限 ，x 称 为 积分 变量 ， 
前 数 Ax) 称 为 被 积 函 数 ，/ x)dx 称 为 被 积 表达 式 ， 

在 出 史上 ， 上 述 定 积分 的 定义 首先 由 黎 曙 给 出 的 ， 所 以 有 
时 将 和 数 94。 称 为 黎 曙 和; 而 将 其 可 积 称 为 黎 曼 可 积 ! 其 定 积 
分 称 为 黎 蝇 积分 

极限 (9.2) 可 用 # 一 6 语言 叙述 如 下 ; 

对 任意 给 定 的 es>0， 人 存在 6>0， 日 对 任意 的 分 割 了 和 任 
意 选 取 的 点 i€ [xi xm， 当 AT)<G 时 ， 有 有 


| 。 

2 EY cx; —1 <e, 
根据 定 积分 的 定义 ， 上 述 二 同 均 可 写成 定 积分 的 形式 ， 
曲 边 梯形 的 面积 3 lin f(D Sxi= | Feoda 


变 力 所 作 的 功 久 lim FE I | fodx, 


关于 定型 分 的 究 念 ， 还 有 以 下 儿 点 注意 
1， 从 定 积分 的 定义 直接 可 以 看 出 ， 定 积分 | f(x)dx 是 


个 数 ， 上 月 该 数 的 大 小 仅 与 被 积 函数 /xx) 及 积分 限 4s、5 有 关 ， 
而 与 积分 变量 符号 的 选取 无 闫 ， 因 此 有 


| 7094x=| fodi= | fl du = 
3， 在 定 积分 的 定义 中 ， 我 们 假定 了 sb， 为 了 今后 送 
算 方便 ， 我 们 规定 ， 当 a>6 时 ，| fx)dx= -站 f(x)dx， 好 


调换 积分 限时 ， 积 分 值 关 一 个 符 导 ， 当 z- 4 时， [fear =0. 
3, 如果 f(x) 庆 0, 且 在 [6, 人 上 连续 ， 则 定 积分 [f(x)dx 


的 几何 意义 是 ， 中 出 线 ?= As》 和 直线 x=a, 和 = 和 《< 的 
以 及 sx 轴 所 围 成 的 曲 近 梯形 的 面积 ， 
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$ 9.2 落 数 的 可 积 条 件 


一 ”可 积 的 必要 条 件 


定 至 9.1 如 果 函 数 x) 在 区 间 [a, 们 上 可 积 ， 则 
fx) 在 [a， 幻 上 必 右 界 ， 
证 明 用 反 证 法 ,假设 苘 数 Jtx) 在 52 六 上 无 办， 则 
对 Ca， 太 荆 的 任 一 个 分 制 TT，f{x) 只 少 在 革 一 个 小 区 间 
Lx Ni 上 天 办， 于 十， 只 更 适当 弛 选取 BEE CXRR_L 
(其 它 态 5 CG 此 ) 保持 不 变 》 可 使 180) AIxt 任意 大 ， 从 而 
积分 和 5 的 绝对 值 也 是 任意 大 ， 故 5 不 存在 航 限 ， 这 就 挫 
得 函数 j(x) 在 [sa,5 } 上 不 可 积 。 与 已 知 条 件 了 矛盾 。 D 
定型 9.1 志明， 国 数 x) 在 C4， 全 上 上 有 界 仅 仅 基 可 积 
的 几 监 茶 件 ， 这 就 是 说 ， 丙 数 A(x) 在 Cs， 的 上 有 界 ， 却 不 一 
起 可 积 。 例如， 犹 利克 菜 函 数 
D(x) = 1，x 为 有 理 数 
0，x 为 无 理 数 
在 [0, 11] 上 虽然 有 界 ， 但 不 可 积 ， 事 实 上 ， 对 任 一 分 害 T， 对 
其 任 一 小 诡 闪 Cx，*i (f=1，2，…，#)， 其 中 旺 含 有 理 
扎 又 人 洛 丘 理 点 ， 当 5 七 Cx，%2 (f=1，2，…，#) 都 取 有 
理 点 时 ， 由 于 了 D081) = i， 就 使 积分 和 


DD ED Loss1 x=1(1~0) =1, 
当 6iE Lx XD (f=1，2，"，#) 部 取 无 理 点 时， 由 于 


Dds ax = 0 As- 0: (1—-0)=0, 
r= 


手 基 得 分 和 的 极限 不 存在 ， 
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当 么 什么 样 的 有 界 函 数 在 区 癌 [4， 二 是 可 积 的 此 ?从 
定 积分 的 定 祥 使 我 们 看 到 ， 函 数 f(x》 在 Ca， 幻 上 的 可 积 人 性， 


到 奖 于 积分 和 Jo= FLx， 极限 《 当 2(T)->0 时 ) 的 存 


在 性 。 但 是 ， 贝 于 积分 和 的 构造 是 复杂 的 ， 走 接 判 别 它 的 圾 限 
椰 在 性 是 困难 的 ， 因 此 ， 将 先 讨 论 大 和 与 小 科 ， 


二 ”大 和 与 小 各 


我 们 曾经 指出 过 ， 积 分 和 5。= 放 (61) ZIx; 既 依赖 于 对 区 


六 Ca， 的 分 制 T， 又 依赖 于 在 区 间 【xx 站 上 有 局 二 的 
选取 。 就 是 在 分 类 确定 之 后 ， 由 于 点 ECxi_1，x 站 的 琅 法 
不 同 ， 有 可 能 引起 积分 和 5, 的 灾 化 ， 

设 画 数 f(x) 在 [a， 的 上 有 界 ， 对 [4， 分 的 分 制 了 
隔 数 A(x》 在 [xi xi 上 存在 上 确 界 与 下 确 界 ， 分 着 记 为 
M; 与 机;， 作 利 


STY = 5 Mx:, ssTY)= yw re， 


CT) 与 5T) 分 别称 为 函数 f(x) 在 Ca， 的 土 关 于 分 法 T 的 
达 布 山上 和 与 达 布 下 和 ， 简 称 为 大 和 与 小 各 。 

由 于 在 积分 和 中 用 章 ; 和 mi 取代 了 (61)， 因 此 大 和 和 与 
小 和 仅仅 依赖 于 区 癌 【ea， 全 的 分 制 T[， 于 是 ， 在 结构 形式 上 
大 和 与 洗 和 较 积 分 和 简化 了 ， 为 研究 函数 的 可 积 件 提供 了 方便 
杀 件 ， 

如 果 男 数 (x) 在 5a， 约 上 有 界 ， 对 C4， 们 的 任意 分 割 
1 ， 总 有 

me f(x) EM,, XETXi XD, 


PP 


四 让 而 ，Darbonz 本 , 世 ， 苇 网 敬 学 罕 ，18 扫 -1321 
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因此 关于 分 制 了 前 积 分 和 》 ED) 2xr， 总 是 介 于 大 和 5(T) 与 


r+ 


小 和 sy(T》 之 间 ， 名 


sOT) ED FE AxiEST), (1) 


为 了 给 出 函数 (x) 在 [4， 名 上 前 可 积 淮 则 ， 下 面 将 讨 
论 大 和 与 小 和 的 性 质 ， 

性 质 1 ”如 果 函 数 f(x) 在 区 间 [5a， 剑 上 有 界 ， 并 给 定 
在 [#， 总 上 的 一 个 分 齐 了 ， 则 大 和 3GT) 是 对 应 分 割 工 前 全 
部 积分 和 的 .上 璃 界 ， 侧 小 和 rT》 是 对 应 分 割 了 的 全 部 积分 
各 的 下 确 界 ， 

证 明 这 里 只 证 大 和 的 情形 ， 对 小 和 的 情形 同 理 可 证 。 

设 hf， 是 函数 六 x) 在 [xi xi 上 的 鞋 博 时， 根据 上 
确 界 的 定义 ， 对 和 任 剖 给 定 的 e>>0 在 【xi 上 必 存 在 一 
点 坊 ， 便 | - 

f > Mi -天 一 ， 


又 不 难得 到 
A fa A > BMA DA ST) -&) 
男 外 ， 对 任意 的 积分 和 ， 部 有 《1》 滤 成立， 从 而 有 


2 GoDLIxrcy(T)， 
于 和 是， 二 述 二 不 等 式 表 明 Y(T) 是 积分 和 的 上 上 确 界 。 中 
性 质 2 ”如 果 在 分 割 工 的 基础 上 又 添加 新 的 分 点 以 构成 新 
的 分 割 T'"， 则 大 和 和 不 增 大 丽 小 和 不 减 小 ， 即 
TTO EIST) SIT), 
证 明 ”只 证 明 大 和 的 情形 ， 小 和 的 情形 同 理 可 证 ， 
不 芒 假 定 分 割 了 是 出 分 割 工 洪 加 一 个 分 点 x!' 而 成 。 如 
#36 


时 新 分 点 多 壮 一 个 ， 册 可 在 分 割 工 的 基础 上 逐次 添加 一 个 分 操 
来 实现 。 
设 新 分 点 x' 落 在 【xi xx 站 之 内 ， 即 xx xb 这 
样 5 与 了 C7》 内 在 区 间 [xs，* 忆 上 有 有 差别 。 由 于 诗 ; 是 
函数 fx) 在 5xro xi 上 的 上 确 界 ， 因 此 ，36T) 在 Cxi;-1， 
Xx 局 上 的 项 起 
M(x — i) 
设 计 与 太 " 分 别 为 f(x) 在 区 间 FE ww 与 [x'， 
xi 上 的 上 确 界 ， 则 3(TY) 在 [Cxii，x 站 与 Ex'，xj 上 的 项 分 
别 为 
Mix —xiD), Mx ~ x ), 
因为 区 间 CCxi 刘 xx 站 和 fs xi 是 区 闻 5x xi 的 一 部 分 ， 
所 以 有 


从 而 得 到 
Mx ~ Xi EM,(x' — x _)), 
Mi (xe— x EMiNi — x'), 
于 是 
前 一 二 
+ Mx 一 xD= M(x — xi), 
由 此 得 到 
ST (TT). 吕 
性 质 5 任何 一 个 分 割 工 的 小 和 :(T》 都 不 超过 任何 一 个 
分 割 T 的 大 和 GT 即 TSSCT)， 
证 明 设 工 为 [Ca 人 妇 上 的 任意 一 个 分 割 ， 对 应 的 小 和 
号 大 和 和 分别 为 tT) 与 $CT)。 又 设 T' 为 [az， 扩 的 另 一 个 任 
意 分 割 ， 所 对 应 的 小 和 与 大 和 分 蜀 为 5 与 S(T), 
将 分 和 着 工 与 T' 的 分 点 合并 在 一 起 。 这 样 就 得 到 第 三 个 分 
大 工 ， 与 之 对 应 前 小 和 与 大 和 分 别 为 “7”) 与 ST)。 因 为 
第 三 个 分 前 I” 大 在 第 一 个 分 割 了 的 基础 上 添加 新 分 点 后 ( 实 
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际 上 将 第 二 个 分 割 T 的 分 点 都 添加 进去 ) 而 得 到 的 ， 根 据 性 
质 2， 因此 有 
了 < 
同 理 《以 T' 为 基础 添加 新 分 点 ) 又 有 
4f 了 TS 
志 丰 
4 )， 
于 第 ， 振 
ST ET YTD ITN, 
故 得 
TsJ(TD)。 UD 
性 质 4 ”小 和 玖 上 确 界 不 起 过 天 和 的 下 确 界 . 
证 明 ” 没 对 应 任意 分 荐 的 小 和 集合 记 为 {ir(T)} 。 根 据 性 
质 3， 它 是 有 上 界 的 。 再 根据 确 界 存在 定理 知 ， 集合 {1 (T)} 
JTJ =sup{ir(T)}, 
但 是 ， 根 据 上 确 界 的 定 多 ， 和 任何 一 个 大 和 57) 有 
1° STy, (2) 
癌 理 ， 关 和 的 集合 人 3(T)} 有 下 界 ， 且 存在 下 确 界 ， 并 可 
记 为 


1,=inf{S(T)}, {3) 
由 不 等 式 (2》 和 (3) 可 得 
I'L,, 日 
性 质 4 表明 ， 对 任何 分 割 的 大 和 与 小 和 都 有 
Te eT ST), (C4) 
三 ”可 积 准 则 


在 大 稻 与 小 和 慨 念 及 其 人 性质 的 基础 土 ， 就 不 难 证 明 下 列 林 
积 准 则 ， 
定理 9.2《〈 可 积 准 则 ) 有 界 明 数 (x) 在 Ka， 人 习 上 可 积 
498 


的 充 要 条 件 是 
lim CSCT) 一 = 站 C5) 
TY 
证 明 必要 性 已 若是 积分 
1=| few)dx 


存在 ， 即 对 任意 给 定 的 2 汪 0， 存 在 62>0， 对 任意 的 分 割 工 各 
任意 选取 的 点 5， 当 4(T) = max (xiy<5 时 ， 有 


DD TE) A x -1 < 


1 二 | 


即 了 7-s<Oi7SDLxi<T+e 


+ 一 上 


根据 性 质 1 知 ， 小 和 5T) 与 大 和 9(T) 分 别 是 积分 和 
(8D) Ax; 的 下 确 界 与 上 确 界 ， 再 根据 确 界 的 定义 ， 有 


了 -es<TfT)c (TD)ST+e 
于 是 ， 对 任意 给 定 的 <e>>0， 存 在 6>0， 当 40T)<6 时 ， 有 
136T) TD 二 EC 一 =2e， 
即 《5)》 江 成 立 。 
充分 性 ”假设 05) 式 成 立 ， 证 区 阔 数 / (x) 在 tx， 六 
上 可 积 ， 由 公 虑 (4)， 对 于 任意 的 分 割 了 前 有 
(TTT, AS TT)., 
由 《5) 式 知 ， 当 4(T)-r0 时， 有 (70T) -5T))-0， 关 
此 有 二 = 工 ， 并 用 工 表 各 它们 的 公共 值 ， 从 而 ， 对 分 制 工 有 
{TIS(T). C6) 
区 已 知 ， 对 任 商 分 害 工 有 


IT) ED f ED dx OT). {7) 


f 一 | 


由 不 等 式 (6) 和 《7)》 ， 可 得 
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> ED <507) -ss(T), 


青 利用 〈5 ) 式 ， 于 是 ， 对 任意 给 定 前 e>>0， 存 在 82>0， 当 
“TI<0 上 时， 有 


| ED A 一 了 |<56T) 一 末了 了 7) < es 
i=1 


邵 I 是 函数 f(x》 在 区 间 [a， 纪 ) 上 的 定 积分 ， 和 
为 了 使 用 方便 ， 现 将 可 积 准 则 的 条 人 忻 改 变 如 下 ， 
令 oi= 刘 ii 称 0 为 国 数 (x) 在 Cxie x 门 上 的 
振幅 。 六 即 
oe fe -fon 
于 是 有 


$CTY -stT)= Fd -多 Hx 


r=i i=1t 


= Sy (CM; ~ mi lx 


t=1 


三 2 DiTw，。 
=1 


故 .上 述 定 理 9.2 可 改写 成 ， 有 界 栈 数 f(x) 在 kz， 约 上 可 积 的 
亮 要 条 忻 是 


lim 》 Wx = 0 (9 .3)》 
f=| 


tT] 一 证 


亦 称 可 积 准则 ， 

通过 (9.3) ， 可 积 准则 也 可 以 用 s 一 6 形式 叙述 如 下 ， 
对 任意 区 定 的 2 守 0， 丰 在 >0， 当 A(T} = Max {Axi)} 0 
时 ， 有 


S00 


痢 


| pA = > Wx, LE, 


了 一 了 


为 了 以 后 使 用 方便 ， 现 将 可 积 准 则 与 其 将 定 叙 述 对 比如 


FF; 
了 在 [ea 58j 上 可 家 | 7 (5 在 0eo，83 上 不 可 积 
对 任意 给 定 的 8 存在 基 个 E06>0 
在 在 省 >0 对 任意 的 5>0 
当 A(T)<E 时 | 在 在 要 个 分 割 "， 当 A(T) 之 6 时 
有 ti dr EE ww dr, en 
四 ”可 积 效 数 类 
有 了 可 积 准则 ， 不 难 证 明 ， 以 下 三 类 冰 数 在 区 间 上 是 可 积 
的 


定理 9.5 如 果 函 数 f(x) 在 闭 区 闻 Ke， 全 上 连续 ， 则 
Ax) 在 [4， 幻 上 可 积 。 
分 析 ”要 想 证 明 fx) 在 [x， 们 上 可 积 ， 根 据 可 积 准 则 
知 ， 只 须 证 明 ， 对 任意 给 定 的 sz>0 存在 62>0， 当 4(T) = 
max{t<x1<g 时 ， 存 


> DiLAxi<e。 


#4 三 | 


因为 阔 数 f(x) 在 【ea，b 上 连续 ， 则 f(x) 在 区 间 fe， 
$1] 上 就 一 致 连续 ， 于 是 当 A(T) <6 时 ， 可 和 i= Mi~ Wie 


(1=1, 2 "Hf), 进而 可 推 得 OA Xe, 


二 上 


证 明 已 知 f(x) 在 [4， 幻 上 连续 ， 根 据 康 托 定 理 庆 ， 
f(w) 在 [4， 们 上 一 数 连 续 ， 妈 对 任意 给 定 的 e>0,， 存在 


5 


0>0， 对 [ea，2 的 任 一 分 割 ! ， 当 AT)= max {Axi} 6 


时 ， 对 任意 x'，x"EExi wm (人 = 1，2，…， 1 约 ， 有 
[xD) 一 | ee. 
特别 地 ， 由 十 fx) 从 [Cr, 6) 上 连 绕 ， 因 紫 ， 六 每 一 个 
小 区 也 [xi x 门 上 一 定 能 取消 最 小 储 J/ (S$,) = 碌 ,， 和 最 大 
值 (87) = Mi， 其 中 于， 全 [xi xi 故 必 有 
EY) -ED = We C= 2, #1), 
于 是 ， 有 


D7 yx = er tb — a), 


[下 


根据 可 积 准则 知 ，/x) 在 [4， 交 上 可 积 ， 
定理 9,4 ”如果 消 数 (x) 在 [as， 人 上 有 和 虱 ， 且 只 有 限 
个 闻 断 点 ， 则 x) 在 54， 的 上 上 可 积 ， 
分 析 ”根据 可 积 准 则 ， 只 人 须 证 明 ， 对 任意 纹 定 的 “> 路 存 
在 5>0， 当 XACT) “max {xs} 6 时 ， 有 


Dixie, 
为 此 将 [xi xi =1,3,……, 分 成 两 类 ， 一 类 是 与 包 会 间 
断 点 的 某 些小 区 间 没 有 交点 的 ， 另 一 类 是 与 包含 间断 点 的 某 些 
小 区 阐 有 交点 的 。 对 第 一 类 可 应 用 定理 9.3 方法 证 之 第 二 类 
可 利用 /ix) 在 [a， 引 上 的 有 界 性 来 实现 ， 

证 明 设 耳 数 jx) 在 5a， 约 上 的 有 限 个 间断 点 为 a， 
az pa 对 任意 给 定 的 ea>0， 并 使 小 区 间 4d;， (ai 一 人 
ai+e 人 = 2，…， 门 彼此 不 相交 。 于 是 ， 尚 数 .Ax) 在 每 
一 个 区 间 Le，a 一 阅 ， [ete er 一 BCaiTTB dit” 
ec， [oot+e 2 上 是 连续 的 《图 9.4 的 影 线 部 分 》 ， 从 而 
是 一 致 连续 的 ， 即 年 每 一 个 这 样 的 小 芭 间 土 ， 对 于 上 述 的 人 > 
0， 存 让 6<0， 使 得 属于 该 区 问 其 长 度 小 于 5 的 芷 意 的 小 区 
鸭 上 ， 背 数 jtx》 的 振幅 者 小 于 e。 当 然 ， 对 于 不 同 前 小 区 间 . 
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图 9.4 

这 样 的 6 不 一 定 相等 ， 人 和 但是， 由 于 使 f(x) 连续 的 上 述 区 间 
是 1+1 人 个， 因此， 在 这 些 有 限 个 6 中 必 能 取 到 最 小 的 ， 我 
们 不 妨 仍 记 为 5。 总 之 , 在 这 些 区 间 内 ， 使 其 长 度 小 于 6 的 任 
感 个 小 区 间 ， 盖 数 (x) 在 其 上 的 振幅 都 小 主 8。 

现在 假设 T 是 Cs， 人 总 上 的 任意 一 个 分 割 ， 使 41(T)<6 
( 久 上 面 取 到 的 最 小 者 )》 ， 对 分 割 工 招 [sas， 们 分 成 的 小 区 间 
集合 {xi Xi (f=], 2, +, #) 可 分 为 巫 火 ， 

第 一 类 是 Kxi-o xi 门人 包含 在 区 间 【oa，a- 的 ， [a+ es 
a+， 的 之 内 s 

第 二 类 是 [xi_1，x 让 与 基 一 个 区 向 dGi=1，2,.', 人) 


这 样 ， 我 们 把 和 数 依 oji<1x; 分 成 两 部 分 


2 Oi i = 之 ' 十 心 人 
其 中 之 ' 是 对 应 第 一 类 的 小 区 间 所 作 的 和 ， 而 "是 对 应 第 
二 类 的 小 区 间 所 作 的 和 和 ， 
对 于 和 数 之 '， 由 于 4(T) <g， 因 此 ， 和 任何 一 个 第 一 类 的 
小 区 间 Kx xD 者 有 as<e。 从 币 得 


2 DAE LA ic er La = ett-d，(〔(8) 


i 二 | 


现在 居 计 第 二 类 的 和 数 三 "。 我 们 不 难看 到 ， 与 某 个 d 有 
公共 点 的 所 有 第 二 类 小 区 间 [x;_,，**;] 之 长 的 和 小 于 2e+ 26 
(如 图 9.5) ， 且 第 三 类 小 区 间 的 长 度 总 和 涉 超过 
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i (92+ 26) = 2i(e ro). 

最 然 ， 我 们 可 以 取 6<e， 这 样 总 
和 不 超过 4ie。 又 因为 f(x) 在 
C4，5 上 有 界 ， 所 以 fx》 在 任 
何 一 个 小 区 隐 Exi_,， x (i= 1, 
2，-…，#) 上 的 振幅 不 超过 它 在 
Ca， 站 上 的 振 岂 ww。 从 调 得 

Sx EDOE A E40, (9) 
综合 (8) 与 (9) ,我 们 有 


2 xe th 4) + A401, 


只 要 分 割 了 满足 4(T)< 一 6<e 即 可 ， 守 是 ， 根 据 可 积 淮 则 ， 冰 
数 f(x) 在 La， 的 上 可 积 ， 口 
定理 9.5 如 果 函 数 /Kx) 在 [a，8b 上 是 单调 有 界 的 ， 
则 (x) 在 Cs， 上 上 可 积 ， 
证 明 不 妨 假 定 /(x) 在 【es， 旨 上 是 递增 的 。 于 是 ， 画 
数 f(x) 在 区 间 Cxi.,，x 忆 上 的 振幅 oo -xD 一 xf) 六 0 
以 及 活 数 f(x) 在 C4， 扣 上 的 振 辐 为 f(D 一 人) 之 0。 DD 
对 性 意 给 定 的 e>>0， 对 [om 的 作 分 割 上 ， 使 


€ 
Dem) Cp Jay 


以 及 f(x) 是 递增 的 ， 故 有 2 fxD -fx DI) = AD) -fa), 
于 是 


ojLxrsACTJ DC 一 xi- 
二 | i=[ 
名 总 可 放 f 一 了 0 半 0， 亚 则 ， 著 了 (DP) 一 了 (0) 之 0， 则 与 想 浴 Jtx) 在 
Cu 5] 上 基 递 增 的 相 地 拓 ;i 车 了 人) = fa)， 则 洲 数 Fr 为 常量 ， 自 榴 
是 可 积 的 ， 


S04 


= ACTOCIE) ~ fa) < 
根据 可 积 准 则 知 ,/(x) 在 C4， 引 ) 上 可 积 . 0 
$ 9.5 定 积分 的 性 质 


上 一 节 我 们 集中 讨论 了 函数 (x) 在 5a, 上 可 积 的 充 要 条 
性 一 -可 积 准 则 ， 久 及 给 出 某 些 画 数 的 可 积 性 ， 这 一 节 将 研究 
可 积 函 数 的 具有 的 性 质 ， 它 们 对 于 判别 后 数 的 可 积 性 及 定 积 分 
的 计算 常常 是 有 用 的 . 

定理 9.6 如 果 函 数 f(x) 在 [a， 如 上 上 可 积 ， 且 点 为 实 
数 ， 则 忆 1(x) 在 tas， 如 上 也 可 积 ， 且 有 


| Areoax 一 虚 | Aceoyx， 


证 明 已 知 | /(x)dx 存在 ， 根 据 定 积分 的 定义 知 ， 


a 上 
hd hi 


于 是 


下 (| FE ) 二 中 ( in》 f(&1) 4x) 
| r=1 
= im 包 7 GD 


= 二 Ef (EN A x: 


=[ kf (x) dx, 
这 不 仅 证 明了 f(x) 在 Co 人 上 的 可 积 ( 因 为 
lim) 入 (EIxi: 存 在 ) ， 并 且 也 建立 了 上 面 的 等 式 。 。 口 
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定理 9.7 ”如果 函数 f(x)，£(x) 在 C4， 的 上 可 积 , J (x) 
二 E(x) 在 C4， 站 上 也 可 积 ， 且 有 


| ceo + gtx) dx = [fnax 十 | cx) dx. 


证 明 已 知 /A(x)，&(x) 在 [<， 约 上 可 积 ， 根 据 定 积分 
的 定义 知 ; 


Tp - 业 
Himy， f ED dxi=| fxr) dx. 
MT 0 


A(T 


lim yy sD 4 = Blx) dx, 
于 是 
, : , 
| fs)dx 三 [#00dx in EY A x 


十 lim Y g (£,) 4x, 
i 二 } 


加 ALCT}-=0" 


由 (本 了 人 


= lim [Df 4 + Peds 


= limDCfED + 8 (5D I x 
i=] 


AT} 


=| LAx) + g(x dx, 如 


定理 9.8 如 果 函 数 f(x)，8(x) 在 [es， 的 上 可 税 ， 峙 
fx) gtx) 在 [za， 们 上 也 可 积 ， 
证 明 已 知 Ax)，g(x) 在 La， 们 土 可 积 ， 因 此 f(x) 与 
(x) 存 [za， 的 上 有 界 ， 并 设 
[xi 工 ，| (x) IEM Era， 的 ， 
对 任意 的 分 制 工 ， 我 们 考察 在 区 闻 【>x;-,，x 门 上 的 任 取 两 
点 w'"，xw"”"， 丰 
Fx) E(x) fx) gx) 
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= 一 二 xx 一 FE 
=[C/ x) ~ x Yatx") 
+ [gtx")} — g(xO NY Cx). 
且 用 @i oai" 分 别 表 示 国 数 x)，g (Cx) 在 Cx;_(，wy] 上 的 
振幅 ， 则 有 
[xD fx) a x) [or M+ on L., 
此 式 表 明 乘 积 函 数 f(x) g(x) 在 [x;_，， Xx;] 上 的 振幅 局; 不 
超过 i' 太 + ww"' 工 ， 即 
oD M+ oi L, 


由 此 得 


> orEMY, Oi A x + LY om dx,. 
i=l 1 二 ] 


中 一 了 


因为 函数 fx)，&(x) 在 Ca， 约 上 可 积 ， 所 以 当 ACT)-> 
0 时 ， 有 MD ai LAxi0 和 了 onLxi>0， 于 是 ， 当 1T) 


1 一 1 一 上 


一 0 时 ， 也 有 


>, OA x0, 


i 三 ] 


模 据 导 积 准则 知 ，j(x}: g(x) 在 Cs， 全 上 可 积 , 于 
定理 9.9 如 果 函 数 x) 在 [ss， 们 圭 可 积 ， 则 在 其 部 
分 区 则 [2 ，8 CC5e， 的 上 世 可 积 ， 
证 明 因为 f(x) 在 [as， 的 上 可 积 ， 所 以 可 用 :一 8 语言 
叙述 恕 下， 对 任意 给 定 的 e 汪 0， 存 在 5>0， 当 A(T)<6 时 ， 
有 


上 . 本 
> ry = ofxi<e, (1) 


4 一】 
上 于 
中 访 (2 表示 在 区 闻 fa， 加 上 分 划 了 所 作 的 和 数 》 wi dxi ， 
声 二} 
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设 T' 是 区 间 Csa'，2 上 的 任意 一 个 分 割 ， 且 满足 1(T') 
<6 又 设 T" 是 区 间 [za，2 和 [2， 人 六 土 的 分 割 ， 且 满足 
4(0T)<6。 把 这 两 个 分 割 合 起 来 ， 就 得 [x， 人 如 上 的 一 个 新 的 
分 制 ， 记 为 了 *， 显 然 有 4(T")<6， 由 不 等 式 (1 ) ， 以 及 和 
数 的 每 一 项 都 是 正 的 ， 则 有 


2 ‘T 5<2er， ) <e, 


于 是 ， 根据 可 积 准则 知 ， fx) 在 [aa，8] 上 可 积 。 
定理 9.10 如 果 矢 数 f(x) 在 Ca, 站 与 [tc， 们 上 可 积 ， 
且 Er， 的 ， 则 大 zx) 在 [as， 人 上 也 可 积 ， 且 有 


| reoex= [foddx+t {fex)ax (9.4) 


证 明 首先 证 明 x) 在 Ca， 如 上 可 积 ， 
我 们 对 [a， 疙 争 任 意 一 个 分 着 TT， 且 把 。 当 作 一 个 新 分 
点 添加 到 人 分割 了 中 ， 则 得 一 个 新 分 割 T', 


当 襄 不 是 分 制 的 分 点 时 ， 和 数 人 (7) 与 和 数 加 (7) 有 


可 人 不 相等 。 即 罗 (7) 中 全 点 。 的 那 一 项 人 大 了 加 C7 中 的 


项 ， 其 余 各 项 完全 相同 。 因 此 ， 当 4->0 (4 是 ACT) 与 AT 
中 任意 一 个 ， 因 为 A(T) 一 0 专 ->A(CT')-x0)， 可 推 得 


和 
2 (TT) 》 (TD 一 >0， (2 ) 


另外 ， 由 于 对 区 间 Csa， 力 的 分 割 T' 所 作 的 和 数 略 (7T') 可 


以 分 成 对 应 于 近 间 [a4， 疏 与 Ce， 人 的 两 个 和 数 。 因 为 x) 
在 [a，e 与 Lr， 们 上 可 积 ， 所 以 当 4(T') 一 0 时， 这 两 个 和 数 


(DG ) 与 (TD ) 都 趋向 于 0 。 因 而 当 4(T) 一 0 时 ， 就 有 


和 08 


》 (TD)-~*0， 于 是 ， 由 公式 (2 ) 知 ， 当 207) ->0 时 (实际 上 
4(1") 也 趋向 于 》， 可 挫 知 
2 (T)->0， 


改 函 数 (x) 在 ta， 人 入 上 可 积 ， 

其 次 证 明 (9.4) 成 立 ， 

因为 函数 f(x) 在 C4， 们 上 可 积 ， 所 以 对 [a， 人 六 的 任意 
分 割 工 ， 它 们 的 积分 和 部 人 存在 极限 。 现 将 分 割 T' 按 fe，c3 和 
[re， 幻 分 成 两 个 分 割 ， 即 T， 是 在 【ea，c] 上 的 分 割 ，T， 是 在 
[<， 约 上 的 分 割 ， 两 者 合 起 来 就 是 T' 在 [as， 上 的 分 割 ， 
则 虽然 有 


+ : ; 
DTY) = DT) + PT,), 
x ， ; 
];i T! 一 ]j T 1 |; T 
m1 ) im ( Dlina :)， 
即 


| /en dx=| ftx) dx +t| Fooax 站 


定理 9.10 也 叫 积 分 区 问 前 可 加 性 ， 


定理 9.11 如 果 冰 数 f(x) 在 Cs， 幻 上 可 积 ， 且 fx) 完 0， 
则 . 


| fx) dx 0. 


证 明 因为 f(x) 之 9， 所 以 对 Ka， 全 的 任 一 分 割 T 的 积 
分 和 


5 ED) A x 0, 


1 三 | 
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根据 和 极限 的 不 等 式 性 质 ， 有 
eB /6 Am | To 


推论 1 如 果 函 数 六 x) 站 [sa， 们 上 可 积 ， 且 f(x) 守 0， 
则 ， 
| fx)dx > 0, 一 


推论 2 如 果 Cx) 与 glx) 在 [as， 人 的 上 都 可 积 ， 且 有 
fx) 才 2(x)， 则 


| jx) dxe| Ex} dx {9.5) 
推论 5 如 果 (x) 在 ta， 人 上 可 积 ， 晶 w 气 x) 所 MM， 


则 
m (ba) <| frydx MG a). (9 .6) 
特别 地 ， 当 f(x) 三 (< 是 常数 ) 时 ， 有 
| fo dre -a) | (9.7) 
当 (=1 时 ， 有 
| es -ba, (9 .8) 


定理 9,12 如 果 函 数 A(x) 在 C4， 们 上 可 积 ， 则 | 了 /x) | 
在 [es， 交 上 也 可 积 ， 且 有 


om dx [<ife) gx， 《9 .9) 


证 明 再 先 证 明 | f(x)| 在 [as， 的 上 可 积 ， 
我 们 分 别 把 浮 数 fx) 与 [f(x) | 在 区 闻 [xi-u 上 的 所 
晤 记 作 @ 柯 o; 。 因 为 函数 f(x) 对 于 在 C4 幻 上 任意 两 点 x'， 
xn 都 有 : 
fw) Io FY) | f(x) ~ f(x) |, 
所 以 函数 1 7(x) | 在 [xx 站 上 的 振幅 wm;' 不 超过 函数 了 (x) 
三 Kwi-,， ww 上 的 握 幅 w;， 即 


5 了 人 


从 而 得 
Do dx Oi xi, 


4 二 1 i 二 + 


出 于 f(x) 在 Ca， 绿 上 可 积 ， 当 XT)-x0 时 ， 有 Dl oxr* 


f=] 


0， 因 此 可 推 得 加 oj Lowir*0， 于 是 ， 番 数 | /Kx) | 在 Ca， 的 


上 可 积 ， 
其 次 证 明 (9,9) 式 成 立 ， 
对 任意 的 xELa， 人 ,显然 有 
~ Ff) I fx) Ef (x)), 
由 (9.5) 式 可 知 


-| Do Laxef fo) ax<| fo x, 
BF fe axl< fod ex, D 


定理 9.13 {积分 中 值 定理 如 果 六 x) 在 [a, 站 上 可 
积 ， 且 各 所 AX) 才 计 ， 则 存在 常数 jp， 才 志 4 所 计 ， 合 


| feadx=p0s- 0). (9.10) 
特别 地 ， 当 .Frx) 在 【ae， 昌 上 连续 时 ， 有 
| Apoax=KaoG-a， (9.11) 


其 中 Eta, 执 ， 
证 明 不 站 设 gs<t 由 《9.6) 式 ， 得 


mw 全 多 | Fox<MG-a， 
1 $ 
或 Li < fdrM. 


§11 


取 4 -| xydx， 显 然 ，mSUSM， 故 


性 


| fdadxa nts- 0), 


特别 地 ， 当 /xz 在 [as， 约 上 连续 时 ，m 和 半分 别 为 /A(x) 在 
[za， 约 上 上 的 最 小 值 和 最 大 值 ， 根 据 连 续 函 数 的 介 值 性 定理 知 ， 
在 5s， 交 内 必 存 在 一 点 “， 使 Ace) = 内 于 是 有 


[fodr sf 0 0). DD 


适 常 称 公式 〈9.1t) 为 积分 中 值 公式 ， 它 具有 明显 的 匈 何 
意义 ， 当 f(x) 之 0 时 ， 定 积分 | f(x)dx 表 示 由 曲线 了 = /Cox)， 


ox 加 及 再 线 x=4，x= 上 所 围 
成 的 由 这 梯形 的 面积 ， 面 公式 
(9.11)》 表明 这 个 曲 边 梯 形 的 
面积 恰好 等 于 凡 区 间 [ae， 的 
的 长 为 底 以 (ec) 为 高 的 矩形 
的 面积 〈 图 9.6) 。 

定理 3.14《〈 第 一 中 值 定 
理 ) 如 果 Ax} 与 g(x) 在 [a， 图 9.6 
让 上 可 积 ， 且 8(x) 不 变 号 ， 丙 码 A(x) 放 上 要， 则 存在 常数 凡 ， 
兴 才 1H 寺村 ， 使 


| x) Cx) Ax = 串 Elx}dx, (9 .12) 
特别 地 ， 当 (x) 在 [4， 的 上 连续 时 ， 有 


| fy geare) | gx) dx, (9 .13) 


其 中 “EC[Ca， 的 ， 
是 然 ， 当 5(x)=1 时 ， 定 理 9.14 就 是 定理 9.143， 因 此 
说 ， 第 一 中 值 定理 是 积分 中 值 定 更 的 推广 ， 
本 定 建 的 证 明 见 本 章 的 例题 选 讲 例 12， 
bl2 


$ 3.4 微 积分 基本 公式 


一 ”用 定义 计算 定 积分 


我 们 知道 ， 定 积分 是 一 种 构造 性 的 定义 ， 它 不 仅 定义 了 定 
积分 ， 并 且 又 给 出 了 和 定 积分 的 计算 方法 .现在 举例 如 下 ， 
例 1 用 定义 计算 定 积分 
n=| wdx, 


解 ” 因 为 被 积 鸭 数 f(x) = x' 在 50，Ii 上 是 连续 的 ， 所 
以 ， 根 据 定 理 9.3 知 ， 范 数 fx) =x’ 在 [0，1] 上 是 可 积 的 ， 
故 积分 和 的 极限 不 依赖 [0， 二 的 分 钢 了 ， 以 及 点 iE Lx Xi] 
的 选取 。 为 了 计算 简单 ， 我 们 采用 特殊 的 等 分 法 为 分 割 T，、 且 
选取 小 区 间 Cx，w1 个 = 14，2,， 一 ，#) 的 开端 点 x;_| 为 二， 


由 于 对 区 间 [9，1D# 等 分 ， 故 有 Lxi= xi Xi-1= i ; 对 应 


分 点 《如 图 9.7) ， 
= 2 xn = 一， 
开 交 x 
x 二 1 
的 函数 A(x) 的 值 为 
fA(0) = 0 =0, 


_ {x1): 
= 一 -一 一 一 一。 


章 
再 作 积分 积 ， 有 
1 1 1 
六 7GEDAwi = 0 一 一 -+ nr 
f 一 上 
1 


1 | 本 二 3 十 《多 | 


{tn Dnt2s— TD 


因为 AT) = -二 -， 所 以 当 roo 时 ，4(T) 一 0， 于 是 ， 
得 


lim FE Nx; = im 人 tl 一 -人 一 土 ) 一 李 ， 
= 


fT) 1 


1 
n=| wx = 地 


例 2 用 定义 计算 积分 
.=| dx, 


解 ” 央 为 聘 数 f(x) =e* 在 [0,1] 上 连续 ， 所 以 函数 A(x) 
= 在 C0, 1 上 可 积 ， 故 对 [0, 菇 采用 等 分 法 ， 旦 到 xi= 561。 如 


名 利用 自然 数 平 方 和 公式 ， 


1z+22 n= tl nt 
6 
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图 9.8 示 ， 将 区 间 [0，13# 等 分 ， 则 有 y 


1 .tt 
A i= Gi i 


f=], 2, "*, #), 
C7 4 。 惰 $ Je 


对 应 各 分 点 xi 的 函数 位 为 : 
二 和 " 2 
er, en 9 » Er, 和 
其 积分 和 为 9 
| A 
Dl l(t 
i=| 下 | 机 rs Rn 二 区 
" + 人 =- CL 图 9.8 
# 上 
于 是 ， 取 被 限 得 
lim- 1 De {s—1) lim 纪 
1 “(er ~ 1) 


夏 FE= | edx=e-1. 


从 上 述 二 例 可 以 畴 出 ， 当 被 积 函 数 /(x) 是 可 积 时 《〈 即 定 
积分 的 存在 与 分 法 工 和 点 后 的 选取 无 关 ) ， 可 用 特殊 的 分 淹 
(如 等 分 法 ) 和 选取 特 冻 的 感 $1 《如 小 区 间 的 左 、 右 端 氮 等 ) 
构造 积分 和 ， 再 求 积分 和 的 极限 .我 们 不 难 着 到 ， 用 定 积分 证 
义 计算 定 积分 ， 就 是 象 剑 1 与 剑 2 这 样 简单 函数 的 定 税 分 都 如 
此 的 麻烦 ， 可 想 而 知 ， 计 算 复杂 函数 的 定 积 分 ， 计 算 积分 和 的 
极限 将 是 相当 困难 的 。 这 就 要 求 我 们 去 寻求 计算 定 积分 的 简便 
方法 。 本 节 将 要 介绍 的 微 积分 基本 公式 正 是 为 此 而 给 出 的 ， 下 
面 先 讨论 积分 上 服 前 数 . 
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二 积分 上 限 函 数 及 其 性 质 


定义 ”如 果 国 数 x) 在 [z， 闵 上 可 积 ， 对 [4， 幻 上 全 
一 点 x， jx) 在 Kae，x] 上 也 可 积 ， 于是， 变动 上 限 的 积分 


| fxdx 给 出 了 一 个 定义 在 Ca， 及 上 的 函数 ， 记 作 


Fx) =| Fadi, xELa, 6, 


称 工人 (>) 是 函数 j(x》 的 积分 上 限 函 数 ， 

如 果 醒 数 f(x》 在 [#4， 们 上 连续 ， 且 A(x) 之 0, 则 积分 上 
限 函 数 f(x) 的 几何 意义 ， 就 是 在 区 间 £4, x] 上 有 曲线 =f(x) 
于 面 的 曲 边 梯形 的 面积 ， 有 时 也 称 下 (x) 为 面 各 函数 (图 9.9)， 


=f tx) 


”积分 上 限 酒 数 具有 如 下 蛋 要 性 质 ， 
定理 9.15 如 果 A(x) 在 ta， 分 上 可 积 ， 则 F(x) 在 [4， 
们 上 连续 ， 

”证 明 任职 一 点 xE[a， 扫 ， 并 给 x 以 改变 是 Ax， 量 本 
x 二 xE [a， 们 ,根据 积分 上 限 函 数 的 定义 及 积分 区 间 可 加 性 
定理 ， 得 

Fx) = F(x + x) -F(x) 
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= Fo02-| fdt 
= fa A000)-| fa 
-| DZ 


已 知 (x) 在 Ca， 妇 上 可 积 ， 根 据 定 理 9.1 知 ， 函 教 f(x) 
在 [5s， 的 上 必 有 界 ， 却 
形 裤 和 昌 EC， 的 ， 
再 应 用 积分 中 值 定理 ， 则 必 存 在 一 常数 /使 得 


Flxwx+Ax) 一 下 人 x) -| Fyads 


= 有 (二 TD) = Hx, 
其 中 久 迄 4 委 刘 ， 
当 Ax->0 时 ， 得 
limCF(lx + /xy — F(x)]= Him Hx = 0, 


即 孙 数 F(x) 在 点 x 连续 。 由 点 x 的 任意 性， 于 是 F(x) 在 [a， 
全 上 连续 。 品 
定理 9.16 如 时 函数 f(x) 在 C4， 人 上 连续 ， 划 F(x) 在 
[a, 们 上 可 导 ， 县 存 
Fx} =.x)，xE[e， 的 (9 .14) 
证 明 任 取 一 点 xECa， 的 ,并 给 点 xx 以 改变 量 -Ix， 且 
使 x+<xE [a， 们 ,根据 A(x》 的 连续 性 及 积分 中 值 定理 ， 


故 得 
F(x + 一 了 人) = -天 - 上 “rp fd] 
加 本 帮工 
-六 [fo 


= 元 - fe Ax =f 0), 
其 中 的 r 介 于 x 与 x+ Jx 之 疗 ， 
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当 -xx 一 和 时， 必 有 cx， 以 及 了 (0) 在 成 x 的 连续 性 ， 
故 有 
im + SX) EF (x) _ im fr) = x), 
x 一 


亦 即 函数 六 (>x) 在 点 x 可 导 ， 且 FE(xc) =f(x)。 又 由 x 的 任意 
性 ， 于 是 FFkx) 在 [ea，8 人 上 可 导 ， 且 有 

Fri(x)=/(x), wxE[e， 的 ， 日 

定理 9.16 表 明 ， 求 微分 运算 正 是 求 《 变 动 上 限 前 ) 定 积分 

运算 的 道 运算 ， 即 从 会 式 〈9.14)》 可 得 

dF{x} = ad{| Ap = /x)dx 
从 而 有 | . 

Fo =| oa=| dF(t). 


另外 ， 定 理 9.16 又 告诉 我 们 ， 如 果 洋 数 f(x) 在 [ae 的 
上 连续 ， 则 积分 上 限 函 数 F(x) -| f(1)di1 就 是 被 积 淆 数 f(x) 


的 一 个 原 函 数 ， 因 而 ， 在 88.1 中 所 遗留 的 “连续 函数 一 定 存在 
原 沙 数 ” 的 和 问题 已 得 到 证 明 . 


三 ” 微 积分 基本 公 臣 
定理 9.17 如 果 函 数 f(x) 在 Ca， 条 上 连续 ， 且 F(x) 是 
它 的 一 个 原 函 数 ， 册 
| fedxe Fb) -F(a), (9 .1 的 
”证 明 根据 定理 9.16 知 ， 积 分 上 痕 函 数 
| AD dt= F(x) 


是 苑 数 f(x) 在 [sa, 如 上 的 一 个 原 函 数 ， 又 由 已 知 条 件 知 ， 

F (xy 也 是 函数 As) 在 【ea， 约 上 的 一 个 原画 数 ， 根 据 定 理 8_1 

知 ，f(x》 的 这 两 个 原 消 数 只 相差 一 个 常数 C， 即 
F(x) 一 下 (xc =C xxEra， 的 ， 
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- 亦 即 
| foradx F(x) = CC。 (1) 
因为 《1 》 式 是 个 全 等 式 ， 如 令 x= 4， 则 得 
| /fat=0, 
所 以 ， 得 
C= -F(a). 
将 它 代入 等 式 (1) ， 得 
人 Dadr= F(x) ~- F(a), 
再 令 x =b， 故 得 
| Aceoexs F066) -Fa). 0 
公式 (9.15) 称 为 微 积分 基本 公式 ， 亦 称 牛顿 一 莱 布 尼 靶 
公式 . 
公式 〈9.15》 表明 ， 在 计算 定 积分 | /(x)4x 时 ， 只 要 先 


求 得 沙 数 .六 xz) 的 一 个 原 函 数 F(x)， 对 应 上 四 与 下 限 甬 数值 的 
差 F(B) -下 (a) 就 是 所 求 定 积分 的 值 ， 正 因为 这 样 ， 求 是 积分 
的 问题 就 转化 为 求 诛 函数 的 问题 ， 即 不 定 积分 的 问题 。 

另外 ， 公 式 《9,15) 右边 的 原 函 数 之 莽 了 (六 -~ 下 (ea ， 通 


常 也 用 符号 F(x) | 来 表示 ， 于 是 公式 《9.15) 又 可 写成 
| fx) dx = F(x) | (9 .16) 


利用 公式 《9.16) 计算 本 节 第 一 段 的 例 1 和 例 2 是 很 简便 
的 ， 因 为 函数 f(x) = x+ 的 原 郴 数 为 了 x" 而 函数 f(x) = ?的 
原 阔 数 为 “， 记 以 有 


L 1 4 
n= [wdx= i 
' 中 和 


-工人 0- 工 
= 可 民 -0 = 本 
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了 -| ed 一 a 
中 


=e—1, 
例 3 ”计算 定 积分 
| 
解 “ 根 据 基本 积分 表 ， 函 数 定 :< 的 原 函 数 为 aretgx， 
应 用 微 积分 基本 公式 ， 得 


"1 1 。 
| 1+x’ dx= arctgx ， = arctgl — arctg0 = re 


例 4 计算 定 积分 


3 
| sinx Cosixdx, 
昨 


解 ”利用 凑 微 分 法 ， 求 得 被 积 函 孝 的 原 函数 为 二 costx， 
应 用 微 积分 基本 公式 ， 得 
fs ， 1 颇 
,nx CO xdx = CO x ， 
1 
= -村 (0- 了 = 亏 . 
例 5 计算 定 积分 
[vA dx (40). 


解 ”根据 微 积分 基本 公式 , 首先 必须 求 其 原 函 数 . 象 88. 3 的 
例 14 那 杆 ， 利 用 三 角 代 换 可 求 得 函数 va x* 的 原 话 数 为 


1 ,二 一 . 
Ei 一 + 可 rc si1n 


* 
4 和 
然后 应 用 微 积分 基本 公式 求 其 定 积分 
人 二 dx = (3 x A + 全 arc Sin 过 ) | 
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上 
= 人 + 二 afe Sin 1) 一 (二 .0+ "0) 
mo: 


4 中 


a 。 
= -parc $1i 和 1 = 


$ 9.5 定 积 分 的 计算 


在 上 一 节 我 们 给 出 了 微 积分 基本 公式 ， 原 则 上 已 经 解决 了 
定 积分 的 计算 问题 。 不过， 在 使 用 公式 之 前 ， 必 须 象 89. 4 的 例 
5 那样 ， 运 用 求 不 定 积分 的 方法 求 其 原 函 数 ， 这 样 做 其 计算 晤 
较 大 ， 如 果 在 进行 变量 换 元 时 ， 将 其 上 、 下 限 也 随 之 变化 ， 可 
以 大 太 地 简化 计算 ， 


一 ” 定 积 分 的 换 元 公式 

定理 9,18 如 果 函 数 f(x) 在 Cs， 们 上 连续 ， 且 并 找 wa 
Pt) 满足 如 下 条 件 ， 

(1) g'() 在 rc， 的 上 连续 ， 

(2) pla)=a, wep) = 8, 

C3) 当 1€E[a， 闪 时 ， 有 5 匀 0 六 < 执 下 
则 有 {f00ax= [Fee ea. (9.17) 

证 明 和 根据 定理 的 条 件 ， 公 式 (9.,17) 两 端的 定 积分 都 是 
存在 的 ， 现 只 贫 证 明 它 们 是 相等 的 即 可 。 

设 Flx) 是 f(x) 的 一 个 原 函 数 ， 则 由 复合 函数 的 求 导 法 


则 ，Frtp(D] 也 是 /Cp 人 jg'0) 的 一 个 原画 数 。 于是， 由 公 
式 (9.16)， 有 


* 
| fed = P06) -F(a) 
及 | pO Ip d= Fig(A) YI- Fiptayy 


=F(6) -F(a), 
故 等 式 《93.17) 得 证 ， 品 
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例 1 计算 定 积分 
| ve dx (a 0), 
解 令 w=asint， 有 dx=acositdt， 当 x 从 0 挛 到 4 时 ， 
相应 地 ! 从 0 变 到 三 于 是 有 
| Va -x dx= jv 让 dlsin’t acosid!t 


2 1+i+ cos?r 
=| jcosidt= «| 一 一 7 dt 
办 ml 


A 1 . | | ma: 
=—|i+ -Sn2t = * 
2 | 2 0 


些 例 与 89, 4 的 例 5 的 做 法 宰 比 较 ， 电 然 在 计算 上 要 简便 得 
多 ， 


例 2 计算 定 积分 
二 e+) dx, 


解 令 =t， 有 erdx=di， 当 x 从 0 变 到 ln2 时 ， 而 兴 
1 变 到 2 ， 于 是 有 


[rt jn 
| “te dx=| (E+ eedx 
让 和 


有 1 于 
-=| (1 + d= 1+ 1 ] 
有 


loo 65 
= 二 全 2) = 下 
例 5 计算 定 积分 


T= | as xSillx 
Teosm” 
解 考虑 到 COS(T 一 加 二 — COsx, 今 和 三 开 一 站 有 -gx = 
一 df， 当 “从 0 变 到 xx 时， 而 1 从 < 变 到 0， 于 是 有 


T = m wsinx = 上 (x —t)sin(r— 2 
| 1+ 和 0S dx 1l1+eos: (x —t) (~ ~ dnt) 
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"xt)sint 
一 “一 
| 1+ cot 4 


" xsinf T fsint 
| ”5S1 di-| tsinf _ Jy 
| 1 + covt sl +cost ? 


因为 右 端 的 第 二 个 积分 也 等 于 TT， 所 以 
msint 
1!) 二 Cos 于 dt~1, 


mT I 1 
二 = ~ =, i 
即 了 S| Teco dr 一 Cost 


下 和 
T 开 

= 一 -一 和 Te 十 COS | 一 一。 
2 6 9 时 


二 分 部 积分 公式 


定理 9.19 如 果 函 数 x(x) 与 wx 在 [sz， 人 站 上 都 有 连续 
的 导数 ， 则 


| ux)v xd = xp (x) 和 


-| #' xr tx) dx, 《9 .18) 


证 明 根据 定理 所 给 出 的 条 人 性， 等 式 (9.18》 两 端的 积分 
都 存在 ， 现 在 只 须 证 明 这 个 等 式 成 立即 可 。 
由 于 
CHOXIP (ONY) = wx) P(X) + sr) C(x), 


因此 有 
| Ca(x)oCx)Jdx= | Wx ox) dx 


+ ntx)v (Cw) dx 
亦 其 
bh 生 由 
Ca{x) (x)) ] -| ur (x)p (x dx = | fx)2r(xJdX 


故 等 式 (9.18) 成 立 ， D 
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例 4 计算 定 积分 


| laxax, 
- t 
解 邻 =inx,， z=x; 得 类 = 1 ， "= 本， 
由 人 .18) 式 有 
中 mt F EE 1 了 
| xinxzx= 乞 lnwx -| 订 2x 
| _ 全 十 二 
2 4 4 * 


例 5 计算 定 积分 


| xCosxdx, 
让 
解 令 KW=x， v=cosx 得 =， 9= Snx， 


由 (9,18》 式 有 


, 训 了 
| xCOBxdx = (xsinxy -| silxdw 
站 4 和 


部 
号 r 于 电 
= (二 sin 所 ~- osing) (一 CDSXD | 


-1 


他 咎 
例 6 计算 定 积 分 
| eax. 


解 令 s=x， ps'=e! 得 #'=1 v= 一 5 
由 (9.18》 式 有 


tn? 
| Pi 
[3 


Int ]n2 
+| edx 
四 


1 az 
= 一 1a2e-ioz -ex 


愉 


1 1 1 
二 一 一 | 一 - 一 『.- 
n? 了 | 3b ln2 + 1) 
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~- bln 
~ 2 2° 
例 7 计算 定 积 分 


| 和 
可 斑 

1.=| sin"”wxdx 及 =| COs"xdYx (#2 
0 0 


蟹 ” 求 这 两 定 积 分 被 积 函 数 的 原 函 数 在 第 八 曾 的 例题 选 讲 
的 例 11 中 已 经 给 出 ， 可 以 使 用 那里 的 递 推 公式 ， 进 而 得 到 这 两 
个 定 积分 的 递 推 公 式 ， 这 里 将 根据 定 积分 的 特点 ， 讨 论 如 下 ， 


普 先 ， 由 于 cosx = sin(S-— *) 因此 有 有 
人 COS"xAd x = 人 sin" (于 -*) dx, 


令 1= 于 ~x， 有 di= ~dx。 当 x 从 0 变 到 时 ，! 就 从 开 变 
到 90, 则 有 


末 


了。 -| sin"i( — df) = ( sinng. 
量 
了 


于 是 ， 得 到 
=1,, 
其 次 ， 用 分 部 积分 法 得 
了 


向 
FF 

bn=| sin" lx sinxdx = {— sin lx cosx) 
间 


下 
十 《 戎 一 D sin™ tix COS'ixdx 
让 


一 【《 针 一 bf (S1N" 2x — Sin"w) dx 
= (x— 1)l,.: ~ Cn — 1)1,, 
于 是 得 到 递 推 公式 
7 = .*71 1 
" 好 


天 一 时 


最 后 ， 分 两 种 情况 进行 讨 沦 ， 
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《1) 当 *#=28( 即 # 为 偶数 ) 时 ， 有 ， 


7 一 人 
一 2 光一 3 _ 
一 ” ‘Tm = 

2 护 2 一 了 

21 一 ,2 多 -3.3 
Sm -3 4 2 
{2m ~ 1)11 ¥ 
“ 《2711 J a 
{2m I)! .At 

《2 坟 )1 1 2° 


(2) 当 #2 雪 十 1 (有 妈 # 为 奇数 ) 时 ， 有 ， 


2 2 信人 


0 f | 
= mt 11 SEX dx 


2m)11! 
《3 六 十 1)11“” 


综 上 所 述 ， 故 得 


1 L 
| sin*x dx=| CoOSMwd x 
量 [i 


(nl1)11 
| 


#4 | 2 


《DI ， 当 * 为 奇数 时 ， 


假设 0<>< 了 ， 有 不 等 式 


rr 一 


出 瓦 里 斯 Wallis，J， 美 国 数 学 家 ，1616 一 1703， 
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2m+1 2m—1 


2 
.2 了 
3 1 


当 # 为 偶数 时 ， 


玉里 斯 中 公式 


bh or EE & 姐 sen} 
Sin™"tixy< SN wn Xx, 


对 这 个 不 等 式 取 从 0 到 的 积分 ， 得 


{sin dx | siaexds < siae xd 
根据 例 ?7 的 结果 ， 册 得 


27)11 《2 一 1 {24 2)11 
(2+ 1)r1t ~ Can)ti Con or" 
《2# 一 1)41 .1 
用 一 (3870 本 l 除 之 ， 得 
[(201 2 2 ,1 
Ceox—1)11) 2x+1 EC2a— 1 a 


令 #, = C{2n)1l! 了 , 1 


"cr 


Dy 
3x+1 
亦 即 
pp 2#+1 fr, 
2 
因为 lim nt 所 以 limw,= x7， 
于 是 


下 ， 


im [C200 下 
lim | -1)11 | 大 


这 就 是 著名 的 瓦 里 斯 公式 。 在 历史 上 他 首次 把 无 理 数 x 表示 成 
有 理 数 列 的 极 思 形式 。 


Ee 
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一 ”内容 概 要 


1 ”重点 及 复 求 

由 于 本 章 的 概念 和 理论 部 是 重要 的 ， 因 此 特 作 如 下 诺 求 ， 

定 积分 的 概念 是 构造 性 的 ， 比 导数 的 定义 复杂 得 多， 因 
此 ， 既 要 掌握 “分 割 一 “代替 一 . - 作 和 一 - 取 极 限 ?的 方法 ， 又 
要 深入 地 理解 黎 曼 可 积 的 特定 含意 ， 即 积分 和 存在 极限 与 分 
制 T 和 点 5， 的 选取 无 关 ， 在 定 积分 存在 的 前 提 下 ， 会 用 定 积 
分 的 定义 计算 简单 函数 的 定 积分 . 

在 89.2 中 ， 我 们 重点 的 介绍 了 可 积 准 划 和 可 积 函 数 类 ， 这 
是 理论 性 比较 强 的 部 分 ， 要 求 掌 担 好 可 积 准 则 及 可 积 函 数 类 的 
三 个 定理 的 证 明 方 法 。 应 当 明确 准则 是 充 要 的 ，. 三 个 定理 的 条 
件 都 是 可 积 的 充分 条 件 ， 以 及 会 用 准则 和 三 个 定理 判别 某 些 东 
数 的 可 积 性 。 

因为 定 积分 的 性 质 在 计算 定 积分 和 理论 证 明 中 有 着 重要 的 
应 用 ， 所 以 要 很 好 的 掌握 它 ， 

微 积分 基本 公式 主要 是 计算 定 积分 的 但 是 公式 本 身 又 揭 
示 了 定 积分 与 不 定 积分 之 间 的 关系 。 还 应 当 明 确 ， 微 积分 基本 
公式 与 定理 9,15 和 定理 9.16 是 分 不 开 的 ， 特 别 是 定理 9,16 指 出 
了 “连续 函数 一 定 存在 原 函 数 ”. 

有 了 微 积 分 基本 公式 ， 和 第 八 章 所 提供 的 求 原 困 数 的 方 
法 ， 从 原则 上 讲 ， 定 积分 的 计算 问题 已 经 解决 ， 可 是 对 某 些 类 
型 的 定 积分 有 其 自己 的 简便 易 行 方法 ， 因 此 ， 应 当 较 熟练 地 党 
所 定 积分 的 换 元 法 和 分 部 积分 法 . 
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2 定 积分 的 定义 ， 可 积 准 财 及 可 积 楼 数 类 之 同 的 关系 


定 积分 的 定义 -可 准则 | 可 各 “ee 
公害 | 民警 { 作 和 i 到 极 限 | iim yidzi= gl 函数 光一 | 定理 9.4 | 
| T= | | 

| 搓 岳 1 + 一 | 定理 9.5 | 

攻 、 小 和 机 双人 “| 性 攻 2 | 
| ee 
| 
| ,| 性 医 4 


3 定 积 分 的 性 质 及 分 类 
定理 9.f 常数 因 于 可 以 提 玫 积分 狼 苇 外) 
”| 运算 性 质 em 
“定理 #8.6. 本 和 锐 可 积 。 
-一 一 一 一 | {定理 9,9; 部 分 区 间 的 可 积 灶 ， 
-| 六 区 同上 前 机 -| 定理 810 积分 区 加 的 可 加 


| 
定 积 和 的 性 于 ~ 定 更 9,11, /cp>a* 和 fds 
推论 2 tar fiarg gas 


~ 不 等 式 性 质 | 推 沦 3， mob- ef /tar 
Mh)1 


定理 9.12，| fryar [< fl 
dri 


一 -一 -一 一 -一 | 定型 9,14， 第 一 中 值 定 型 


4 微 积分 基本 公式 与 定 积分 的 计算 之 间 的 关系 
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基 村 人 双 式 
U trimr= tr) | 
| 村 动 上 限 T 


rv 


于 


| 定理 9.15 | ,| 定理 9.16 | 
| |( 原 函数 站 在 定理 并 一 一 一 


5 ”本章 的 吏 体 关系 


| 曲 边 视 形 的 而 积 | 变 力 作 功 | 
一 一 -一 一 
| + 

] 定 积分 的 定义 


da yA =- Aryas 


| | 


中 + 


| 可 和 农 的 必要 条件 ] 
在 [aa 的 二 有 办 
可 积 准 则 


-一 一 一 一 一 一 一 一 一 
积分 上 风 重 整 
一 F(x) = 全 70Da 
1 


[i 
lim dr dr = 
区 站) 


个 一 莱 公 式 
， TAT = Ft{b} 
一 Fa) 


三 类 重 数 可 各 
定 再 9 .8,9.4,9.5 


1 
-| 定 积 分 福 质 | 定 积分 计算 | 


二 几 点 说 明 
1 再 说 定 积分 与 不 定 积分 
53 必 


定 积分 与 不 定 税 分 是 两 个 截然 不 同 的 概念 ， 前 者 是 数 ， 后 
者 倚 个 函数 族 ， 然 而 ， 在 谈 到 定 积分 与 不 定 积分 的 关系 时 ， 微 
积分 基本 公式 起 着 纽带 作用 ， 即 在 求 定 积分 


I -| oax 


时 ， 首 先 ， 求 被 积 函数 jx)》 的 原画 数 F(x)， 即 求 不 定 积分 
fx)dxi 其 次 ， 作 原画 数 Ftx) 在 上 限 5 与 下 限 a 的 差 
上 ( 访 -了 (a)， 就 得 定 积分 值 。 它 们 之 间 的 转化 过 程 是 这 样 ， 


通过 和 (Ya 
由 和 工 = [WAL fa 


| 求 原 函 表 tT》 
| 
J | 


< | 


本 六 上 、 下 良 


= 菇 下 { -Ftny 


2 在 可 积 番 数 类 中 ，“ 有 界 ” 条 件 是 必要 的 ， 而 “三 定 
理 ” (9,3; 9.4 9.5) 的 条 件 是 充分 的 

关于 “有 界 ” 条 件 是 必要 的 ， 我 们 在 定理 9,1 中 已 证 明 ， 
这 里 不 必 和 恒 述 。 这 里 将 举 二 例 虽 不 满足 “三 定理 ”的 条 件 ， 但 
是 都 是 可 积 的 。 


和 例 1 证 明丽 妆 
一 -| 一 -| 
0 3 当 Lm 时 ， 
0, 当 w=0 时 ， 
在 区 间 C0, 1 上 可 积 ， 


证 明 显然 “三 定理 ”的 条 件 均 不 满足 ， 在 区 间 C0，1D 上 
的 不 连续 点 为 x= 0，xn= 一 《#=1, 2 …)， 


如 图 9,10 示 ， 对 任意 给 定 的 se>>0， 将 区 间 50, 二 分 为 两 个 


© 


子 区 间 [0， 志 | 及 [ 宇 ，1 ]。 由 于 。 是 给 定 的 ， 困 此 在 区 阅 
[三 ，1 ] 上 函数 Fex) 只 有 有 限 个 间断 点 根据 定 班 9.4 知 ， 范 
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图 89,10 


数 f(x) 在 [与 ,1j 上 可 积 , 当 区 间 被 分 着 了 (其 中 二 算 一 分 点 ) 
分 得 如 此 之 小 ， 使 之 在 | 二 ,1j 上 有 有 


六 ojArwi< 
又 因为 函数 (x) 在 [0,1] 上 有 界 ， 即 0< xz)<1， 所 
以 有 oji 失 ti。 卜 有 


和 
六 oA 1 xi= 可。 
下 | 


于 是 ， 当 4(T)<3 时 ， 就 有 


rt 
根据 可 积 准则 知 ， 函 数 A(x) 在 C0, 17 上 可 积 ， 
例 2 证 明 黎 曼 函 数 


1 于 
/oo = 人 ， 当 *” 时 ，w 和 # 为 耳 质 的 整数 ， 
自 # 守 1， 
0, 当 x 为 无 理 数 时 ， 
532 


在 区 亲 [0,13 上 可 积 ， 基 图 象 如 图 1.16 示 ， 

在 第 三 章 里 我 们 已 证 明 函 数 fx》 在 无 理 点 上 都 连续 ， 伺 
在 x 万 0 的 有 理 点 上 者 不 连续 ,显然 ， 函 数 jx) 不 满足 “三 
定理 ”的 条 件 ， 然 而 ， 却 苛 以 证 明 fx) 在 00,1) 上 可 积 .、 


证 明 对 任意 给 定 的 s>0， 取 正 整数 N， 使 - 声 -<<， 
于 是 对 给 定 的 N， 将 函数 f(x) 对 应 有 理 点 的 函数 值 分 为 两 组 ， 
一 组 是 对 应 一 关 - 的 有 理 点 ， 另 一 组 是 对 应 -<- 总 -的 


如 


有 理 点 ， 
在 第 一 组 中 ， 由 于 加 是 给 定 的 ， 这 样 的 有 理 点 在 逆 区 间 
CO, 1 上 只 是 有 限 个 ， 可 做 有 限 个 闲 区 间 Ts Coy sy ir 使 


其 长 度 和 小 于 地 ( 即 了 0: < 声 )， 且 使 有 限 个 有 理 点 分 别 含 于 其 


让， 

我 们 构造 一 个 分 割 ， 使 闭 区 间 csG= 1，2，…， 站 的 端 
点 就 是 分 制 工 的 分 点 ， 当 4CT)<6=min tc， oa， 0)} 
时 ， 令 其 七 ，A1，…，<I。 代表 分 割 了 中 异 于 闭 区 间 or (i = 
1，2，…， 门 的 子 区 间 ， 显 然 ， 属 于 人 JyG= 1,2,…，w) 的 所 
有 有 理 点 所 对 应 的 荡 数 值 为 第 二 组 ， 故 有 


Dod < A = 
+ 三 | + 三 | 


于 是 ， 对 任意 给 定 的 z 沁 0， 存 在 6>0， 对 任意 分 着 了 ， 
当 A4(T)<<6 时 ， 有 


了 


包 "oi<1Dwi< 芭 ( 因 oo sc1)， 


印 


1 +, 酝 
《了 ) = Dw,0;+ @ .Al, < 了 + 六 = 2, 


l=1 二 上 


533 


根据 可 积 淮 则 知 ， /tx》 在 50, 1 上 可 积 . 
3 利用 可 积 准 则 证 明 范 数 司 积 性 的 方法 
利用 机舱 准 山 证 明 函 数 fx 在 区 闻 [5e， 妇 上 可 积 ， 即 佑 


计 ya; 了 4x, 可 否 为 任意 小 ( 当 1CT) 任 意 小 时 )。 不 难看 出 ， 直 接 


影响 和 数 o,Ax; 的 因素 有 二 ， 一 个 是 落 数 f(x) 的 振幅 os 


r=|l 


卉 一 个 中 小 区 间 长 度 Axt (=1，2，…， 四 ， 在 这 两 个 因素 
的 制约 下 ， 以 下 三 种 情形 均 可 使 和 数 仿 0ix; 为 任意 小 . 


i1=] 


(1) 如果 @i<<e (i=1, 2 #)， 且 DAxi=b-4 


?三 | 


则 有 


y idx <eD Ax = Ee(s—a), 


了 过 | i=( 


(2 ) 如 果 信 ;有 界 ， 即 六 0; 必 MM (常数 ) ， 且 


Hi 二] i=1 


ACTY = maz{ Ix, wx x <6Ce， 则 有 


DOA AT) DY, DEM, 
《3 ) 如 果 部 分 小 区 间 的 长 度 之 和 全 'JIxs<<e， 而 其 上 的 
全 4 有 界 ， 即 ,EM (党 数 》 和 其 祭 的 小 区 间 上 的 wi 之 而 
这 些小 区 间 长 度 之 和 "Ixi<&b -a， 则 有 


DorIx; = Pi "ox ME 


te /x < Metetd—- a-e (M+rb- 4)., 
让 阴 函数 的 可 积 性 ， 根 据 已 知 条 件 ， 使 之 符合 上 述 和 要求， 
8584 


现 以 证 明 过 的 定理 9.3， 和 定理 9.5 和 上 述 的 例 工分 析 总 结 如 十， 
在 定理 9.5 的 证 明 过 程 中 ， 因 为 图 数 f(x} 在 闭 区 间 [4， 门 
上 连续 ， 所 以 画 数 /xy 在 【ea， 约 上 一 致 连续 ， 即 对 任意 给 定 
的 es>>0， 存 在 公共 的 8>0， 当 A(T)<<6 时 ， 有 
De i=1, 2, :+ #), 


以 及 对 任意 的 分 制 了 T， 如 MAxi= 5~4 是 有 界 的 。 故 本 定理 的 证 


朋 可 归结 为 上 述 第 一 种 情形 . 

在 定理 9.5 的 证 明 过 程 中 ， 尖 为 耳 数 /As 在 [ae， 交 上 为 
单调 有 界 ， 抽 以 当 函 数 f(x) 在 [as,， 人 上 递增 《不 妨 这 样 认 
为 ) 时 ， 有 


Dioi= DF) fxs) = 8) fa), 


三 | 上 二 t 


外 ”01 是 有 界 的 ; 当 4(T)->*0 时 ， 总 可 使 


ACT) = mar{ef x Le Ia} 6, 
故 本 定理 的 证 明 可 归结 为 上 述 第 二 种 情形 . 
在 上 述 例 1 的 证 明 中 ， 昌 然 沙 数 F(x) 在 50, 轨 有 无 穷 多 个 


间断 点 , 但 是 , 我 们 不 难 发 现 这些 间 断 点 zx = 一 J (x=1,2,-….)， 


愉 


当 x=*20 上 时， 不 仅 严 格 递 碱 ， 并 且 以 0 为 极限 ， 以 及 函数 (x) 


在 C0, 13 上 有 有 界 。 为 此 把 区 间 50, 分 帮 成 | 0 羡 ] 如 | &，1 两 
部 分 ， 在 区 间 | 9，- 和 ] 上 ， 由 于 函数 的 振幅 是 有 办 的 ， 而 
加 4x; < 二 ， 在 区 间 | 二 ，!1| 上， 由 于 函数 的 问 蚌 点 是 有 限 个 ， 


且 阔 数 的 振 辑 也 是 有 界 的 。 因 此 ， 可 归结 为 第 三 种 情形 . 
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三 ” 鲁 题 选 讲 

我 们 知道 定 积 分 的 定义 是 构造 性 的 ， 且 积分 和 存在 极限 与 
分 割 工 和 点 5; 的 选取 无 关 ， 因 此 ， 利用 定 积分 的 定义 去 判别 
其 个 通 数 在 某 个 区 间 上 是 否 可 积 一 般 很 难 实现 ， 实 际 上 ， 两 个 
“和 伍 意 ”的 要 求 我 们 就 不 易 做 到 。 然 而 ， 当 已 知 某 个 和 式 的 极 
限 企 在 时 ， 且 该 和 式 可 视 为 是 某 个 函 获 在 指定 区 间 上 对 应 特定 
分 割 和 特殊 选取 ss 所 作 的 积分 和 ， 于 是 科 用 定 积分 求 该 和 式 的 
疏 限 将 是 方便 的 ， 

例 1 求 航 腿 


1 i 1 和 
mn (一 亚 十 也 二 关 十 类 ，“ 
基本 思路 ”构造 成 积分 和 的 形式 ， 利 用 定 积分 求 其 极限 。 
解 首先 将 和 式 和 极限 变 成 积分 和 的 极限 ， 
= 1 1 1 
lim( e+ 二 


se lim 1 (一 一 :+ 1 + 一 


"to 晴 


1 i 1 
™ iT 六 


其 次 从 积分 和 的 极限 中 确定 被 积 画 数 和 积分 限 ， 因 为 积分 
和 中 含有 因子 -二 -， 即 人 Ix;= 一 (i=1,2,…,#)， 所 以 区 间 


长 度 为 1， 在 另 一 个 因子 (一 二 -) 中 含有 二 ， 即 说 明 点 入 = 
的 


xi = 于 ( 取 右 奖 点)， 并 且 看 出 被 积 函 数 为 一 二; 当 了 = x 时 , 则 


有 = xn= 一 =1， 即 积分 上 限 为 1， 当然 下 有 限 为 0 
最 后 ， 利 用 定 积 分 求 极 限 ， 


lim(— ++) 
so 着 十 二 大 十 也 丸和 十 天 太 


,er 1 
-limD( 7 ) 一 
雄 


i 三 1 


I 1 1 
=| TT dx=ln(l+x) | = tn2。 


例 2 求 航 限 


i in_ ; 。 长 大 一 下 区 
Jim 一 (sia sin- 2 4 in ) 


EF i 


基本 思路 ” 同 例 1.， 
解 ” 轩 为 


和 | 1 mn 王 a 
lim——(sin 世 十 1n 
# 


os 


2 


所 以 ， 不 难看 出 被 积 函 数 是 sinx， 积 分 上 限 为 x， 下 限 为 0, 
从 而 有 
liml (sin SE + sin-2 + + sin = Dr) 
一 串 岩 四 站 其 


+ 


二 二 | siaxdx= 过 人 OSX | 一 2 
Ts i 和 大 
例 3 求 极限 


ee) 
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基本 思路 同 例 1L， 
解 ”因为 


im[ -二流 /fa ti )| 
-Tin 2 (人 
-和 2 人 二 人 


所 以 ， 不 难看 出 被 积 函 数 是 f(x) ， 积 分 土 限 为 8， 下 限 为 4 
从 而 


im[- i P(e )] 


1 3 
= 也 | Aceovx. 


便 4 马 知 衣 数 
f 60 ={ 二 当 * 为 有 理 数 时 ， 
-1， 当 x 为 无 理 数 时 。 
证 明 ， | /f(x)! 在 任何 有 限 区 疝 [a， 妇 《< 身 土 可 积 ， 但 (x) 
在 5s， 约 二 不 可 积 ， 
基本 思路 对 |/Gc | 利用 定理 9.3， 对 f(x) 利 用 $9.2 第 
三 段 可 积 准 则 的 否定 叙述 ， 
证 明 因为 
1 i, YEr[a， 的 ， 
所 以 函数 | 六 se | 在 [4， 妇 上述 续 ， 根 据 定理 9.3 知 ， 函 数 
Le | 在 Ca， 区 上 可 积 ， 
不 妨 取 6=5- a， 对 任意 的 >0， 由 于 函数 Fo) 在 任何 
部 分 区 间 上 的 振幅 均 为 2 ， 因 此 当 4(T) < 时 ， 世 有 


Fog 2 DA -20 > 


4 三 | f 二 1 


例 5 加 果 函 数 (x) 在 闵 区 间 【-w o 《> 人 上 连 
续 。 


(1)》 当 f(x) 为 奇 浮 数 时 ， 则 | /G0dx=0 


(2 ) 当 (x) 为 偶 函 数 时 ， 则 | fo dx =2| flO dx. 


基本 思路 ”利用 积分 区 间 的 可 加 性 和 代 换 x= 一 + 
证 明 这 里 只 证 明 《〈《1) ， 同 理 可 证 (2) 。 根据 积 分 区 


间 的 可 加 性 ， 有 
| Jeodx=| 十 | yeoam 


再 对 等 式 右 端 第 一 个 积分 作 代 换 x= -4 dx = 一， 县 当 x 从 
~4 变 到 0 时 ，+ 从 sa 变 到 0， 有 


| yer dx = -| fonda -oa 


=( fwdx, 
由 于 函数 (x) 是 奇 函 数 ， 即 一 = 一 了 x) ， 因 此 
| f(x) dx = | f(x dx+ | fx) dx 


= -|7eozxr f OY) dx=0. 
例 6 如 果 函 数 Ax) 在 闭 区 间 50,13 上 连续 ， 则 ， 
# 
(1) | fsinndx=| fcosx) dx 


(2) | xf Ginn)ax=eE flsinx) dx, 
基本 思路 ”利用 变量 代 换 . 
证 明 (1) 令 x- 志 -二 有 dx= -和 当 x 从 0 变 到 


广 时 ， 从 己 变 到 0; 二 


539 


sinx = sin( 本 一 + :COST 


w 31 


4 
| fesinw dx= -| fcost) dt=| costy dt 
' ¥ 


了 
-| Ftcosx) dx, 


(2) 令 x=x-i 有 dx= 一 di、， 当 x 从 0 让 到 zr 时 ， 从 
T 变 到 0， 有 


| xf Ginn dx= - | (#0) f Csintr -yd 
是 开 

-| (zr) fsinn di 

-| (Tm —x)f (sinx) dx 


= 人 Fsinx) ax-| > flsinx) dx, 
移 项 后 可 解 得 


f x (sinx) dx = a f(sinx) dx. 
电 | 


例 7 如 果 /Go0 在 《〈-coe, + eco 上 是 连续 葡 数 ， 且 以 本 
为 周期 ， 则 


| fe dw = | Flx) dx, 


其 中 a 为 任意 数 。 
苛 本 思路 ”利用 变量 代 换 和 周期 函数 的 定义 ， 
证 明 总 存在 整数 尺 ， 使 <E[KT，( 关 +1T)， 有 
KTeac (K+ Ta+T, 
于 是 有 


[WA dx=| fo dxt+ 全 jn dx, 
对 等 式 右 端 第 一 个 积分 ， 作 变量 代 换 x = KT +y， 对 第 二 
#0 


个 入 分 作 恋 莉 代 换 x= (K+1)T7T+%， 分 别 得 
| Tom J 『 fkT + ay 


T 了 
-| yo ) 07= of ds, 
E+ 工 a ET 
| foodx=| FC(K+1)T t+)de 


(4DT 
-| az)da=| fodx, 
根据 积分 区 间 的 可 加 性 ， 硫 得 
| Fw) adx = Heozxt+| fix)dx 


-| fx dx, 
例 8 如果 函 数 As 和 gx 在 [ae， 的 上 连续 ， 旦 有 (x) 
>g (x)， 但 f(x) 二 Ex)， 则 | Poodx>| 00dx. 


基本 思路 ”利用 定 积分 的 不 等 式 性 质 和 连续 哨 数 的 保 号 性 
定理 。 

证 明 设 Fo = 六 x) -上 (x)， 最 然 『 了 (x) 是 [a， 们 上 
非 负 的 连续 函数 ， 且 F(x) 专 0。 我 们 不 妨 设 在 点 *%ELa， 站 
处 ，F {x0) >0， 艰 据 定 理 3.2 知 ， 必 存在 一 个 小 区 间 (x, -中 
x+ 外 所 [4a， 的 ， 使 FIx) 在 该 区 间 上 恒 为 正 。 从 而 有 


| F (x) dx = | Fw) dx + (°F (x) dx 
曾 总 并 由 一 加 


+ | F(x) dx, 
于 站 二 中 
其 中 
全 = (x) dx 0, | F (x) d x0, 
本 业 


丁目 十 


因为 了 4) 守 0， 再 根据 定理 9. 1i1 的 推论 :: 所 以 有 
人 Fo dx >0, 


志和 一 


于 是 


B41 


| Fdx:>0 
亦 即 
上 是 
| Areozx>| J (x dx, 
例 9 证 明 不 等 式 


字 nt 
{1) | sinix dx < 
0 吕 


2 
2 x 二 
) | Tr < 


基本 思路 ”利用 上 面 的 例 8， 
证 明 (1) 在 区 间 |0， 于 | 上， 由 于 有 


昌 E 和 
S10 XSinwEx, 


纪 sinx 志 x， 根据 例 8 ， 故 知 


人 sinmxdx<| xdx= 
《2 》 在 区 间 [t, 2] 上 ， 册 于 有 
《1 一 xx = 一 2x 二 2 
即 1 + 和 3 


| 
EE 


x 
8 


二 二 ， 根 据 例 8 ， 故 知 


例 10 如果 让， ，…， f(x) 在 区 间 Ca， 的 上 
均 为 正 值 可 积 醋 数 ， 且 0<a<5， 则 


[9 | 
| chi "fe Cf) dx 
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<|| Hoodx| 什 f(x) ax] | fdx] 
其 中 的 # 为 自然 数 ， 
基本 思路 利用 常数 因子 可 以 移 到 积分 符号 外 和 第 一 章 例 
题 选 讲 中 证 得 的 算术 平均 数 不 小 于 几 柯 衬 均 数 ， 
证 明 我 们 只 须 证 
| CA Cm) fx) fx) dx 


Te 1 1 1 
[we 本 oo 
《1) 


印 可 。 


现在 看 不 等 式 的 左边 , 因为 | | f(x) 4xl”, [fied ax] ', 


…， [| fw94x| 者 是 数 ， 根 据 定理 9,.6， 所 以 可 将 这 些 数 移 
到 分 子 的 积分 号 内 


, Fx} 2 x 1 
[ it 下 ze 有 下 a 


，。 fn x) * 
ftx) 可 jx 


PI fx) f(x) 
alt pn T pn 


| f(x) Na 


| fr) dx 


又 根据 (ea 《其 中 RN 
xa 为 非 负 ) ， 则 得 


b #3 


fo f(x) 
jt /ee 可 下 | 


| f(x) a 


| 六 Kx) dx 


1 六 (0 (0 


< 克 | 了 fx) dx | tx) dx 


六 fx) 
Fon 


-1 hdr | lx} dx 


= 
| 人 | (lx) dx 


| fl ax 
十 十 2 
We 


十 十 


= .=1, 


冯 
于 是 不等式 〈 工 ) 成立， 

例 11 已 知 函 数 A(x) 及 gx 和 它们 的 平方 在 区 间 [a， 的 
上 可 积 ， 证 明 柯 西 一 一 布 尼 亚 可 夫 斯 基 @ 不 等 式 

[Arepogcozxj < fodx| LCx)dx. 

基本 思路 ”将 不 等 式 的 左 端 变 成 参数 4 的 二 次 三 项 式 ， 再 
确定 判别 式 的 符号 ， 

证 明 我 们 考察 积分 


中 
7= | [4 + EOI a 


D 布 尼 亚 可 去 斯 基 ，ByHRoBocEH 首 , 请 , 反 苏联 数学 康 ， 1879 一 ]948 年 。 
下 


其 中 任意 的 4E (5- ee，+ cc。 由 于 被 积 函 数 是 非 负 的 ， 因 此 
该 积分 也 是 非 负 的 ， 即 [>0. 
现 将 被 积 函 数 展 开 ， 得 
IT= 丰 | fr)dxt+ 2 fo ecodx+| F(x} dx, 
如 令 


A=| Foodx， 8B -| wy ECx) dx, 


C -| 人 《xD dx, 
则 得 
1= AP+2BAi+ C0. 
这 是 一 个 非 负 的 二 次 三 项 式 ， 故 它 的 判别 式 必须 小 于 等 于 
零 ， 即 
4B: ~ 4AC = 4(B: - AC) <0, 
于 是 得 
了 -4C<0 或 BAC, 
亦 即 
站 由 [ 
| f(x) g(x) ex] <| fr dx [gax. 
例 12 证 明定 理 9.14， 
基本 思路 “与 定理 9. 13 的 证 明 过 程 类 似 . 
证 明 已 知 荐 数 f(x) 与 &(z 在 Ca， 玖 上 可 积 ， 根 据 定 
理 9.8 知 ， 隧 积 六 wet 在 [a，5 上 也 可 积 。 义 已 姑 妨 实 
A(x) 息 可 ， 和 8 (Cw) 不 变 号 (不妨 假定 g(x) 之 0)， 故 得 


mE) EN) E(x) EMg Cx), xE La 的 ， 
根据 定理 9.11 的 推论 2?， 则 得 


hb bk 站 
”| Ex) dx<| f(x) gx) dx <M| E(w dx, 
(2) 
如 果 | g(x) dx= 0， 则 从 (2) 式 中 得 


$45 


| fg on dx = 0 
于 是 对 任意 的 4， 且 mw 所 4 声 M， 均 有 
ji Cx) godx=p) BCX) dx 
成 立 。 
如 果 | ZO4x3e0， 用 其 除 以 不 等 式 《 2 ) ， 则 得 


[| f(x) gx) dx 
此 时 将 介 于 办 和 并 之 间 的 常数 
| 7 Co gxJix 
| seo dx 
令 作 Hs 即 
| fe g 00 dx 


| SX) dx 


于 是 得 
旧 Bb 
| reogen dx = | Lx) dx, 


如 果 f(x) 在 [a， 上 连续 ， 则 由 连续 函数 的 介 情 定理 
知 ， 在 C#， 们 上 必 存 在 一 点 +， 使 
jee) = HH, 
故 得 
| Fox) g(x) dx =f (0) | g (x) dw, 
例 15 利用 积分 第 一 中 从 定理 证 明 ， 
(1) tim| 二 dx= 0 


二 


S54d6 


齐 


{2) lim | siaexes = 
基本 思路 ” 利 时 积分 第 一 中 值 定理 和 极限 的 了 两边 夹 定理 . 
证 明 (1 ) 因为 在 区 间 50, DD 上 x 之 0， 且 二- 连 


续 ， 根 据 第 一 中 值 定理 ， 所 以 得 


} Xe 4 | a 
o<| -一 - “二 有 * 
2 1 

1+e 名 十 和 
_ 1 1 

T+r #+1” 


其 中 “EC0，137， 当 # -二 oo 让 | ， _1 ., 1 一 0， 于 是 得 


1+er 六 十 二 


丰 一 中 [] 


《3 ) 对 尾 意 给 定 的 se>0， 根 据 积分 区 间 的 可 加 性 ， 故 有 


一 了 
{ SINnmwdw = | Sin*xd x +| sin"xadx. (3) 
外 自 


下 一 


对 (3) 式 右 帆 的 第 一 个 积分 应 用 积分 第 一 中 值 定 理 得 


Ea 


I , Tr 
o<| sini"wd x = sin"e | "dx 
[i 咎 
= sin"e 一 中 ) 入 二 sinre， 
2 2 


其 中 cE|0， 子 -ej. 因为 在 区 间 [0, 衬 -e] 上 ， sine< 

所 以 当 roo 时， 有 inc, 
对 (3 ) 式 右 端的 第 二 个 积分 应 用 定理 9.11 的 推论 2 得 
S47 


单 开 
下 下 

o<| sinwdx<| ldx = 也 一 + e=2, 
下 I 


亦 邯 


EE 
lim | sin"xdx = 人 


本 一 下 


综合 上 述 两 个 积分 ， 于 是 得 


于 
lim | sin"™xdx = 人 0. 
秋 


[| Wh 


为 了 建立 微 积分 基本 公式 ， 在 $9, 4 的 第 三 段 里 我 们 给 出 了 
积分 上 限 函 数 的 概念 ， 在 公式 〈9.14》 的 要 础 上 又 给 出 了 


dF (x) = 4(| f(D dt =f (x) dx, 


d df 
亦 即 FW= 0| fa dt=f (x), (4) 


然而 变动 的 上 限 并 非 就 是 自 变 基 x， 可 以 是 x 的 函数 ， 而 下 最 
也 可 以 是 x 的 函数 ， 于 是 ， 研 究 函 数 


Fo = fa 
的 微分 性 质 也 是 值得 我 们 注意 的 ， 
例 14 求 下 列 函 数 的 导数 ， 


(C1) Fw) = fds 
se 


(C2) Fix) -| sint*dt, 
fixy 


:二 d 1 
F 一 一 
(3 ) F(x) | ld 


(4) F(x) = | cos (xp dh. 


基本 思路 ”根据 复合 医 数 和 上 面 的 (4) 式 重点 求 {1)， 余 者 
均 是 它 的 特例 . 


548 


解 《1 ) 因为 
| fDi -| f(D dt | f Da, 
tls} 和 他 


CI A 


-和 0 


=- . db) dj EE ， datwy 
=- 700 


= Cx) fo I — a Cx fa (Cx) 3. (9 .19) 
) 因为 5 是 常数 ， 所 内 如 =0， 代入 公式 (9.19) 得 
二 
de | 


《3 》 因 为 z (x) 主 0 ， 代 入 公式 (9.19) 得 


d [* 1 , » 1 
| I 


《4) 代入 公式 (9.19) 得 


民心 贞 蔚 
-| COS TI) dt = 一 SINxCOS (rT CO wx) 
Nin 


所 以 


‘ 


E35 


siniidf = — a'(x) sinCa’ (x)], 


-coOsxweos (x3inxy = 

— sinxLcos(tx — zxsint) 1 — cosx cos (msintxy 
= ~ SinxC — Cos {rsinix)) ~ cosxcos (rsinm:x) 
= {Six — COSx) Cos (TSinzx) 。 


例 15 求 极限 


于 Sr 
i) lm 二 一 一 一 


下 -4 直 二 由 X 


(| ea) 
(2 lim 
二 | edx 

各 


6 档 


基本 思路 ” 频 用 洛 比 达 法 出 ， 
解 (C1) 不 难看 出 ， 当 x 一 0+ 0 时 ， 这 是 型 的 ， 应 用 


治 比 达 法 则 ， 得 


省 一 下 十 站 中 = 重生 必 


( 2 ) 不 难看 出 ， 当 x+ oo 时 ， 这 是 型 的 ， 应 用 洛 
比 达 法 则 ， 得 


和 直路 四 中 ce De 
例 16 所 知 (x) 为 连续 的 正 值 函 数 ， 证 明 ， 当 x 之 0 时 ， 
函数 


| if0a 


PRY = 
| fn at 
恬 格 递增 
苇 本 思路 在 区 间 [0, + ee) 上 研究 导 函 数 的 符号 ， 
证 明 ”由 于 函数 gtx) 的 导数 可 写成 


?0 a rose 
-| t fl df (0 | 
_f(%) 


= ff ro 二 [> | 72 | ea ， 
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hn x Da xy dt (x 与 积分 变量 上 无关) ， 因 此 有 


pr (x) = Trea {fa 


又 因为 xz) 为 正 值 函数 ,而 且 1€C0，x, 所 以 (x 一 了 7 (D 
学 9， 但 又 (x 一 六 7 三 0 根据 机 8， 得 


| (一 有 六 间作 人 人 
十 是 
vx) > 0, 
收 殴 数 F(X) 在 [0, + co) 上 严格 递增 ， 


关于 利用 递 推 公式 来 计算 依赖 于 参数 *E 六 的 定 积分 ， 在 
3$9.5 的 例 7 中 仅仅 给 出 了 


于 3 
了 = | Sin"™xwad x = | CO x 
忆 昌 


(n—1)11. 
人， 当 "= 为 偶数 时 ， 


如 = 了 1， 当 # 为 奇数 时 ， 


中 1 
这 里 将 补充 如 下 ， 
网 17 计算 定 积分 
,= | gxl。 


基本 思路 ”利用 摘 元 法 建 空 递 推 公式 ， 
解 令 tgx=y， 有 


G3 


于 是 得 
1 1 1 
= 
i Dx#—1] 2 一 3 38 一 后 


一 二 (Dr + (—D"l,, 


-1 .1 ,_ 1. 
2#—1 28 一 3 2 一 上 5 


Pr 


《一 Di + 《— D) "TT 


例 18 ”计算 定 积分 
1,= | (~ wr", 


基本 思路 ”利用 三 角 代 换 化 成 《5 ) 式 的 形式 。 
解 令 x=sint， 有 


1 EE 
1.=| a-xD"dx=| COSTt Iwd x, 
让 血 


由 公式 〈5 ) 得 
T= (2n)1t CII 


C—O 


(2#+ 1}11 (QH + YT COT 


C2) 
(axt1)t n+ 1)! * 


例 19 计算 定 积分 

1 | A dx, 
基本 思路 同 例 18， 
解 令 x= sint:， 有 


1 ( 1 下 , “py 
| | Sn ta 
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由 公 臣 C1) 得 


EN 


Lm 
4 1 


， 方 一 25+1， 点 代 司 。 


本 题 
§9.1 
1. 利用 定 积 妇 的 定义 计算 下 列 定 积 众 ， 
(1Y | 区 (2 | ,rw (a>0,， a D. 
$9.2 
2. 征明， 函数 


fr) = agn( sin 二 ) 
于 区 出 [o 1 上 可 积 。 
3. 着 郊 数 ft%) 手 区 间 【oa， 站 上 绝对 可 积 (了 积分 | fer) Idx 
存在 ) ， 那 么 函数 fx) 在 〔a， 站 上 是否 可 积 ? 


§9.3 
4. 利用 定 积分 的 性 质 判 别 下 列 各 题 电 积分 的 大 小 ， 


(1) | S| ,sds (2) [ xdx | sinxd 
3) | .ee 5 ， edxs 4) | ze 与 | daar. 
5. 证 明 不 等 式 ， 

(1) [ 一 zc | dx<1, 

86、 证 明 ， 


FT 


CD in |, 1 dx= 0 (2) inl, cos" gdx = 0, 


7. 合计 下列 痛 积 分 的 值 ; 


A 
业 
《1 >》 | rnas (2 》 | Tarctgxdx, 


v3 
§9.4 
8、 利 用 定 积分 求 下 列 和 的 极限 值 ; 


。 1 一 
《1 lim( i + 二 村 


1 性 
皇 Jimt 一 一目 一 十: 十 ri) 
(2) im HW? 十 了 nt ni) 


1 二 


{£3} lim i {p00), 


| | 


9. 求 下 到 函数 的 导数 ， 


可 


EE 1 


{1) FOC) -| (lt+itsydfis C2) Fx) -| TAR df, 
10， 试 训 本 数 ?= | ，sinzdz 在 4= 所 处 的 导数 
11， 求 由 参数 表示 式 
:=| sin2dz, ”=| 人 D9 
和 9 
给 出 的 函数 ?对 x 的 导数 。 
12， 证 胃 ， 当 soo 时 ，| ,en 后 和 ~ 吉 e* 
0 2% 
13， 斌 来 函数 (9) = | ,zdx 在 C0,1) 上 的 最 大 估 和 最 小 


值 
14， 革 向 mM，# 它 N， 且 居所 4 证明， 


《1 | ， Cosmrainnrdz = 0 
(C2) | cosmacosnrdr = 0 
一 了 


3》 上 sintmxaintrdsr = 0, 
15， 已 知 各 亡 六 ， 挝 月， 
C1 | co mxds = 下 
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{2 | sint mards = Tt. 


16， 利 用 牛 炳 一 荣 布 尼 兹 公式 计算 下 列 定 积分 
(C1) | (3x rr)dry C2) [+ dn 
自 


身 _ 
(3 | dtvidas C4) 


“5 |, 1 — x dx C6) | ,smea8 
Cr | 这 3 和 dd Ca |， singpeos doy, 
89.5 
17. 利用 定 积 务 的 摘 元 公式 ， 求 下 列 积分 : 
! 1 dx 
| 
‘1 | 2 (2 |], 于 
(3) | -证 六 各 (0 | TA re xs 
15 -4 
‘ 6 1 d ( 贤 计 la3 A 
5) | | ,| re — 1 dx 
2 到 
67) {a (8 ,eosssdss 
09) 人 dx 4a0 |, arcsinv dx, 
1 (+ 1 rt +l vx{tl—x) 


18， 检验 下 列 定 积分 措 元 的 证 确 性 ; 
! 1 
(1 | Tr LE 令 z= 了 


‘2) | It x, 才 x= sinf, 


19， 证 明 ， | -Ddzr | -sd 其 中 的 了 和 均 为 
正 数 ， 
20， 利用 通 数 的 奇偶 性 计算 下 列 定 积分 ， 
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C0) [ ricrosrtdrl 


1 wsinzdr! 
‘| 4 


1 。 
可 XArcsinz 
(4) | i de 


J 


C3) | xlaintxcosxdri 
| 
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第 十 章 ” 定 积分 的 应 用 


在 八 、 九 两 章 的 基础 上 ， 本 章 将 讨论 定 积分 的 上 应用。 由 于 
定 积分 的 应 用 比较 广泛 ， 这 里 不 可 能 对 所 有 向 题 一 -: 进行 讨 
论 ， 因 此 ， 仅 就 一 些 常 见 的 、 具 有 代表 性 的 问 得 进行 研究 ， 通 
过 这 些 问 题 的 研究 ， 不 仅 给 出 应 用 定 积 分 解决 实际 问题 的 基本 
方法 ， 并 且 ， 进 而 培养 分 析 问 题 和 和 解 尖 问题 的 能 力 ， 


9 10.1 平面 贸 形 的 面 私 


我 们 在 89.1 中 曾 指 出 ， 定 积分 
3=| fdx (10.1) 


的 几何 意义 是 ， 由 连续 曲线 y=ftx) (f(x) 安 们 和 直线 x=4， 
x%= 上 8 以 及 ox 町 所 围 成 的 曲 边 梯形 的 面积 ， 然 而 ， 当 在 其 个 小 
区 间 上 ,fw <0 时 。 因 为 面积 是 非 负 的 ， 所 以 ， 由 连续 曲线 
了 = 了 (x) 和 直线 x=a，x=#{a 之 从 以 及 0ox 轴 所 围 成 的 平面 图 
形 竟 轩 积 是 

$= | Men jzx， (10. 2) 


如 图 10,1 示 ，(10.2) 式 所 给 出 的 平 而 图 形 的 面积 谈 表 示 如 
下 ， 


3 =| Meol dx=| flix)dx 
- [foodxt reoax 
e d 


车 曲线 f(x)， 加 =f(x) 在 区 间 [a， 的 上 连续 ， 且 
Bo7 


A) < jx 那么 由 为 = 六 (zh pa = f(x) 以 及 直线 “= 
X= 上 (4 之 引 所 围 成 的 平面 图 形 4A (图 10.2) 的 面积 是 


图 10.1 


旧 
了 =| Cf lx) 一 记 (xy3dx， (10. 3) 


事实 上， 对 区间 [ae, 门 给 任意 分 割 工 ， 
和 
在 小 区 间 于 8# 上 上任 卫 一 点 上 在 点 5， 村 
的 小 矩形 的 高 为 # =) 一 让 (6) 人 = 1,2,.…,#)， 故 小 矩形 
的 面积 为 
hd = Ch) -EI A x 
其 和 数 为 


六 [人 ED = (ED Sx, 


i=L 


取 极 限 ， 得 平面 图 形 A4 的 面积 


了 = 中 一 万 全 7 x 


生 
-| Cf.Cx) ~ f (x) dx, 


在 一 般 情况 下 ， 人 尾 意 栅 线 所 于 成 的 平面 图 形 可 以 看 作 是 由 
若干 个 象 主 面 那 兰 的 图 形 所 组 成 ， 如 网 10.3 示 ， 可 分 割 成 三 部 
分 ， 丽 每 一 部 分 都 可 应 用 公式 (10.3) 
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如 图 10,4 示 、 有 时 平面 图 形 3 尾 由 邮 线 


图 10.3 
X= PN x = pty} 
以 及 直线 ， y=t， y=4 te 过 四 所 围 成 ， 与 公式 (10， 3) 类似， 
其 面积 3 出 公式 
民 
5= | cp) -p04y (10.4) 
给 出 ， 


例 1 求 位 于 抛物 线 x*= 4ay 与 稼 舌 线 = 


x 0 


《0) 之 间 的 平面 图 形 的 面积 (如 图 10.5)， 
解 ” 解 联 立 方程 组 


we 


由 一 rk 
Be 
x!i+ dda: ” 


得 两 条 曲线 的 交点 
A(~2a,4a) 及 Bl2a, a). 淹 10.9 


由 于 图 形 关于 》 轴 是 对 称 性 ， 国 此 其 图 形 的 而 积 是 对 应 区 亲 
C0, 242 上 图 形 面积 的 2 六. 了 是， 应 用 公式 (0.3) 得 


?= ?人 x a ~ ) dx 


= 


b69 


4 ， 1 下 ”1 FF 
=164 37 Clg 9 | x 


人 a | 
2 
一 Da 一 ). 
二 a (x 可 


例 2 求 由 抛物 线 (7 一 1)*= 2x 与 直线 7}=x- 3 所 图 成 的 
平面 图 形 的 面积 《如 图 10.6) . 


图 10.6 


解 ” 解 联 立 方程 组 
{ Cy—1):=2x, 
=x—3, 
得 抛物 线 与 直线 的 交点 
‘AC2, -1) RK B (8,5), 
于 是 ， 应 用 公式 (10, 和) 得 


s=| [+ - 2 = jy 


-Ca 号 


(二 7 让 
= 39— 21=18, 
著 曲 线 由 参数 方程 
x=90), yb, ELa,A 


beV 


给 册 ， 其 中 国 数 天 全 和 着 人 在 区 间 [cy 的 上 连续 ， 且 gp (a) = 
a =5 以 及 P 人 作 在 且 关 人 >0， 那么 由 曲线 x = 
op 六， = 妆 ( 和 直线 x=a，x= 有 书 及 ox 轴 所 画 戌 的 平面 
图 形 的 面积 由 

5=| pn wadt (10.8) 
给 出 ， 对 和 人 二 0 的 情况 ， 只 须 注意 pC) =a，gpla)=5 基 
可 。 


例 3 求 椭 豆 - 沪 -+ -一 =1 的 允 积 ， 


解 ” 如 图 10.?7 示 ， 因 为 梢 加 
头 于 两 个 坐标 轴 都 蚌 对 称 的 ， 扩 
以 它 的 面积 为 
5=4| ydx. 
为 了 避免 从 椭 罗 方程 中 解 7， 以 


及 党 珊 的 计算 ， 我们 利用 椭 贺 的 
参数 方程 图 10.7 


x=ac08, y= bsint 


和 公式 (10,5) 求 其 面积 。 由 于 只 考 赎 第 一 象限 的 省 积 ， 因 此 ， 
当 x 从 0 变 到 zz 时 ，: 从 亏 变 到 0; 在 这 个 区 间 上 x'()= 
-#4slini<<， 有 


一 
"| 


$=4 | B31nt{ ~ gsint) df 
的 
¥ I 

= 4 外 sin’ tat = 2ab| (1 — cos2i}ydt = rad. 
昌 Ld 


特别 地 ， 当 a=8 时 ， 就 得 到 锅 的 面积 为 Aal, 

例 4 求 摆 线 x=a(ti~sin)，y=a(1~cosf) (oO 的 
一 个 摸 与 x 轴 所 围 成 的 平 而 图 形 的 而 积 (如 匡 10.8) 

解 当 上 =0，2r 时 ， ?=0， 故 着 当 上 从 0 变 到 2x 时 ， 
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图 10.8 
怡 好 是 捍 线 的 一 个 拱 。 于 是 ， 应 用 公式 (10. 引 得 
= | atl -cost}yatl — cost}y di 


二 ”| a — cosD dt 


952) 
2 


中 于 
= | 伍 - CS 十 d= 97a 
| 


阁 曲 线 由 极 举 标 方程 
P= pt0) 
给 出 。 其 中 的 Pp( 办 在 [a, 有 上 连续 ， 且 p(9) 之 90， 那 妈 由 二 
射线 8=a 和 = 有 A， 且 a 之 8， 以 及 曲线 p= pl9) 所 国 成 的 平 
面 图 形 的 面积 由 


了 = 于 | op)4g 


给 出 

事实 上 , 如 较 10.9 示 ,用 任 
意 分 荐 1 将 [a, 的 分 成 ?个 小 
区 间 ， 其 分 点 为 ， = 
人 
记 Ji=0 -0 (i=1, 2, 
‘ee #); ACT) = max{ 46}. 图 10.9 


六 作 # 一 1 条 射线 0 =0,， 0 = 日， = 0 这 样 将 平面 图 形 

分 成 # 个 小 块 ， 将 第 i 据 的 面积 记 Si=1, 2 四 由 于 
A$ 的 面积 可 近似 的 用 = Bi- 与 6=0; 之 各 的 扇形 丰 积 
5862 


(0 40 《其 中 EEL9;-;97) 表 示 ， 即 
ASi Pb (i= 1, 2, "ys #)s 
因此 有 近 横 公式 
1 
5 OA 


| 


AtT) 0 


_1:. 1 、 2 人 
$= lim 多 KB) A0, = 到 | e (的 48. 


例 5 求 双 细 线 p: = ecos20 《> 从 所 围 成 平面 图 形 的 面 
积 (如 图 10.10) ， 


阅 10.1i10 


解 ” 因 为 p* 守 9， 所 以 8 的 取 值 范围 是 


xT 开 37 BA 
| rE 于 | 与 | 学 ， 衬 ]. 


又 由 于 图 形 关于 两 个 坐标 轴 的 对 称 性 ， 因 此 我 们 只 考 虚 第 一 千 
限 的 面积 就 可 以 了 ， 于 是 ， 应 用 公式 (10. 信 得 


本 = 直 cos20d0 


24 | cos20d8 = a 
[9 
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$ 10.2 平面 曲线 的 引 长 及 曲率 


一 平面 曲线 的 强 长 


我 们 知道 ， 直 线 的 长 度 完全 可 采用 直接 度量 的 方法 得 到 ， 
然而 ， 求 - -条 此 线 的 长 度 这 种 方法 是 行 不通 的 ， 这 里 将 采用 
“ 割 园 术 ” 的 方法 给 出 曲线 长 产 的 概念 。 

定 尽 ”已 知 Y=.Fx) 是 y 
定义 在 [a, 全 上 的 一 条 连续 
曲线 《图 10.11) 。 任 给 一 个 
分 割 工 将 区 间 【ay 的 分 成 个 
小 区 间 ，、 对 应 每 个 俘 点 xf 
= 心 , 1,2,，…,#) 作 重 直 于 x 轴 
的 直线 与 曲线 4B 的 交点 分 别 
是 ，4= 刘 ， 届 pw， 闭 ，， 图 10.11 
Mi Ma = B， 妥 导 ， 邮 甫 ,，…，AMi 于 ;,…， 亨 -1B 为 曲线 
AB 的 内 壕 折 线 的 各 段 之 长 ， 其 中 让， 并 ,的 长 度 为 


局 
! 
I 
| 
1 
| 
| 
| 
] 


(f=1, 2,，……,，#)， 
而 和 数 


HTY= Dx ro) FY 
I=! (1) 


为 内 接 折线 的 长 度 。 如 果 极 限 
limi (Ty 


(T= ' 
存在 ， 则 称 曲线 4B 是 可 求 长 的 ， 其 极限 为 曲线 AAB 的 长 度 ， 
为 了 计算 出 线 AB 的 长 度 ， 又 设 曲 线 y=f(lx) 在 区 间 
ta， 站 上 有 连续 导数 广 (*) 〈 亦 称 曲线 是 光滑 的 ) 。 根 据 拉 楼 
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YW 


良 日 定理 有 
fxn) 一 = 六 人) (x — xi) SE xi Xi 
(1 =, 2, 2 A)s 
故 ，《1》 式 可 写成 


(Ty = Dv Ce 一 二 《2 


d=1 


和 


~ DT An 


1 三 ] 


由 于 (x) 过 续 ， 当 然 vI1+ 了 "(x) 也 连续 ， 轩 此 wlt 了 x) 
在 【ea 六 上 可 积 ， 于 是 ， 曲 线 AB 的 长 度 为 


7 = limi (CT) = lim Di + (EN x 
ft 三 | 


ALT)—0 放下 一 二 


生 _ 一 ---- 
-| TT dx, (10.7) 


在 公式 {10. 站 中 ， 恕 把 积分 上 限 改 为 变量 x， 则 缠 长 ! 是 


lw) = | VITO ds, 


因为 VITf 了 "Xx) 连续 ， 根 据 定理 9.16， 所 以 有 
di(x) 


Fx =w/1i+f"(x), 
亦 艺 
dm /I oy, (10. 8) 
通称 为 弧 微 分 公式 ， 


酌 1 求 悬 链 线 3 = chx = 二 (et+e 从 xw=0 到 w=1 


的 弧 长 《如 图 10.123) ， 
解 ”由 于 
=shx = 
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因此 

V1l+f (x) = 

ww 1+ahix =chx, 
由 公式 (10.7) 得 

1= [Vir dx 


= shx . 二 3 -#1), 


如 果 曲 线 /由 参数 方程 
x*=9(0), 1=$, tit [ay A 
给 出 ， 有 日 9 的 与 由 (在 [ae 的 上 连续 ， 且 p+ 六 ?站 关 
0, 册 曲 线 的 长 度 为 


{= jv (ty th) at (10. 9) 


事实 上 ， 在 区 间 ta, 六 中 播 入 #1 个 分 点 ， 
= = 
记 为 分 法 IT， 连接 各 分 点 得 一 内 接 折线 ， 在 折线 上 第 上 个 线 下 
的 两 个 端点 耸 标 为 [g(x-0)， 半 Ci)3 及 fo 人 CD，H(tt3， 它 
的 长 度 为 


EPH OOD + EP) — pO. 
因为 8 与 站 在 区 间 Ca, 上 都 共有 连续 的 导数 ， 根 据 拉 
格 裔 日 中 值 定 理 ， 有 
PA — PA) = TO A TAE (Hiv ti), 
PO — BE) — BT A FRE Cr fk), 
其 中 = rie 
因此 曲线 /的 内 按 折 线 的 全 长 为 


1T) = DIOOOT TT A 


点 三 上 


如 兵 这 个 积分 和 中 的 每 -项 的 井 方 号 上 re 与 rz 是 阿 - 个 项 
《是 都 号 TAk) ， 则 


GT》 :-: DLP Cr 了 + Ch Cee) Yn 
点 一 | 
是 页 数 z= fo 的 于 上 [人 人 于 在 区 间 [ep 上 所 构成 的 积 
分 和 ， 当 ACTY 一 0 时 ， 积 分 和 oC(T} 以 定 积分 
| ve TT CBO dt 
为 枞 限 ， 
为 此 有 必要 估计 用 ct) 代替 itTY 所 产 竺 的 谋 差 .由 于 有 有 


1 7D -oN ED) vir oi cmd 
点 三 ] 
~ LO TO + [Mr 了 Lp 
因此 


/OTD ~ oOT) SD NW 一 由 (DAG。 


P| 


又 因为 峰 人 在 闭 区 间 [a, 有 上 连续 ， 根 据 康 托 定理 知 ， 
所 以 函数 (1) 在 [a, 8] 上 必 为 一 致 连续 ， 即 对 任意 给 定 前 
#2>0, 存在 6>0, 对 任意 的 ft,ELa, A, 当 | <6 时 ， 
有 -| < 

这 样 以 来 ， 当 分 法 了 无限 加 细 时 ， 使 4(T)<e， 且 | 一 
rk |<6, 有 

[pre) — BCT)| ee, 

从 而 得 


TY -oD ed In=e (Bo). 


业 三 】 


十 因为 atv wastot lelb-b), 
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并 im, CT -oTII= 0, 
AT 


于 是 ， 有 
由 vv vv vv 
1=lim/(T) = limo(T) = | VIP? EHO df, 
和 AfTY +0 四 
例 2? 求 精 加 总 -+- 和 -=1 的 周 长 ， 
解 ” 为 了 计算 方便 仍 将 枉 丫 方程 表示 成 参数 方程 


x=asint, = bcost 
的 形式 ， 从 而 有 
PA + HY) = watCOs + bsin’t 
(a bsnl sav ll- kisinit? 
EE 
其 中 4= Y2 二 一 为 精 况 的 离心 率 


册子 烟 线 是 对 称 的 ， 只 需求 出 辆 问 在 第 一 象限 内 那 部 分 长 
度 就 林 以 了 了， 于是， 椭圆 的 周 长 


1 wi- sint dat, 
这 就 是 第 八 章 几 点 说 明 中 的 第 二 型 椭圆 积分 。 朗 热 它 的 原 函 数 
不 能 表示 成 有 限 形 式 ， 姑 此 微 积分 基本 公式 就 不 能 应 用 ,但 
是 ， 可 通 过 近似 计算 的 方法 将 它 形 示 为 
二 "| 3{a+ 5) -v5] 


特别 地 ， 当 sa=2 时 ， 则 椭 图 离心 率 为 0， 这 时 路 的 周 长 
为 


本 


;一 44| d= 2re， 
若 由 线 由 概 坐 标 方程 
P= p00), ELa, BI 
给 出 。 这 时 ， 由 于 直角 坐标 x，3 与 概 坐 标 5p,9 之 间 的 关系 是 
5 


x = po, 7 = Pslntf， 


因此 有 
dx=cosddp osingde, dy= sindd p+ pcostdd, 


代入 约 微 分 公式 得 
dl = ap pdo = Vp: + (只 420, 


于 是 ， 有 
/= [varpriat. (40. 40) 


例 5 一 根 弹 锻 按 螺 组 p= a8 
其 缠 10 几 ， 轿 与 加 之 间 相 陋 10 毫 
米 ， 求 弹 算 的 长 〈《 如 图 10.13) . 

解 ”因为 弹簧 共 绕 10 轿 ， 所 以 
极 角 应 从 0 变 到 2r x10= 20x. 
又 因为 ， 炙 间 间隔 10 毫 米 ， 当 8 从 
0 变 到 3r 时 ， 就 从 0 变 到 p= 


aq*2r=10， 所 以 可 确定 z= 了 = 了， 
2 区 丙 图 10.13 


于 是 ， 应 用 公式 人 10.10) 有 


1 -| vn rado=al /IiG a0 


a re _  ，， zt 
= 纯 |9v 1+0 +ln(d+v 1 + 由 ) | | 
和 

5 


oa 


二 3145 (毫米 ) 。 


二 平面 曲线 的 曲率 
在 生产 实 路 中， 考虑 曲线 的 棱 曲 程度 是 不 可 峡 少 的 。 例 
如 ， 在 铁路 工程 设计 由 ， 对 其 恋 遵 处 铁轨 的 弯曲 程度 必须 给 巴 
周密 的 分 析 ， 又 如 ， 在 预制 铀 篇 混凝土 电 柱 时 ， 必 须 计算 它 在 
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最 大 外 妨 区 作用 下 弯 册 程度， 和 否 项 在 超 负荷 的 作用 十 电 往 融 要 
折断 等 等 ， 

在 这 -一段 里 ， 我 们 从 分 析 曲 线 各 点 处 变 昌 程度 的 局 部 性 态 
入 手 ， 进 而 给 出 曲率 、 曲 尝 半 径 和 曲率 圆 的 柳 念 ， 

如 何 来 度量 一 条 平面 曲 
线 的 弯曲 程度 呢 ? 如 图 
ti0.1dN， 试 考察 一 条 平面 光 


滑 曲 线 / 上 的 两 个 弧 段 4B 


与 也 处。 当 点 4 沿 曲线 运动 
到 点 了 时 ， 点 4 处 的 切线 也 
随 之 转动 到 点 了 B 处 的 切线 ， 
其 中 前 gw 就 是 切线 方向 改 
变量 ， 同 样 也 可 得 到 dq 代 辣 10,14 


表 弧 段 人 4 起 的 切线 方向 改变 量 ， 到 兹 我 们 似乎 得 到 了 度量 曲线 
弯曲 程度 标志 一 一 弧 段 的 切线 方 测 改变 量 。 然 而 , 这 是 片面 的 ， 
因为 切线 方向 改变 量 的 大 小 不 仅 与 弧 段 恋 曲 程度 有 关 ， 并 且 与 
弧 段 的 长 短 有 关 。 例 如 ， 如 图 
10.135， 弧 段 4B 是 半径 为 1 的 
岗 弧 ， 弧 段 也 下 是 半径 为 5 的 
圆 弧 ， 这 两 种 情况 均 得 到 切线 
方向 的 改变 量 - 了 ww 和 和 pp,, 且 
p= -op = 90"， 在 这 种 情况 
下 我 们 不 能 说 两 个 曲线 弧 段 的 
弯曲 程度 是 相同 的 ， 实 际 上 ， 


弧 段 4B 上 切线 改变 量 的 平均 图 10.15 


22 .1 而 弧 段 4, 访 圭 切线 改变 量 的 平均 值 本 


3 


A 
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于 , 即 1> 志 。 因 此 ， 弧 怒 -48 的 弯曲 程度 比 弧 段 蕊 也 的 弯曲 各 
度 大 得 多 . 

从 上 述 分 析 可 以 断 童 ， 鼻 线 1 的 弯曲 程度 不 仅 与 切线 方向 
改变 -Ap 有 关 并 且 与 其 统 引 长 AL 有关， 于 是 ， 用 单位 弧 
长 上 的 切线 方向 改变 量 来 度量 平面 光滑 曲线 的 读 曲 程度 是 合理 
的 。 如 图 10.14 示 , 如 设 /为 平面 光滑 曲线 ， 弧 段 43 的 切线 方 
向 改变 量 为 4Jop， 其 弧 长 为 A1， 则 曲线 段 的 弯曲 种 度 由 

一 
在 = 


= mm 一 一 


< 


米 刻 划 ， 在 多 数 情 况 下 ， 由 于 弧 段 48 的 各 点 处 弯曲 程度 的 不 
一 拌 ， 因 此 不 只 是 张 段 48B 的 至 均 弯曲 程度 ， 故 称 下 为 平均 曲 
率 ， 

为 了 刻 划 电线 绒 段 48 上 点 4 处 的 弯曲 程度 ， 必 须 考 感 在 


-0 的 情况 下 平 询 曲率 点 的 极限 ， 为 此 给 出 如 下 定义 ， 
定义 当 -fi 一 0 〈 即 点 B 沿 出 线 趋 于 点 4 》 时 ， 如 果 扳 


48 的 平均 曲率 存在 极限 ， 并 记 


,im SE 45. 
k=lim r= 1 (2) 


称 卡 为 由 级 4B 在 点 4 处 的 曲率 ， 

下 而 我 们 进一步 给 出 在 直角 举 标 系 下 曲线 在 一 点 处 曲率 的 
订 算 公式 。 设 阳线 方程 是 由 -f(x) 给 出 的 ， 且 在 区 间 5e 扫 
上 f(x) 连续 ， 六"(x) 存在 ， 如 图 10.16 示 ， 对 应 任意 一 点 


YE (oa 分 的 弧 长 等 于 
Lx) =| vi TF Dd 
生根 据 定 型 9,16， 故 有 
d= 1+tf x) dx, (3) 
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站 外 ， 硬 导数 前 几何 意义 知 : 


B 
fggp=y， 从 而 p=arctgy， 1 
又 因为 我 们 上 只 考 虚 切 线 廊 面 玻 | 
变量 ， 而 未 考 谍 它 的 方向 ， 所 ! 
以 有 ' 
| 
dp Ty A pb 
(4) 
将 (3) 和 (1) 代入 (2)， 得 
_ |» 
k= 一 3. (10.11) 
(ity )” 


这 就 是 在 自 角 浴 标 系 下 曲线 在 一 点 处 曲率 的 计算 公式 ，。 
泛 澡 我 们 把 曲线 上 -一 点 P 的 曲率 在 的 倒数 称 为 点 P 处 的 曲率 
半径 ， 记 作 | 
: 
例 4 求 贺 周 w+ 六 =R* 上 上任 一 可 的 昌 准 和 曲率 半径 ， 
解 由 = VR' -0 得 = 王 旋 ， 放 = + 下 于 是 有 


.Rk _ EE: _R: _ 1 


2 ,3 R R’ 

1 | {y+ x) 
| 
阶 P= 

” 例 4 表明 ， 阅 内 上 任何 一 点 的 曲率 都 是 常数 ， 即 = 去 1 


而 曲率 半 第 p 止 好 等 于 图 的 洲 径 ， 
曲率 图 与 出 率 站 必 


曲率 六 径 = 天 的 几何 意义 是 什么 ?如 闭 10.17 示 ,在 曲线 


lt 
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上 隆 二 4 处 作 遇 线 的 切线 了 法 
执 、 在 抽 维 四 的 一 合 农 法 线 
上 的 一 点 0 ， 梧 0 A p. 
然后 让 ”为 心 忆 2 为 学 向 
作 一 阅 ， 如 果 ， 这 个 圆 与 曲 
线 ! 在 点 才 处 有 相同 的 六 7》 
和 .7”” ， 则 称 圆 与 则 线 在 把 
志 处 有 二 阶 密切 ， 圆 与 曲线 
在 点 4 好 的 二 阶 密切 表明 ， 


性 


[oper 


| 
| 
: 
| 
EE 


:10.17 


加 呈 旭 线 相 茹 的 程度 比 切 线 与 曲 强 相 轧 的 程 庶 取 好 得 多 ， 为 此 
我 们 把 这 个 贺电 化 曲线 i 在 点 所 的 密切 圆 ， 上 共 半 径 怡 好 是 曲率 
半径 ， 所 以 又 叫 艇 曲率 图， 曲率 贺 的 国 心 0' 自然 则 做 曲率 中 


Ts 


下 面 给 出 如 和 柯 求 梢 率 中 心 的 方法 ， 


” 柱 图 1,17 中 ， 函 数 9 = 了 tx)》 在 点 4 处 上 四 且 严格 递增 , 
根据 第 六 章 的 定理 6.6 和 定理 6.3 知 ， 和 全 0 7 0。 并 设 曲率 
中心 的 两 个 坐标 为 7， 过 点 局 的 切 并 与 ox 辆 的 奖章 为 p。 这 


时 愉 图 不 难看 出 
-= psingp: -y= DCD3Sf， 
从 河 得 


S=x— Psa 9=y+ OCOs9. 


站 
由 于 p= 二 = 叶 t 一 《 因 之 站 ) | 
《如 八 [10.18》 


CO :i 
' w+ 后 “ 
代入 【3 下， 于 是 组 到 谭 窗 中 心 
的 直角 谷村 公式 


《 5》 


及 9 = 因此 得 


10.18 
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中 2 
St 


| =y+ (10.12) 


评 当 注意 ， 关于 ”和 的 其 它 情 次 上 式 仍 成 立 。 

例 5 求 抛物 线 =x* 在 点 4 (1, 1 处 的 曲率 半径 和 曲率 
全 

解 因为 了 =2x，》 =2， 由 公式 人 t0.11) 得 


_“ 
5 5 


k= 2 | . 
(1 + x)? 


所 以 曲率 闪 径 次 
1 5S 
p= 一 一 7 


又 因为 了 |-=2， 7 |= =2， 所 以 由 公式 (10.12) 得 


mt 
1 +222 1 
二 十 一 一 一 .-- 一- 一 省 一 一 
n=1 5 $5。 


例 6 铁轨 转 索 处 的 缓冲 曲线 。 
火车 从 直 强 辆 道 (直线 ， 上 曲率 为 O， 脂 举 半 径 为 oo) 进入 


到 半径 为 及 的 村 道 〈 圆 弧 ， 上 曲率 为 责 ， 曲 率 半径 为 R) 时 ， 澳 


须 绝 过 一 段 钥 冲 此 线 《如 

图 10.19 的 虚线 部 分 ) 。 及 

如 果 不 是 这 样 ， 即 将 其 直 

线 部 分 直接 与 赔 弧 连接 ， oe 
则 将 右 如 下 铺 癌 发生、 我 真 厂 部 分 i” 
们 知道 ， 火 车 沿 直 线 轨道 

送行 时 ， 它 的 离心 力 等 于 图 10.19 
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0， 池 火车 直 撤 进入 间 引 扫 道 寺 ， 由 于 曲率 半径 从 ce 突然 变 到 
R， 内 此 火车 突然 地 产生 离心 力 


F = 
Et 中 有 是 再 康 兴 径 ，zw 为 火车 的 质 央 ，” 为 速度 .这 个 罕 然 产 
牛 的 离心 力 对 火车 的 安全 运行 是 很 不 利 的 ， 为 了 史 服 这 种 现 
象 ,就 必须 把 铁轨 的 直线 部 分 与 圆 弧 部 分 几 绥 冲 曲 线 连 接 起 米 ， 
绥 冲 著 线 的 作用 是 使 火车 的 离心 力 由 0 逐渐 《〈 即 连续 ) 地 增 大 
到 


这 就 要 求 曲 率 从 0 过 续 地 增 大 到 豆 ， 这 就 是 设计 级 六 曲线 的 理 


沦 根 据 。 然 而 ,真正 设计 出 比较 理想 的 缓冲 昌 弘 是 不 容易 的 ,一 
般 都 用 立方 抛物 线 近 位 地 代替 ， 
如 图 10.20， 用 x 轴 表 示 


ne 


雏 道 的 直线 部 分 ， 0 他 是 组 
名 曲线 ， 其 方程 为 7 =， 


其 中 /表示 94 的 缴 长 ， 


AB 是 泗 弧 部 分 ( 贺 心 是 了 ， 
半径 为 六 ) ， 设计 时 又 要 求 图 10.24 


比值 下 较 小 ， 县 a / 


现在 来 计算 曲线 弧 段 "0 在 任 一 点 外 的 曲率 ， 因 为 y= 
- 王 ， 如 = 和， 由 公式 (10.11) ， 所 以 得 
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站 .,, 
~。 2 
Qi: 4Rf’ ) 
当 动 点 从 点 总 连 竺 刘 守 到 点 杂 时 ， 腹 宁 从 避 连 续 地 变 汉 


[3 


一 


ks Ri 


a 
Lr dR 7) 


由 于 并 较 小 ， 有 zs 震 屿 因此 


和 


1 a 1 
Es Ri 量 ER 
(人 和 。(t 寺 同 


于 是 ， 扯 线 弧 段 04 起 到 了 绿 冲 作用 ， 


$ 10.3 体积 及 旋转 体 的 侧面 积 


在 这 一 节 里 我们 将 用 定 积分 来 计算 基 些 特 珠 几 何 体 的 体积 
以 及 庭园 悼 的 侧面 积 ， 


一 艺 知 立体 截面 而 积 求 体积 


如 图 10.21 示 ， 某 立体 六 
介 于 平王 x= 4 和 x = 之 间 ， 
过 任 一 点 xE Cas, 们 的 平 而 
4 记 鹤 得 截面 dx ?是 x 的 
连续 两 数 ， 试 求 几 何 体 的 体 
各 ， 

出 伍 绽 的 分 守卫 将 区 问 
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fo 的 分 成 # 个 小 区 间 [xD = 1 2 …% 再 过 各 分 点 作 
平面 = = 人 1 2 2 将 立体 分 成 # 个 小 立体 ， 在 每 
个 小 区 间 [xi xm 门人 =1 2， Y) 赴任 取 一 点 S17， 则 
全)Lxi 就 是 小 区 加 [xi-，x 门 所 对 应 的 小 立体 体积 的 近 
似 什 ， 作 和 数 


PAE A 


这 个 和 数 就 是 对 应 立体 体积 的 近 贷 值 ， 山 于 4 在 【o 的 上 
在 连 续 绪 数 ， 因 此 ， 对 仔 给 的 分 崖 工 ， 当 2 一 0 时 ， 和 数 


六 4450-1xy 存 定 极限， 并 记 为 ， 信 就 是 立体 的 体积 ， 即 


lt} 


V = limY A Axi= | Atodx, (10,13) 
t=1 " 


利用 公式 〈10.13) 易 证 祖 晨 。 中 定理 ， 夹 在 两 个 平行 平面 
间 的 两 个 立体 ， 被 平行 于 这 两 个 平面 的 伍 一 平面 记 盐 ， 和 如 果 截 
4 近 和 的 两 个 截 曾 的 面积 都 相等 ， 则 两 个 立体 的 体积 相等 ， 

例 1 求 厄 球体 


旦 2 
~ ~ 

十 一 一 十 一 
a 5: er 


的 体积 ， 

解 ” 如 图 10.22 示 , 如 直 
于 x 韩 的 平面 点 与 x 轴 交 于 
xE( 一 如 的 ， 此 平面 与 精 球 
体 的 截面 为 椭 关 ， 且 这 个 椭 
圆 方程 是 


加 元 二 
Se +i 二 了 于 一 FP, 图 10,22 


十 祖师 《 祖 音 之 的 久子》 ， 我 到 齐 梦 时 代数 学 家 ， 早 在 公元 五 刘 纪 他 就 发 
现 了 这 个 定型 . 但 在 西 齐 江 和 到 十 七 拱 纪 才 被 意大利 人 卡 乱 轨 利 所 发 型 . 
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化 为 标准 方程 ， 则 得 


本 

EE) 
由 810.1 的 例 3 知 ， 此 椭 加 的 面积 为 

A{x) = -0 Ca: 一。 


=1, 


mt 
三 


于 是 ， 应 用 公式 (10.13》， 得 椭 球 体 的 体检 
”= 2 全 《一 xi)dx 二 Sabe. 
特别 地 ， 当 4= 志 = c= 时 ， 椭 球体 变 为 球体 ， 且 其 体积 
为 


= SR 

例 2 求 由 贺 乌 x* + 六 = 
与 圆柱 ”x +% =a” 雇 革 成 了 体 
的 体 祝 ， 

解 ” 刘 阿 10.23 直 ,这 是 所 求 
立体 的 八 分 之 - :的 阅 形 。 如 果 取 
wx = 上 <， “ErC0eJ， 代入 大 柱 方 
程 ， 划 分 别 得 图 10 ,2 


= WA 一 上 = VE 一 
于 是 ， 这 和 就 玫 明 用 有 学 面 = 上 走 礁 这 个 守 体 ， 所 得 截面 是 边 长 


为 w 人 一 的 正方 形 ， 其 截面 击 积 4(x) = a -wx:， 应 用 公式 
《10.13) ， 所 求 江 体 的 体积 为 
y= | ce — x)dx = ee 


二 ”旋转 体 的 体积 
出 许 续 帅 线 = 了 tx) (0) 字 站 与 直线 x =a ww 了 (区 
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录 以 及 x 轴 记 疙 成 的 曲 近 梯形 绕 x 轴 旋 转 一 周折 形成 的 立体 叫 

佑 旋转 体 ， 曲 线 y= 了 (x) 吓 做 母 钱 。 因 为 对 任意 所 <E [Ce 拉 ， 

作息 家 于 x 轴 的 平面 与 旋转 体 的 想 截 截面 都 是 辕 ， 其 面积 
Kx》 = nr = f(x), 

由 公式 〈10.13) ， 旋 转 体 的 体积 为 


= «| 六 Godx。 (10 14) 


例 3 。 求 直 线段 ?= 一 x (0<x< 月 及 x= 4 纺 x 轴 旋 


转 一 同 所 形成 的 锥 体 址 积 〈 如 图 10.24) ， 
解 ”应 用 公式 (10.14) 得 


= «| (Fx ) zx= a 可 


例 4 求 图 “+ OO 及 := (0<o<6) 绕 x 轴 旋转 一 周 
所 形成 的 环 体 体积 。 
解 ” 如 图 10.25 示 ,该 环 体 的 体积 是 由 曲线 ) = + 一 区 


绕 x* 轴 旋 转 一 周记 立成 的 体积 减 去 由 曲线 y= 了 -wei-w* 线 
x” 轴 施 转 一 周记 也 成 的 体积 。 应 用 公式 ‘(10.14)} 得 


是 
£ 


= Lahr 。 


I! 时 


图 10.34 疼 1 ,25 
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一 一 一 一 人 x}* 
= pri ~ 全 二 二 一 3TCSID | 
2 2 如 


| 日 


= dbrr | 1 zarcsinl 一 1 osarcsin 【 一 D | 
LL 2 . 


= Dr pa 


三 ”旋转 体 的 侧面 积 
设 “和 是 一 条 平 而 光滑 曲线 ， 其 五 数 是 
F=f(x), x*ELa, 的 
其 中 fx) 之 0， 当 曲线 /1 绕 x 轴 旋 转 一 周记 形成 的 曲面 叫做 对 
应 曲线 六 和 x=4x= 上 8 红 x 
轴 旋 转 一 局 所 团 成 的 旋转 体 的 
侧面 积 (如 图 10.26) ， 

， 如 何 计 算 旋 转 体 的 册 面 积 
呢 ? 仍 用 “分 制 一 代替 一 作 和 
一 取 极 限 ” 的 方法 。 任 给 一 个 
分 瀚 荆 特区 间 [a, 们 分 成 x 个 图 10 .26 
小 区 间 。 与 分 点 xi 人 = 0, 1,2 则 对 应 曲线 /上 的 点 M(x; 
了 (xD) (i= 0,1,2,…#) 将 曲线 /分 成 # 个 小 弧 ， 连 接点 页 :_， 


和 ;的 直线 段 MHi ii (= 1 2 人 绕 x 轴 旋 一 周 得 其 加 
办 台 的 侧面 积 
I = (fx) tf x) I M,. ,AM,, 
由 于 /'(x) 在 5o 似 上 连续 ， 应 用 拉 格 朗 日 定理 ， 有 有 
Me vl wr tf 
= 1 十 了 人 xi 与 所 (Wil Ns 


于 是 


A = aE fn) Ff DI Et ENA x 
(7 = 2, 1), 
作 利 数 
区 各 


y Ag tPF ADI + ED x. 


当 4(T)->0 时 ， 由 于 fx》 和 六 '(x) 在 Ca 的 上 连续 性 ， 得 
旋转 体 的 侧面 积 


Solim BAS 2r| /Lr OD dx 
j= 


TD 
(10. 15) 
对 于 参数 方程 和 极 誉 标 方程 又 分 别 有 
$= ar) (Nod) tet) dt (C10. 16) 
和 $= 2x| pCO)sing PET rorag. (10.17) 
例 5 求 半径 为 的 球 的 表面 积 . 
解 ”对 曲线 y=yR:-x 应 用 公式 (10.15) ， 得 球 的 表 
面积 


$= 2 Rr (a) 


- 2| VR 
一 怀 


VR 


EE 
=2xRx, = 二 FRR 
殉 


例 6 求 由 星 形 线 x= 
有 cos y= Rsint 绕 x 加 
旋转 所 转 成 的 旋转 体 的 胡 曾 
积 ， 

解 ”如 图 10,27 示 。 由 
于 曲线 的 对 称 性 ， 及 应 用 公 
式 (10.16) 则 得 图 10.27 ，， 


QD ”证明 本 公式 要 应 用 (区 在 C3, 区 上 的 一 改过 续 性 。 这 电 从 略 ， 详 见 本 章 的 
儿 点 说 明 ， 
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. 
)=2. 27| 及 sis (3Rcositsinty + (3Rsintcosi) dt 
| 


= 12xR*] siniicosidt = aR, 

例 7 求 心脏 线 p= 4(dl+cos8) (Cz 沁 们 线 极 轴 旋 转 所 围 
成 旋转 体 的 表面 积 ， 

解 ” 如 图 10.28 示 。 由 于 曲线 的 对 称 性 ， 因 此 好 考虑 fe 


C0, zt] 有 即 可 。 应 用 公式 〈10.17)》 ， 得 
二 2z| 2 十 COSD)Sino 3 +Cos 的 :tesinig d8 
站 


= Br | cos' dsingdt = 18ma: | COs’ Hein dy0 
2 ' 2 2 
: - 32 
= 32T 4 | COs'isint dt = 人 
业 | 


图 16,28 


3 10.4 定 积 分 在 物理 上 的 应 用 


我 们 知道 平面 图 形 的 曾 积 公式 、 弧 长 公式 、 施 转 体 的 体积 
公式 以 及 诈 转 体 的 侧面 积 公式 都 是 用 “分 割 一 代替 一 作 和 一 取 
极限 ”的 方法 建立 的 。 然 而， 这 种 方法 书写 起 来 是 繁 开 的 ， 因 
此 ， 有 必要 用 简便 的 方法 将 实际 问题 化 成 定 积分 ， 这 就 是 微 元 
法 ， 


588 


1 基本 思想 
微 积 分 基本 公式 


/dx FA -F(a) 
表明 ， 求 基 个 函数 的 定 积分 问题 ， 实 际 上 十 求 原 函 数 Ftx) 的 


增 景 ， 但 是 ， 报 据 定 理 9.16 知 ， 原 函数 F(x}) 的 微分 是 
dF (x) = f(x) adx, 


将 dF(x) 从 6 到 了 积分 就 得 到 定 积分 

人 2Fco =| fodax. 
网 此 ， 利 用 已 知 函 数 f(x) 获得 函数 Ftx) 的 微分 表达 式 是 得 
到 积分 | f(x) ix 的 关键 ， 这 样 一 来 ， 把 “分 制 一 代 赵 一作 和 


一 取 极 限 ” 建 立 函 数 Ar) 在 区 间 La, 人 上 的 定 积分 方法 ， 可 
简化 为 如 下 两 步 ， 中 利用 已 知 函 数 f(x) 建立 原 函 数 F(x) 的 微 
分 表达 式 : 凶 将 微分 表达 式 从 4 到 5 取 积 分 ， 且 这 种 思想 可 
形式 的 总 结 如 下 ， 


一 一 | 化 整 为 办 积 办 为 整 | 已 知 的 积分 
| 直 知 的 “积分 ”| 一 一 一 ~> 一 一 一 芭 《Fax= 
( 即 原 范 数 4z)》| 往 分 过 程 | GF (5) = (oa | 积分 过 程 2 

-一 一 - 一 一 -一 (SY | 
2 具 体 作法 


对 于 任意 的 分 割 了 ， 为 了 简便， 我 们 省 略 了 下 标号 i， 般 
[x*，x%+<x] 表 示 分 制 工 中 的 任 一 小 区 间 。 顶 数 工 (< 在 这 个 小 
区 间 上 的 增 量 < 工 近似 值 就 是 iw) Ax， 即 

LTF 二 (xy x, 
且 LAF-Fx)Lx 为 Ix 的 高 阶 无 穷 小 ， 于 是 人 x)Ax 就 是 
-4F 的 线性 证 视 。 因 为 函数 fx) 在 La, 站 上 连 急 ， 根 据 定 理 
9,16， 所 以 得 
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由 Fr) = fw}ax, 
这 就 是 Ftx) 的 微 元 ， 将 所 得 的 微 元 从 az 划 8 取 积 分 ， 得 


| x) dx, 


因此 ， 把 利用 被 元 建 半 定 积 分 的 方法 叫 敌 微 元 法 。 现 对 微 元 法 
小 绪 如 下 ， 

(1) 使 用 微 元 法 的 条 位 : jtx) 在 [2 轧 上 连续 ; 

(2 ) 车 用 微 元 法 的 关键 ， 利 用 已 知 函 数 f(x》 建 立 微 元 
dF = f(x) dx; 

¢ 3》 和 使 用 做 元 法 的 要 求 ，AF 了 -fx) x 为 dx 的 高 阶 无 
穷 小 。 

3 举例， 

曲 边 稀 形 的 玉 积 

设 落 数 y=ftx) 在 [a， 
人 上 连续 ， 且 (x) 汗 0， 求 
曲 边 梯形 a.4Bi 前 面积 ， 
如 图 10.29 示 ， 任 到 一 点 x* 匡 
[6 人 且 梧 x+tAxE Ca, 
中 在 小 区 间 Cx,x+ x 图 10 .29 
上 取 面 积 微 元 

d= fx) x, 

庄 即 25= fx) dx, 
将 面积 微 元 44 从 4 到 3 积分 ， 于 是 得 公式 (10.1) 


$= | feoax. 


曲线 弧 长 

设 耳 数 y =f(x) 是 定义 在 [a 的 上 一 条 光滑 曲线 ， 求 曲 
线 4B 的 长 。 如 网 10.30 届 任 取 一 点 xE&€ [a, 们 ， 且 使 * + XE 
[4 拉 ， 在 小 区 间 Fx，x+2 上 取 弧 长 微 元 由 公式 
《10.8) 得 
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2| BE 


y= x) 


各 


站 说 站 四 本 Bb 守 


di = lr ix) ix, 


亦 即 dVitfoedx, ,po B 
将 红 长 微 元 47 从 a 到 4 积分 ， WA 
于 是 得 公式 (10,7) 

| 

| 

下 


mr 


bt 人 

:=| vi+tf (x) dx, | 

物体 运动 的 路 程 2 % 6 
设 某 物体 沿 直 级 运动 ， 其 还 图 10.30 


大 共用 是 定义 在 中， 四 上 的 连续 函数 ， 求 庶 物 体 在 这 段 时 
间 内 所 经 过 的 路 程 ， 任 取 一 点 1!E Ch， 及 合 :++ 人 EE Ci， 
i， 在 小 这 闻 [i+ LD 上 取 物 体 运 动 路 程 油 元 

dL = yt) Nt, 
亦 即 dL = v()at, 
将 微 元 4 工 从 二 到 1， 积 分， 得 物体 从 到 这 段 时 间 内 的 
路 程 ， 


L= | DC 
i] 


二 ”药水 侧 压 力 

我 们 知道 ， 静 水 中 水 平板 上 的 压力 下 与 水 深 # 和 平板 的 谢 

积 J 的 屁 积 成 正比 ， 即 

F=phs, 
其 中 p 是 术 的 比重 ， 通 常情 咒 下 = 1， 然 而 ， 静 水 中 尾 直 平 
板 上 的 便于 力 ， 上 述 公 式 不 能 使 用 ， 因 为 水 欧 深 度 不 一 样 ， 平 
板 上 的 侧 压 为 随 着 水 的 深 虐 变 化 而 变化 ， 所 以 必须 寻求 新 的 方 
法 ， 

设 锅 直 平板 的 形状 是 由 曲线 y=f(x)， 直 线 x=4， x= 
以 及 x 轴 抬 围 成 的 曲 边 梯形 ‘加 图 10,31) 。 建 立 党 标 系 ， 取 
x 轴 正 向 为 锅 直 向 下 的 ， 取 ? 辕 在 水 平面 上 上。 水 的 比重 = 1， 

任 取 一 点 xEL4, 拉 ， 且 入 x+2xEfa， 全 ， 在 小 区 间 
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Lx, x+-<x] 上 压强 请 用 点 = 

的 压强 来 代替 ， 于 基 在 小 曲 边 

梯形 上 的 压力 微 元 4F 为 
dF = px f(x) Ix, 


亦 邯 
dF = pxf tx)dx, AAA 
将 压力 微 元 4F 从 4 到 上 也 积 


分 ， 则 得 
F=o| xf (x) dx, 


(10, 18) 
例 1 某 水 库 有 3 米 x3 米 图 10 .31 
的 港 洪 羡 门 ， 位 于 20 米 深 的 水 下 ， 如 图 10.32 示 , 求 韶 门 承受 的 
压力 ， 
解 建立 的 坐标 系 如 图 10.32 示 。 对 应 公 并 《10.18) 中 的 
jtx)=3， 当 p=1 时 ， 有 


二 | 久 | 分 
F=| 3xdx = xz -529- 400) = 193.5 吨 ， 
2 之 ‘zy 2 


图 10 ,32 周 10. 33 


例 2 有 一 本 于 的 癌 术 管 ， 直 径 为 2 米 ， 管 中 术 为 半 满 ， 
求 水 对 国门 的 压力 ， 
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解 ”建立 的 华 慰 系 , 如 图 10.33 下 。 因 为 闸门 关于 轴 十 对 
称 的 ， 所 以 只 考 碟 /(*) = 1- 党 的 一 侧 ， 当 p=1 时 ,应 
用 公式 (10.18) ， 得 


F=2| x Tx dx =2[- 1 - x5 引 = 全 辆 . 
三 变 力 作 功 

例 3 将 漳 签 -- 剖 内 定 、 另 一 问 系 状 - 一 个 质 景 可 以 忽略 不 
计 的 小 球 ， 放 在 光 六 面 上 ， 在 平衡 时 对 浴 ?x 轴 的 点 0， 不 计 笃 
质 阴 方 将 小 球 癌 右 控 到 点 生 姓 ， 且 点 上 至 点 寻 的 距离 为 了， 求 
奸 为 吏 服 弹性 为 所 作 的 功 . 

解 ” 如 图 10,34 示 , 由 
物理 党 知道 ， 在 弹性 范围 
内 ， 漳 和 质 的 弹性 力 大 小 与 
弹簧 的 介 长 【或 压 缮 ) 的 
距离 成 正 玉 ， 且 其 方向 娩 
终 指 向 平衡 位 置 ， 即 

F= — kx, 

其 中 的 十 是 比重 系数 ， 负 
号 表示 小 球 的 运动 方向 汪 图 10.34 
弹性 力 工 的 方 癌 相反 。 

任 取 -- 点 xEC0, 日 x+AxE[LO05]， 当 小 球 在 外 力 
了 的 作用 下 通过 小 区 间 [x，x+ x2 时， 外 力 了 在 这 段 路 程 
内 是 点 * 的 函数 ， 但 仍然 用 

= 由 《因为 /= 一 了 


来 表示 。 于是， 在 这 段 路 程 内 外 力 了 所作 的 荔 的 绕 元 为 
dw = fx = Ex ex, 


四 地 dw = Exd x, 
从 0 到 积分 ， 得 
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w= txdx = | = 3 
例 4” 某 空 气压 缩 机 ， 其 活 寨 的 面积 为 了 ， 在 等 漫 压缩 过 
程 中 ， 活 塞 从 x, 处 压缩 到 六 处 ， 喧 压缩 机 在 这 段 压 缩 过 程 
中 所 消耗 的 功 ， 


图 10.35 


和 解 ” 如 和 刚 10.35 示 ， 由 物理 学 知道 ， 在 理想 的 气 体 中 于 强 
P 与 体积 这 的 冬 积 等 于 常数 ， 即 


PW = 6 
而 且 可 将 这 换 成 活塞 的 面积 3 与 活塞 运动 到 点 x 之 积 ， 于 是 有 
pe .ll 
| x 


局 此 了 是 x 的 函数 ， 即 了 号 变 扩 强 ， 在 [x + <x，x] 内 活塞 
所 消耗 的 功 竟 微 光 为 


了 (一 -34x Cf x0) 


= fx, 
A 


亦 即 


本 二 


dp 
x 
故 泪 寇 从 x, 到 x 所 消 梯 多 未 为 


:7 "i 
"= -| cladxee | La 
在 


I x 


四 物体 的 重心 


直 物 理学 知道 ， 一 个 质量 为 下 的 质点 ， 它 到 一 条 已 知 直 线 
的 自 商 为 则 把 %d 襄 能 该 质点 对 已 知 生 组 的 静 力矩 . 

奶 果 平面 肉 有 质量 分 别 为 类 ， 坟 ,，…， 庚 。 的 # 个 质点 ， 
训 们 药 人 礁 标 劳 别 是 《xi 7， (Cx 82)， 一 ，《xas7s)， 则 把 


M, = 2 m; y; 和 M,= 人 Max 


三 | 


分 别 叫 做 质点 组 对 x 轴 和 y 轴 的 静 力 算 ， 
如 时 三 在 一 点 (x6,30)， 在 该 点 使 质点 组 移 质 曙 订 = 


7》 m, 对 各 坐标 轴 的 静 力 定 等 于 质点 组 对 间 一 举 标 轴 的 静 力 


a 二 1] 


知 ， 则 称 点 《xy 入》 为 质点 组 的 重心 ， 邯 
xMd= NM, 和 AMM= NM, 
于 十 得 


我 们 进一步 讨论 质量 均匀 分 布 的 平面 图 形 的 重心 问题 。 对 
和 榜 浆 形状 的 玫 何 图 形 ， 扒 助 于 几何 方法 椒 难 确定 它们 的 重心 ， 
这 里 给 出 计算 一 般 形 状 的 平面 图 形 的 重心 。 设 质量 均匀 分 布 的 
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曲 边 梯形 es.485 《如 出 10.36) 
是 由 连续 曲线 3=ftx)， 和 直线 9 
x=# xx=z 以 及 xx 轴 记 转 成 ， 
由 于 质量 分 布 是 询 色 的 ， 因 此 其 
面 密度 请 《单位 面积 上 的 所 号 》 
是 个 常数 ， 任 取 一 点 x ECezy 人 
且 合 x+<xE [4 的 ， 在 小 区 
间 [xx+<e] 上 的 面积 微 元 为 
d= 了 lx)'Ax， 于 是 ， 症 di 上 图 10.36 
的 质 租 鸭 

dM= prds= pf (x) Ix 


EP x Le 


亦 即 
dM = pfx) dx. 
放 4 对 7 加 和 x 轴 的 滔 力 矩 微 元 分 别 是 
dMy= oxf lx) dx 
种 dM.= 0 3) dx = fr dx, 
将 微 元 4d 开 ,和 dM 分 别 从 4 到 5 了 积分， 得 到 圭 艇 均匀 分 布 
的 曲 边 梯形 对 .7? 轴 和 * 轴 的 静 力 矩 分 别 是 
Mi, =p| x fx)dx 利 M,= | Foodx， 
又 因为 项 边 梯形 的 质量 为 
M=p°| fx) bx, 
所 以 质量 均匀 分 布 的 曲 边 梯形 4A4B6 的 重心 坐标 总 


县 
M, | x f(x) dx 


于 


由 
MM |7 Cx}dx 
Rh 
AM i| itxydx 
J 一 一 。 10, 19) 
| finds 
[9 
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在 建立 〈10.19)》 的 过 得 中 ， 不 准 发 更， 质量 霹 匀 分 布 的 
平 疝 图 形 的 静 力 矩 和 重心 邱 面 窗 庶 Pp 成 正比 ， 而 重心 坐标 演 面 
密度 Pp 无 大 ， 可 看 成 = 1 
例 5 如 图 10,37 示 ， 在 
火车 主动 轮 连 杆 轴 节 妈 的 对 面 
多 链 一 - 块 弓 形 ， 日 章 是 为 了 过 
到 静 力 平衡 ， 使 火车 在 高 速 运 
转 时 比较 稳定 ， 
已 知 马 形 前 张 角 为 120 ， 
半 和 谷 为 60 厘 米 ， 铸 钢板 的 面 党 
度 为 ， 求 弓形 的 重心 。 
解 ” 我 们 的 目的 基 求 纪 形 
的 重心 ， 与 床 度 无 关 ， 因 此 ， 图 10.37 
具 按 平面 弓形 的 情形 考虑 就 可 以 了 。 另 外 ， 册 于 总 形 是 对 称 
的 ， 其 重心 一 定 在 sx 轴 上 ， 六 此 只 须 利用 公式 10.19) 求 
x， 即 可 ， 又 因为 弓形 的 张 角 为 120”， 所 以 点 4 的 坐标 为 
130 0 ) 。 综 上 所 述 ， 我 们 只 在 区 间 [30，602 上 考虑 函数 
(x) =w50 x: 就 可 以 了 ， 
在 公式 〈10.19)》 中 ， 分 别 求 
My = ?| p'w flx) dx = 30 | x 0 ~ x dx 


主 | 如 
= -p60 -x 
了 和 
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于 是 得 


2 4 
N, . (52) , 
生理 米 ， 
M TT_v 8 
$ 10.5 平均 值 


在 生产 实践 中 ， 常 党 需要 计算 算术 平均 值 ， 因 为 利用 算术 
平均 值 可 以 对 若干 同业 现象 进行 比较 和 研究 ， 例 如 ， 在 菜 校 80 
届 入 学 的 30 个 班 的 问 学 中 ， 研 究 各 班 学 生 的 平均 年 龄 ， 是 以 各 
班 为 单位 ， 求 其 各 班 学 生 的 平均 年 龄 ， 再 进行 比较 ， 同 时 利用 
算术 平均 值 还 可 以 研究 某 种 数值 的 平均 水 平 ， 说 明 总 体 的 发 展 
过 程 和 晃 势 、 例 如 ， 下 表 给 出 我 国 粮食 产量 按 人 品 平 均 发 展 变 
化 的 趋势 : 


1957 | 1978 1979 


年 度 1949 1689 

j | 
总 产 景 【 亿 厅 ) | "| 337 ss | a9 3901 从 由 各 642 
大 均 遇 后) | 418 i 403 | 636 窑 启 上 


然而 ， 这 些 数据 的 获得 ， 表 现在 数学 上 是 这 禅 的 ， 在 某 一 
过 程 中 进行 * 次 测 基 所 获得 的 数值 为 hm，7，…，y， 面 
.1 十 各 十 

疹 
就 是 Prd pn 的 算术 平均 值 . 

在 研究 实际 问题 时 ， 只 知道 计算 * 个 数值 的 算术 平均 值 是 
不 够 的 ， 有 时 也 需要 研究 某 个 函数 7 = fx) 在 共 个 区 间 [5 纪 
均 电 正和 平均 功率 等 等 ， 

现在 来 研究 如 何 求 在 区 疗 Co 态 上 的 连续 函 数 y= 了 f(x) 的 
匡 9 和 9 


y= 


算术 平均 值 问题 。 用 分 扩 
d= NN Nb 
将 区 和 间 ia， a 分 成 让 党 分 ， 其 每 个 小 区 间 [jis x 站 长 座次 


x 数 / 人 (在 各 分 点 的 话 数 什 


记 为 如 = 了 xj) {i=0,1,…,#)， 自 然 可 用 


>» ， 


A = 1 2 fx (1) 


代理 克 这 国 数 fx) 在 区 间 [4, 们 上 的 算术 平均 什 ， 当 二 x; = 
( 即 # 比 较 大 ) 时， 函数 fx) 在 区 间 ke 为 上 


$=lim 4。 = lim -1 Df xn) 
称 为 消 数 j (x) 在 [4, 们 上 的 算术 平均 值 ， 答 称 平均 值 ， 下 曾 
将 进一步 给 测 平 均值 的 积分 宸 达 式 ， 
因为 Ax;= -人 三 =1，2， pg) 是 一 个 与 二 无 关 的 
常数 ， 所 以 对 (1) 式 可 变形 如 下 


ll 1 SS 
A, = 二 f (x0) + 2 Df 
1 C 5 
= 一 TT f(x) + 一 一 Fm Df) 
t=1 
1 1 
-YE 2 Bj 


由 于 函数 (x) 在 La, 为 上 上 连续， 因此 fw) 在 [4,6] 上 有 界 ， 
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从 而 
lim- 工 fx) =0., 
让 十 下 


此 习 5e 


于 是 有 


一 “1 1 坟 y 
:二 = 人 1 - “一 一 一 一 一 hn 了 
J lim 8 一 浆 十 1 1=:]| f(x) ~ 


E 和 
= -天 | fdx, (10. 20) 


因为 疯 数 六 2 在 5e 全 上 连续 ,所 以 公式 (10.20) 与 公式 
《9 .11) 是 一 致 的 ， 其 中 的 平均 值 y= 六 oO)，cEra 的 。 其 
会 式 〈10.20) 的 几何 意义 如 图 9 .6 示 ， 

例 1 求 泉 数 x) = ex 在 区 间 E 一 1, 二 上 的 平均 值 。 

解 ” 由 公式 (10.20) ， 得 


1 | 上 .| 1 a-1 
Der 


不 难 发 现 ， 志 (eo) = shx | 。 故 由 双 曲 函数 表 查 得 
7 二 1.752, 


例 2 一 定 质 量 的 理想 气体 ， 在 等 温 过 程 中 ,其 体积 从 
WV。 膨胀 天 这;， 在 此 过 程 中 ， 求 气体 压强 的 平 锯 值 ， 
解 ”由 物理 学 知 ， 气 体 的 压强 就 是 气体 对 容器 各 单 位 面积 
上 的 作用 力 ， 且 此 力 的 方 疝 与 器 壁 垂 直 ;， 另 外 ， 在 温度 不 变 的 
情况 下 ， 一 定量 的 理想 气体 体积 膨胀 时 ， 它 的 压强 随 着 变 小 ， 
体积 和 压强 了 之 间 的 关系 为 
Pr =¢ Ce 是 常数 ) 和 


亦 即 ?= 天- 


由 公式 (10,20) ， 得 
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1 PE a 
?= i 一斑 。 | 三 d= Ta 
-oo 
(人 FF ) pe 2 2 


例 3 经 过 半 波 整流 的 交流 电压 #( 上 由 
| Usircot, gitel, 
# (i) = 了 2 
| Ter, 


bE 


统 出 ， 求 在 一 个 周期 了 内 x(D 的 平均 值 ， 
解 当 !E (三 ， 了 | 过 ， 由 于 4(i) = 0， 因 此 在 应 用 公式 


(10.20)》 时 ， 洽 


我 们 知道 ， 站 流 电 流 工 通过 电阻 只 时 ， 消 耗 在 电阻 尺 寺 的 
功率 是 
P= 1R, 
而 且 在 时 间 荆 内 消耗 在 电阻 上 的 功 为 
W=P.T= IRT., 
但 是 ， 当 交流 电流 ?为 通过 电阻 KR 时， 消耗 在 上 的 功 
率 为 
Pl = (I):R, 
歇 && 


即 功率 是 时 间 # 的 函数 ， 泊 计算 在 时 间 工 内 消耗 在 电阻 R 上 的 
功 时 ， 用 平均 功率 了 和 时 间 了 的 乘积 来 表示 ， 即 

WW PB: 
那么 ， 怎 样 计 算 平 均 功 率 P 呢 ? 


如 果 交 流 电流 (1) 的 周期 是 工 ， 则 将 功率 PD 在 区 阅 
[0 了 3 上 的 平均 值 叫做 平均 功率 ， 有 由 


P= | Pat= # Rd 
一 T 和 B 


给 出 . 
例 4 求 交流 电流 205 = Lusino 1 在 共 褒 期 T = - 红 - 消 耗 
在 电阻 R 上 的 平均 功率 ， 
解 代入 上 上 而 的 积分 ， 得 
P= | A Ra | PoRsiniwtat 


七 


了 


下 


了 Reo rs ， 
ee | sin:otidt 
办 


LR 下 (e920! di 


Ti ,Rew ( ea) F 
1 CO—- 
20 | 
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1 重点 及 要 求 

本 这 明 然 币 有 电波 的 概念 和 定理 ， 但 是 ， 却 突 浊 了 定 积 分 
特 启 用、 过 此 ， 木 误 从 儿 柯 和 物理 向 个 方面 的 何 题 建立 了 了 一直 
人 公式， 掌握 这 些 公 式 的 建立 方法 和 有 和 盏 点 的 熟 记 寺 些 人 汉江， 是 
利用 定 积 分 解 淡 实际 问题 的 基础 ， 集 公 直 (10.2)，【〈10.3)， 
(10.5)，(10.6)， (10.7)，(10.8) (10.11)，(t0.12) (10.14)， 
《10.15); (10.18)， (10.19)， (40,20) 部 是 基本 和 的 和 重要 的 ， 

微 元 法 是 在 “人 分割-~ 一 代替 一 一 作 和 -- - 取 极 限 ” 基 础 上 
归纳 总 结 出 的 简便 易 行 的 方法 。 为 此 ， 一 定 要 党 据 好 微 元 法 ， 
并 根据 不 同 的 问题 能 运用 微 元 法 ， 上 面 关于 几何 中 的 公式 篆 可 
用 微 元 法 建立 。 因 此 说 ， 掌 握 好 微 元 法 比 死记 硬 背 这 些 公式 更 
有 人 意义。 尤其 是 对 物色 和 力学 问题 ， 伍 元 法 更 有 其 方 使 之 处 . 

2 ”对 本 章 各 节 公 式 的 总 结 


平面 图 形 的 面积 
问 题 公 式 公式 母 
在 和 大 人 不 Co 上 内 [era oa (10. 3) 
ED fn 
5" 芒 上 连续， 失 取 消 se rey ur | gy 


PP 


2 


阳线 由 得 数 方程 给 出 WA (10.5) 
-| 
j 


曲 恕 由 好 伙 标 方程 纵 册 


平面 曲线 弧 长 及 曲率 


| 
问 | 公 式 公式 号 
RN 
曲 此 纪 以 = ww 十 上 | (10.7) 
里 | 
一 -一 -一 一 一 | -一 一 一 一 一 一 | _ 
也 党 分 | = tr ts! (10.8} 
| = 
曲线 由 雪 数 方程 给 出 ] = fp tty lt | {10,.9) 
mmm go | 
曲线 由 极 举 标 方 得 给 出 | 1= 人 vBEy Pa9 | 90.10) 
各 
和 下面 由 线 的 此 人 0 .31) 
全 面 昌 厂 掀 并 罕 (1 + pi2) 3 | i10. 
， -一 站 -上 一 
1 ir) 
| 1 由 | gg=-- = 
由 宁 站 拼 和 上 Fy" 
I 站 一 yl+ Ww) 
出 汉中 心 # (10.12) 
rz 
| V+ 
体积 及 旋转 体 的 侧面 积 
| [ 
已 各 立体 裁 而 面积 r= (Ama (10.13) 
一 一 -一 一 一 一 一 一 _ 
求 旋转 体 的 体积 P=a), f* (nd G0.10) 
i 
曲 鼻 珀 = 了 x) 结 册 IS=2n6 Fr lr tra C10.157 
曲线 让 参数 方程 给 出 8=2x) OP Td C0.16) 


一 
昌 衣 由 极点 标 方 条 给 出 3= 2 pin vp 了 万 部 C10,17) 


B98 


定 积 分 在 物理 上 的 应 用 
定 积分 在 物理 上 的 应 用 是 很 多 的 ， 本 书 在 正文 中 仪 给 出 了 
榭 主力 、 变 力作 功 和 物体 重心 等 问题 ， 


7 l 
间 是 公 式 公式 号 

站 
r=pf Xf UR C10.14) 


变 力作 功 参考 例 3 和 例 4 
| 
| 
2 My ff Yas 
物体 的 重心 : (i0.19) 


1 
yo = Wf 和 《 
TR 
| ui 下 Firybs 


象 摩擦 力 夫 、 转 动 惯 明和 流量 等 问题 将 放 到 本 章 的 例题 选 
讲 中 ， 


二 几 扣 说明 


1 公式 (10.15》 的 证 明 过 程 
在 810, 3 的 第 三 段 里 ， 我 们 已 经 给 出 和 数 


DAS Bef) + THF ED A 
f=1 | | i 


其 中 如 EC (xis,x)， 现 将 和 数 变 形 如 下 ， 
D45s = 六 FE TH ED x; 


1 一 ] 


十 x DCF xi) + Fox -2f C81) J 1 Tf Ey yi, 
不 难看 出 ， 由 于 钞 数 f(x) 在 Cs， 杂 上 上 的 连续 性 ， 因 此 ， 当 
4(T)-=0 时 ， 上 而 右 喘 第 一 个 和 式 的 极限 存在 ， 且 就 是 


-E99 


wT 


而 上 面 右 端 第 二 个 和 式 ， 当 4(T)-*0 时 ， 可 以 证 明 它 是 趋向 
于 0 的 . 
事实 上 ， 因 为 函数 记 x}) 在 [a, 的 上 连续 ， 根 据 康 托 定理 

知 ， 陵 数 /在 〔2, 六 上 一 致 连续 ， 所 以 对 任意 给 定 的 e> 由 
存在 >0， 对 任意 的 xxsEre 人 ， 当 -和 过时 ， 有 

| .xD -f(x <e, 
由 此 可 知 ， 对 寺 述 的 s， 只 要 分 割 工分 得 充分 细 ， 当 .4CTD<0 
时 ， 有 

[xx 一 CE <2e, f= 1,2,., 
于 是 有 


[ee ye 2f EN LTT ED A 


fs 


Ve 1+ ED A 


f= 


= 2e 9 1 tf ED A x 2e.d, 


其 中 /是 曲线 段 的 长 ， 刀 YIT+FECE) Lx 是 曲线 弧 内 接 折 线 


= 


的 长 ， 当 然 不 超过 !。 即 第 二 个 和 式 趋 向 于 4 ( 当 4(T) 一 0 时 )， 

2 再说 微 元 法 

在 810.4 的 第 一 段 里 ， 我 们 特别 强调 了 ， 所 济 的 微 元 ， 训 
是 函数 F(x) 的 增 量 IF 的 线性 主 部 ， 在 函数 (x 连续 的 条 
件 下 ， 这 个 线性 主 部 就 是 F(x》 的 微分 ， 且 有 

dF (lx) = f(x) dx, 

与 此 同时 ，ZF 一 f(x) Lx 为 人 Ax 的 高 阶 无 穷 小 ， 

我 们 在 此 指出 ， 当 满足 这 一 要 求 时 ， 建 立 微 元 的 方法 是 不 

一 的 ， 钢 如 ， 求 半径 为 R (R= zz) 的 圆 的 面积、. . 
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如 图 10. 38 示 。 因 为 圆 的 方程 为 
wy = 
所 以 在 第 -- 锭 限 取 微 元 ， 不 难看 出 其 面积 给 元 是 
ds = Ri- x! dx, 
于 是 ， 半 径 为 及 的 圆 的 面积 为 


并 


本 ”  .  . 人 
s=4| VR- xidx= 4| R:. costtdt 
全 儿 


Ri 2 | - ， 
4 t+) | 


| 


» 
py 内 
. i 
(fs: /S$ 


图 10.38 图 10.39 


如 图 10.39 示 。 可 以 认为 轴 的 面积 是 无 穷 多 个 小 贺 环 积累 
ds = Sx: dp, 


于 是 ， 半 径 为 站 的 圆 的 面积 为 


只 1 有 
;=| 2rrdr= 27 = aR 
中 2 让 


三 ”例题 选 讲 
例 1 求 由 曲线 y=2px (jp 守 0) 和 27 P=8(x--p)， 所 
骨 成 的 平面 图 形 的 面积 ， 
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基 直 灸 路 ”村 站 公式 ti09, 力作 绞 为 厅 便 ， 
解 ” 因 为 汪 -: 2px 是 磺 
点 在 学 祭 原点 开 只 向 右 的 扫 。 
物 线 ， 而 曲线 27 产 关 = B(x 
-Pp ” 可 江 为 


一 2 7hy t=grx- py3 
= th) [和 ,03 具 
其 顶点 在 =p 姓 ， 以 x 轴 
为 对 称 辅 的 亏 次 方 扩 物 线 ， 


所 以 两 条 熙 线 所 用 成 的 平面 装 10.40 
图 形 如 图 10.40 示 ， 
为 了 应 用 公式 (10, 人， 必须 求 出 二 则 线 的 交点 。 将 并 = 

2px 民 入 第 二 个 曲线 27py: = Btx 一 ez) 有 

27 户 . 2px = B(x —p)’, - 
从 中 解 得 x=4p， 而 y= 土 2w 3p。 又 因为 图 形 关 于 x 轴 是 
对 称 的 ， 于 是 有 

站- 


laps 3 
22v Tp + p13 


_ ]- 开 人 
dp 15 

例 2 求 由 有 曲线， x > atcoat+ i9ini),，y = asinf ~ tcoat) 
(0is27) 及 直线 x=#( 当 7y 避 0 时 ) 所 围 成 的 面积 ， 

基本 思路 ”将 闭 曲 钱 所 围 成 的 面积 4 分 成 三 角形 面积 9 ， 
与 半径 为 4 的 渐 伸 线 记 国 成 的 面积 9 之 和 ， 

解 ”如 图 10. 41 示 。， 所 求 的 面积 是 指 由 闭 曲线 4BC 4 所 图 
成 的 丰裕 ,连接 0C, 于 是 将 4BC 4 所 围 成 的 面积 分 成 VOL4C 
的 面积 35, 与 0O4BCO 所 转 玻 的 而 积 5, 之 和 。 
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p', 


内 于 曲线 4BC 是 半 各 为 4 
的 圆 的 疡 开 线 ， 因 此 AC = 2 
从 而 得 

之 1.,., Ti 二 a 
3, = agre= ad 


如 时 将 曲线 BC 看 成 极点 
标 方 程 7r=r+(p)， 量 点 忆 的 极点 
标 为 《rs ww)， 根据 公式 (10.6)， 
在 


了 = 3 ra 


作 


可 是 ， 由 曲线 x= afKcegsf 十 
tsint),，y = itsiny -fcosf) 可 得 


r= w+ yal +i): 


sint — foont 


5 tpt = 2 int tcost 
又 因为 志 x CoOst+tsint’ 微分 得 
t+isini)tsint — (sint ~ icost 
secitdt = Cos! + tsini) tsin (sinf COSi)icost dt, 
(Cooni + tsint)’ 


所 以 解 得 


dt=—l 


= 
1+tg: {cost+tsini)’ lt 


在 此 基础 上 将 ” 和 dt 代入 5, 单 ， 得 


= +4| ed 十 大 ) 。 上 dt 
? 了 JJ 芋 十 下 
时 1 Im 


= 4 ma 
3 


例 3 求 由 极 坐 标 方程 r= acosg,， r=atcosgp+sing》 所 


603 


家 上 曲线 围 成 的 面积 了 ， 且 点 M( 了 ,0) E35， 


基本 思路 利用 公式 《t0.6)， 为 叱 分 析 极 坐标 方程 作出 
图 形 ， 给 出 积分 根 ， 
解 ” 我 们 知道 ， 在 直角 坐标 系 中 ， 极 坐标 方程 + = acosw 


是 以 点 Mi( 人， 0) 为 中 心 ， 以 为 半径 的 国 ， 且 角 9 的 变化 范 轩 


， 是 | - 了 了， 3|; 而 极 坐 标 方程 = a(cosg + Sinyp) = -和 sin( 和 


于 为 中 心 ， 以 也 也 为 半径 的 轴 ， 上 且 角 


+ 三 ) 是 以 点 Hi( -2 二 ， 瑟 


9 的 变化 范围 是 | - 所， 社 |]， 如 图 10. 42 示 ， 
于 起 ， 应 用 公式 (10.6) 得 


i 
sin2s) dg + 3 


图 10.42 


rat 


_a! [5 1 
2 


[1 a 
se 图 + = -- 1), 
本 


2 
例 4 证明 ， 如 果 曲 线 由 参数 方程 
二 六 人 y=) 
给 出 ， 则 在 曲线 上 任 一 点 的 曲率 公式 为 
ppp 
(Co 二 


基本 思路 ”利用 旧 率 的 定义 和 产 微 分 公式 ， 
证 明 出 曲率 的 定 头 知 


hd (1) 


t= lm a 
其 中 dt 可 由 强 微 分 公式 
d= drtdy = po:+p dt 
纵 出 ， 下 面 只 须 求 出 dy 由 可 ， 
因为 


有 
tgP = = 


名 


所 以 多 = arctg— ， 同 时 又 可 求 得 


dg = , (SS-) 4 


1 + 一 
_ .和 人 
Pt et 


于 是 ， 代 入 《1) 式 得 
Pn do _ WW'w U -ey 
4 (pr pl 
特别 地 ， 如 果 曲 线 由 椭 医 方程 
x= q(t) =acost, y=p() = sint 
给 出 ， 则 上 昌 线 土 企 一 点 的 岗 率 为 
Ee | absinit + abcos't | > a 
Cesin:t + Peos:ty! {Carsinst + ht cosity 
例 5 证 角 ， 如 果 上 曲线 是 由 极 坐 标 方 程 
p= pd) 
给 出 ， 则 在 则 线 上 发 一 点 前 昨 率 由 公式 
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k= +2ap" ~ pp | 
{po’ 十 on 


给 出 。 
基本 所 路 ”利用 曲率 的 定义 和 弧 微 分 公式 ， 
证 明 由 曲率 的 定义 知 


K=lim Lp dp (2) 


当 令 = 0-cosg， y=p:sing 时 ， 其 中 的 d/ 可 由 台 微 分 公式 


d= ww dx 二 = ET DJ dp 
从 出 ， 下 面具 须 求 出 dy 即 可 ， 
因为 


Ye _ o'sing+ pcost 
~ = 


1 = 一 
9 ss Peosp— psing’ 


所 以 9p= arctg-2siab+Acosg ， 同 时 又 可 求 得 


DrCcos ~ psing ， 


Co'cosd — pain 个) 


de = -一 
” CP'eosd — psind) :+ (prsingd+ peos)! 


Kp'sin 十 pcan Cp'eosd 一 psing) 一 《preosa 一 painOy' (p'singd 十 Pcos 人 | 
(peosd - psint) 


* d6 


ipsinif + Picosd+ 2072minz 和 看 上 2P cisz 和 ~- ppsin:d — PPpceostl ap 
pisin? tp cosid+ p'sin'O+ picos:d 


= 从- 土 2p 一 天 2 dB 


= 一 一 


户 + 站 
于 是 ， 代 入 《2 ) 式 得 
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Eg 1o+2ap:-pp | 

di ry 

(p+ 六 
特别 地 ， 如 果 旧 线 由 极 堂 标 方程 
D=eaftl+cosb (心脏 线 ) 
给 出 ， 则 在 曲线 上 任 一 点 的 曲率 由 公式 
下 lel + cost)? + 2asin:d + atl + costy cosdl 
Cai(tl + cosg): + sinzg] 


= 2 + cosb) 
例 6 设 某 忆 体 之 垂直 于 ox 轴 的 黎 截 面 的 面积 
Fx) = Ax:+ Bx+C Car), 
其 中 4、B,， “为 常数 ， 证 明 该 立体 的 体积 等 于 


y= HI So + 4 (4 ) + 5 |, 


其 中 是 =5- a 《 辛 卜 生 @ 公 式 ) 


基本 思路 ”将 立体 平移 ， 使 -< 过” = 0， 但 体积 不 变 ， 然 
后 应 用 公式 (10,13) ， 


证 明 先 将 立体 平移 至 平面 x= ~ 也 及 x= 与 之 闻 ， 此 时 


“= -也 $= 也， 一 和 一 = 0。 青 应 用 公式 (10.13) 得 


1 ¥ 
y=-| CAx:+ Bx+C) dx=2| {Ax +C) dx 
-号 


-学 的 1x 图 
贡 外 ， 由 于 


一 Te ee me mm 


二 辛 上 生 ， 所 mpsonyT, 英 国 败 学 家 ，1710 一 1851 年 


:人 的 -的 ， ac 


+ 4( 了 ) - Bf 号) +C ] 


_ 五 好 十 到 
= 王 |30 +45( 5 ) +3(9 | 


然后 ， 再 将 立体 平移 到 原 位 ， 且 其 体积 不 变 ， 故 得 


7 = 总 [0 +45 (4s) + | 


特别 地 ， 利 用 辛 卜 生 公式 ， 求 由 柱 耐 污 + -发 - = 工 和 平面 


“= 二 x，%=0 所 图 成 的 体积 〔( 取 x>0 的 部 分 》 


如 图 10. 43 示 ,用 y = 常数 
的 平面 去 截 立 体 ， 得 .ABD， 
皇 不 难 求 得 其 截面 面积 为 


5()) = 了 4B8,BD 


ly. 
2 
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不 难 求 得 
$j(— 5)=0, S05) =0, 
gb ae 
9 (3 ) 30 一 7? 
入 入 辛 下 生 公 式 得 


2 de 2 
一 一 一 而 
Vr EE 4 5 Ape, 


例 7 了 7 证明 ， 将 贡 边 梯形 
4AEB, OE JyETN) 
(其 中 f(x) 为 连续 函数 ) 绕 o” 轴 旋 转 一 周 所 形成 的 旋转 体 
的 体积 等 于 
y= 2r| x f x) dx (10, 21) 


基本 思路 ”利用 微 元 法 建 
立 施 转 体 的 体积 微 元 ， 然 后 积 
分 . 

证 明 如 图 10.44 示 ， 在 
Ca 四 内 任 取 一 点 x*， 且 使 x+ 
xELa,5]， 不 难 姓 出 小 曲 边 
梯形 绕 oy 旋转 一 周记 得 旋转 
体 的 体积 微 元 

dy = 31 人 xx。 
将 dF 从 a 到 上 积分， 得 图 10 ,4 
z =3z| x fo dx., 


特别 地 ， 由 曲线 

y= 上 =1 y=0 
男 成 的 面积 绕 sy 轴 旋 转 -- 周 所 形成 的 旋转 体 的 做 积 ， 应 用 会 
式 (10.281) 得 
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1 pn 
1 = 27) Kew = 于 Txt = 


例 8 证明， 把 平面 图 形 
OaspepEn, Orr (9p) 
(其 中 my” 为 极 举 标 ) 绕 极 轴 旋 转 一 周 所 形成 的 体 积 等 于 


2 ， : 
= | mpy sinwdo, (10. 22) 


基本 思路 ”利用 两 边 夹 定理 建立 族 转 栖 的 体积 微 元 ， 然 后 
积分 . 
证 明 如 图 10.45(e) 示 ， 我 们 首先 求 圆 南 形 
Or 人 ea, OPA, 
(其 中 和 和 Co 有 的 任意 给 定 角 ， 而 4=+(lqw))》 绕 极 轴 旋转 
一 周 所 形成 的 旋转 体 体 积 广 ， 当 变换 到 直角 坐标 系 后 ， 得 


图 10.45 


VW = | iwd x 十 | (a ~ x dx 
自 各 


= rh ta | 3 | 
3 3 i 


hh 20 2 | 
= 一 +z| 3 +t 


: 3 
2 4 Se 及 = (1 cospy)。 (3) 


如 图 10.45( 人 站 江 ， 设 +=r(twp》 在 区 间 tw,w+ Jpy 上 
的 最 大 但 林 最 小 值 分 别 用 并 和 mm 表示 ， 那 么 图 中 阴影 部 分 的 面 


6i0 


积 绕 概 轴 旋转 一 疝 所 形成 的 体积 F 应 介 于 两 个 加 出 形 

Or [PPA 与 Or 人 eM Lp, P+ Ip) 
绕 极 轴 旋 转 一 周记 形成 的 体积 之 间 。 对 应 角度 w+ LJgp 与 9 参 
考 公 式 (3 })， 贡 得 


2 


3 


{0 COS{P+ PI (1 - cos PD |< A 


2rM? 


< 
号 


{01 -Cast + pi (1 — cosp) } 


即 -2 [cosm — cos (wm + A EAP 


2xM 


和 


[TCDS 和 太一 COs PP + fg)), 
将 上 面 的 不 等 式 各 端 用 -gp 除 ， 当 Jpg->0 时 ， 注 意 到 
limm = lim MM =- PT 以 
一 和 jp 
lim COSP— COS CP + A p) 


A er fi 


。 CoStw + rm) — eos 。 
=lim- 一 - {ww 5 加 = sing, 


于 是 得 


亦 即 《体积 人 微 元 ) 


dV = risingd ow, 


= | (9) singdy, 


特别 地 ， 求 心脏 线 r=atl+cosgp) (Or 和 27) 绕 极 轴 施 
转 一 周记 形成 的 体积 ， 利 用 公式 《10,22) ， 得 


$11 


”= | + (Co) SIDE 


| ai{l teosom) singde 
2rd (1+coso) [ 
3 4 [| 
例 9 求 扫 物 级 = 2px 但 x 志 *)， (1) 绕 ox 轴 ; 
《2) 绕 秒 轴 旋 转 一 周 所 形成 的 曲 盏 面积 
基本 思路 利 册 公式 《1i0.15) 。 
解 (1) 利用 公式 人 10.15》 ， 得 


-B70 
3 
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oom, fF ga 
- 2zv 王 | Va Tp dx 


— 3 
二 开 VP (2x +p)” 


sy 
和 
= 2 _[L (2%, 十 py? -pv Py, 


《2) 和 利用 公式 (10.15) 得 


$, = 2 1+ (2) 


" : v2 | 
2 2px~ 
px p 十 上 EY 


二 2 Tn) x + pdx 


= 


= | Gx + v ax (2x0 + p) 
—p! Inv 2 +t otp +v2xo+p | 
EE 


抛物 线 闻 = 2px，(1) ，(2) 的 图 形 如 图 10. 引 4 
(8)，(e) 示 ， 

例 10 求 摆 线 x=a(i-sinD， )=4(1 -C03 et -a 
2z)， (1) 绕 ox 轴 i (23)7 钞 人 办 《3) 绕 直 线 7 = 24 
旋转 一 周 所 形成 的 曲面 面积 ， 

基本 思路 ”利用 公式 (10.15) ， 《10.16) 。 


8L3 


解 (1 因为 


dx dy oi 
«i cai -1 = sind, 


所以 应 用 公式 (10.16) ， 得 


ar -一 一 一 
3 =27| a(l— cost} vy [all — cost) +arsin:t dt 
[" 
" 1 asint 
= 2z| a (I— COs 1+ ri | dt 
' Y a(l— cost) 


FE 一 
- 2rci| (1 cost): te2idt 
, Vi + te 7 


Fh 
-sr sint5 1 i 
* sin .一 


是 可 
= RA :| sintt dt =16ra| sinwds 
| 


=16ra:| -eco + | = 如 : 
江 Sw Os |， 3 4 。 


《2 ) 此 种 情形 比较 复 
条 ， 我 们 还 是 从 公式 (10.5) 
入 手 (如 图 10,47) ， 将 搁 
线 分 成 *|! 和 和 x*， 两 段 ， 且 
将 ”看 成 自 变 量 ， 那 么 x, 各 
x， 绕 嘱 轴 旋 转 一 局 所 形成 
的 则 面 面 积 为 


14 


, 直 


另外 ， 困 为 wi=40 sin， =atl-cos)， 上 w= Da 
-x =274- 4 一 Sinf)， 所 以 有 


dx a{l ~ cost) t 
TG 

dy asint 8 2 
dx 一 atl— Cost) =_t 和 
dy asint 8 了 


dy = usintdt, 
代入 上 式 ， 于 是 得 
$y =2x| E Wi + tg ub 1 + tg esintas . 


T 上 上 
Cx + Xs oy lt+tp’ 1 dt 


I 


一 


二 oan Fr + 
= ls 23511 可 = 1 
{ 3) 这 种 情况 实际 上 是 将 x 轴 侍 虐 平 行 24， 在 使 用 公 
上 10.16) 时 ， 只 人 有 贷 注 意 ， 此 时 y=24 一 4Q-505， 于 起 
有 
2 林 
su=25| roa— atil— cost)y 


让 2 Et 一 Cos 有 更 
Yl1ctg 本 


Br 
rci| 1 一 cos csc di 
各 i 


上 于 
二 sz 中 sin5 cos: 林 4 


2 ‘ar 32 ， ， 
二 ns a, 
na’| - 3 2 | 


例 11 求 双 组 线 说 = ecos30 (> 人 ， (1) 绪 极 轴 ， 
~ 615 


(2) 绕 辅 9= 了 《3) 绕 轴 9= 开 旋转 一 周记 形成 的 曲 负 


面积 ， 
基本 思路 ”利用 公式 (10,17) 并 且 应 用 坐标 变换 , 
和 解 ” (1) 因为 图 形 是 对 称 的 ， 所 以 应 用 公式 (10.17) ， 


得 

$= 2.2z| psing PTH pridg, 
由 于 

2 asin2d a 

P iP FHCOS +t eos “Cosy 
因此 有 

Sen=4 和 92 dg 

gon = MT! OS1N eos 

和 
- | singd8 


= dxat ~ cosd) lt = ra (2— wT). 
( 2 ) 因为 绕 轴 8= 忆 旋转， 在 直角 坐标 系 中 就 是 绕 人 
办 旋转 ， 记 以 函数 x= pcos8， 于 是 有 


$s = 2z| pcosp wo +podt 


-4 na ospag =2 Tra. 
(3 ) 因为 以 6= 地 为 新 的 极 轴 ， 记 以 将 家 坐标 方程 旋转 
过 得 
PE dcose (0, + 工 )} = — Asin20, 6 E 伍 二 区 |， 


于 是 有 
016 


Se = 2n| psing pFt pial, 


= 4 } ?9 
| os 0 Sl 3 


= 4ra!| ing db = 4 
了 


例 12 ”CC-6-30 型 车 床 的 床 头 箱 中 采用 了 摩 氛 离 合 器 ， 它 
是 利用 在 摩擦 片上 所 产生 的 摩擦 力 答 带动 主轴 转动 。 离 合 器 出 
2# 个 摩擦 面 所 组 成 〈 即 用 图 10.48 的 〔〈@ 型 片 x+1 个 ，(#) 
型 片 # 小 ， 间 出 的 点 在 一 起 ) ， 设 摩擦 片 的 内 外 半径 分 别 为 
R， 和 R,， 片 上 的 均匀 压强 为 了 P， 片 的 摩擦 系数 为 4 ， 求 离合 
带 的 摩 氛 力 乱 ， 
基本 思路 ”利用 微 元 法 建立 摩 探 力 答 的 微 元 ， 然 后 积分 ， 
解 ” 报 据 物 更 学 的 知识 我 们 知道 ， 
岩 氛 力 夫 = 摩擦 力 x 力 壁 ， 
摩擦 力 = 摩擦 系 数 x 压强 Xx 河 积 ， 


(0 (b) 


图 10,48 


热 而 在 离合 器 上 所 表现 的 力 辟 和 面积 是 半径 * 的 因数 ， 为 
此 ， 如 图 10.48( 刀 示 ， 我 们 庶 用 给 元 法 来 解决 。 不 难 建立 麻 氛 
力矩 的 微 元 4 到 

dV = pe Car rr, 
亦 即 


#1? 


dM pharmdr, 
于 是 ， 一 个 摩擦 面 的 摩擦 力 棒 为 
Re , 2 
三 Tr 一 一 一 : 区 1 ~ KR’ 本 
于 ， | cp2zr dr 本 TAR ) 
而 24 个 摩擦 面 的 总 摩 掠 力 十 为 
WW, = 了 Taup (CR, ~ RY), 


. 特 回 地 ， 消 六 二 名 ， AH= 0,2, 疡 = 站 .5 公斤 /厘米 *， R,= 23 厘 
米 ，R:= 5 厘米 寺 ， 则 有 
， 了 = .8.0.2.0.5( 全 ~ 2 二 490 公 斤 * 厘 米 。 


物 体 转动 是 物 体 运动 的 一 种 重 旨 形式。 在 研究 物体 转动 
时 ， 转 动 惯 量 I= wr* 表明 了 物体 在 转动 过 程 中 的 一 种 园 有 的 
属性 ， 即 惯性。 其 中 m 是 物体 的 质量 ，” 让 物体 到 转轴 的 距 
府 。 对 * 个 质点 组 的 转动 惯 是 出 


了 = > Wr 


来 表示 。. 
， 煞 而 ， 对 于 质量 是 连续 ， 导 沟 匀 分 布 的 物体 ， 求 其 姨 莫 个 

凶 的 转 双 避 有 ， 上 述 公 武义 不 适用 了 ， 必须 研究 新 的 方法 

， 例 135 求 空心 圆柱 体 绕 中 心 
轴 4B 的 转动 惯 蜡 。 其 只 寸 如 图 
10.49 东 ， 单 位 为 厘米 ,比重 4= 
7 到 /厘米 :. 

基本 思路 ”利用 微 元 法 建立 
宝 心 图 术 体 的 转动 懈 量 微 元， 然 
后 积分 ， 

解 ” 在 空心 加 柱 体 内 也 体积 
微 元 

dy = or 20 = 407r<7y， 国 10,49 
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它 是 以 为 内 逢 以 ++ 2 为 外 径 的 洲 壁 加 简 ， 因 为 物体 的 比 
重 等 于 体 密 度 乘 上 重力 加 速度 &， 所 以 短 壁 圆 简 的 质量 为 


4 = dOrrAr: te., 
< 
而 注 壁 圆 简 对 中 心 轴 A448 的 转动 惯量 微 元 是 
dl = dm:r: = -40ardr, 
本 即 
dl= -dridr, 
此 


于 是 ， 空 心 图 柱 体 对 中 心 轴 4B 的 转动 惯量 为 
1= { Haordr = Hao! 
本 帮 £ 


| 
县 上 


和 


40m:7 1 4 i. 2 
= -980 (100: 一 400) 呈 218,.6x10 《 克 : 冶 米 :) ， 


特别 地 ， 半 径 为 人， 面 密度 为 p 的 薄 圆 盘 对 中 心 前 转动 惯 
基 ， 由 微 元 
dl = dm-ri= pr2rrdrir: = De2Tridgr 
给 出 ， 于 是 
工 = | ponridr = 了 xpRt 


习 题 


§10.1 

1、 求 下 列 痢 线 所 辕 成 的 面积 ， 

C1) yn 
(CY y= Y= 2 

C9) x= yy yi 

Ca y= y=x+tanir (XEN); 


CD) Y= ye» 1, 


él “ 


2… 冰 下 列 盟 线 所 阁 成 的 面 航 ， 
(]) Xr 2coafy y= dsinty 
(2) xf=acosib y=asin i ( 旺 形 线 ) 。 
3， 求 下 列 曲 绥 所 转 成 的 面积， 
(C1) P= asin38 (0 于 ;三 叶 线 ， 加 国 10.580s8) 8 
(2) p- 24(2+c0s0D (o> 0). z 
4， 证 朋 ， 正 抛物 线 拱 的 面积 等 于 
$= 三 b4， 


其 中 已 为 底 ， 产 为 搁 的 疝 《如 疼 10.51) 。 


图 10.51 


310.2 
5. 求 下 列 曲线 的 弧 长 ; 


-= Ty -六 ny 【tyscey 1 


(2 y=1lncoss (roa) 


(C3) x=0{t- sint), y= 4(1 ~ cosh) (Ot 
(4) p=a(1+ eco:D, 

8， 求 下 列 曲 级 的 曲率 ， 

芝 

2! 


(1) = ch 


2 时 
(C2) YYy39=a《 星 形 线 的 直 前 坐标 形式 ) 4 
2 人 


[| 


CF) 一 
(C4) p=a0. 
7 了。 求 下 列 曲 厂 的 有 晶 率 中 心 的 学 标 ， 


玉 
-二 11 


到 
字 Y 
一 -一 十 
Dp* 


1) 了 
(2) x=0tc05Fft Faint}y, y=0(sint ~ trosh), 

§10.3 

8 求 谣 转 抛物 林 的 体积 ， 其 底面 为 3， 而 商 为 日， 

3， 求 下 列 曲 线 旋转 库 形 感 旋转 体 的 体积 ， 

Cl yas2sx~xe =0 1 oy 轴 ， 

(2) y=sinr, y=0 (EFA 1D) ox 得， 2) 绕 oy 辅 。 
19. 求 下 列 曲 钱 红 指定 轴 施 转 所 形成 的 曲面 面积 ， 


(1) y= 从 


z 
(9) + 1 人 0 过 bb 各) 二) 绕 ox 轴 ; 3) 弹 oy 十 


(3) x+ yy- 六 ?= a (D1 绕 ox 轴 ， 


{44} y=ach— 《| 过 DD ， 由 六 ox 轴 ， ?1 弹 0 请 。 


§10.4 

11， 某 水 库 的 疗 门 沉 23 米 ， 商 3 米 ， 
当 水 平 罩 与 闸门 项 一 平时 ， 求 阐 门 亡 受 
的 侧 讨 力 ? 其 中 求 的 比重 p=1 卫 / 米 1 

12. 如 图 10.52 示 。 有 一 截面 为 三 
角形 的 梢 子 , 里面 装 漠 水 , 求 水 对 模子 横 
头 的 出 压力 ?7 共 水 的 出 重 p= 1 沌 / 米 !. 

13， 直 径 为 站 凰 米 ， 长 为 80 夺 米 的 图 10.52 
辕 柱 被 压力 为 10 千 克 / 座 米 ! 的 燕 气 充满 着 ， 假 定 气体 的 温度 不 变 ， 要 使 
气体 的 体积 赋 少 一 半 ， 间 需要 六 费 宁 大 的 功 ? 


14， 求 右 半 梢 圆 再 -于 -+ - = 1 tx 全 的 重心 坐标 。 


15.， 夸 空 气压 笠 扫 了 上 的 平衡 詹 姑 图 10.53， 孙 衬 生铁 的 重心 ?长 盖 
单位 为 号 米 ， ， 
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图 10.53 


§10.5 
16， 求 下 列 函 数 在 所 给 区 间 上 的 平均 值 


(1) for x 在 [0 100) 上 

C2 fF =10+2sins+3cosr 让 CO, 3 全 
C3) for) = singsta 人 + 的 在 【0 27) 上, 
《4) mn 及 =36+2F【 米 /种 ) 在 [0 3 上 。 
好 . 己 寅 半 波 束 流 后 的 交流 电 滤 为 ， 


了 名 0 二， 
让 有 | a 
0， FET, 


求 在 一 半期 了 内 了 人 的 平均 值 ， 如 果 加 =2 尺 =10 ， 河 电流 (办 在 同 
一 局 期 了 内 消耗 在 电 社 号 上 的 平均 功率 是 多 小 
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习题 答案 及 提示 


第 一 章 


81.2 , 
1 (01) -7 (27 x 9, x 
1 2 
(3 XY (4) 0 
3 
(5) -2 < {067 1<x< 2, 
2,. (1) {1-1< rl (C2) {x [9rd}s 
(3Y 人 zz ca) 人 2 开关 六 
十 1 土 +} 


(5) {zlx= -1， 3}, 
3， 提示， 参考 绝对 值 性 质 的 证 法 ， 并 注意 -5 过 ja| 和 上 < la] 就 
有 8| 之 el 的 毛 实 ， 


$1.3 

4d (1) -1<rel) (2) ct yy, 
《3》 2 {4 3 
(5) 1scd (86) Orn -dN 


(C7) dkmscre (2h+ Dn: (R=0, 1,2, 0)) 
(C8) lex 100, 


后 ， 【7 jt- 3) = — 4， ft0) = 2 fn) = = i — jo- 2 

n+1’ 
le+b 一 记 
a 


To+D) = hit 


(3) 1(2) =1, 1(-2)= 


1 , 1 /BY ,~ 
je 0) = A 


(C8) fort+ de) -1x)= + ! 


Xr+ Ar) 
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(Cd) fe- 2 =5, ~ 人 一 2 0 二 一 


1 1 
凡 2)= -后 

6. 1) w=0 2 X= -1,3 
2) YX 一 了 YX 


§1.4 

8， (4》 提示， 要 区 易 二 与 对 
§1.,5 

9， {1) 位 (2) 非 而 非 旭 ，(3) 非 奇 非 偶 ;) (4) 青 ; (5) 侦 ; 
(6) 侦 ， 


10. 《1)7 非 周期 函数 (2 ) 骨 期 湛 获 ,了 = 4; (3) 周 期 国 数 ， T= 27， 
(4 半期 函数 ， 了 =zi(5) 周 期 函数 ， 工 = 《6) 周 期 函数 ， 

sn 

和 = 一 一 ， 


11,， (1) 严格 递增 ，(2) 严 格 递 减 ，(3) 不 增 (4 ) 摆 动 。 

12. 《12? 有 界 ; (2 ) 有 界 ， 3) 有 有 界 ! 《4 ?无 界 。 

13， 提 示 ， 科 用 有 理 数 划 上 上 有理数 等 于 有 理 数 ， 无 班 数 加 上 有 理 数 
等 于 无 理 数 ， 

14， 提示 ， 不 等 式 #<# 二 1 和 #4424 之 #71 +2#+ 1 对症 意 的 # 都 
成 立 ， | 


§1.,6 
15, (1) y= +wxi -1 (2 》 ?= 10g8: 一 二 
14+aresin 71. 
【3)》 Y= T 4 ?=10 ”一色 
1 arcain .将 一 
(5 1 y= 1 9 


(6) Y= 1a 39=~w1-%2 


于 A 1 -1 
十 1 = 一 -一 ,站 -一 | = 

47， C1) f(x+1) rr ni 一 ) 71 
(2) je} =e :Intl+e) -~ 


《人 


站 4 


18, (1) Co-il, 1 {2) (an C2481+ I] n= 0 二 1 土 宫 et 
(3) -mm 1~0J 《4) 着 0c<a< 二 ,定义 域 是 [o 1 0 
若 e>> 耻 ， 定 义 城 不 存在 。 
831.7 
雪 ， 提示 : 利用 公式 90-=B = (一 的 人 1 + 和 十 二 人 Do 十 
ha-!), 考察 rai tL, Ta 上 且 有 Ls Ct + oo), 
20. 提示 ，; 和合 Baresinx = 况 ; RTCOOS = 8; 只 多 证 泗 这 十 站 = TL 
2 提示， 利用 等 差 数列 殉 通 项 公式 
字 。 三 旭 ; 十 (1 dd, 
征明 Yr 一 Y=0: Cr x). 


22， 提 示 : 1) 是 关于 %“ 灿 对 称 ，(2) 是 关于 3》 轴 对 称 ，t3) 是 
天 于 原点 对 称 。 


第 二 章 
$2.1 
3. 《1 提示， 参考 本 章 例 题 选 讲 的 例 1 ， 
《2 提示， 参考 本 章 例 题 选 讲 的 例 5， 


提示 令 他 = ,a>l, 


§2.2 
4 提示， 考 志 ee 一 再 利用 定理 2.2. 
5， 提 示 :， 参考 本 章 例 题 选 讲 的 例 20， 


! 1 
8 C1) “有 {27 写 1 
(C3) 03 (04) 部 ; 
《5) Os 《6 ) F 
(7 ) 汪 二 2 提示， 利用 等 比 数列 的 前 n 项 和 公式 。 


(8 》 训 提示 ， 参考 $2.2 的 例 5 ， 


.25 


] 


村 > ] = _ 4 _- __ 
(39) 名， 提示， mnt 3 onl 9n+2 h 
C10) 半 ! 
(11) 3, 提示， 今 + tt i 
下 好 - ] 
而 25,=1+ 训 2 11+ 
i 1 2 
323 1 Dn 
(012) 村 提示 ， 利用 12+33++(2n 1 
(281) (2) (ant 
6 是 
832 .3 
11. {1 提示， 证明 {x4} 是 并 措 递 增 月 有 二 殿 ; 
27) 提 奈 ， 注 明 {xs 评 严 描 递 增 昌 省 上 和 将， 亚 利 肌 
1 - 1 
9d (0) ~ gr! 
C3) 所 未， 证明 {x 开 格 澡 沪 了 有 有 下界， 要 和 用 sinx<4， 
当 ox 之 1 竺 ， 
i129， 捉 示 ， 雪 考 本 童 例 题 迹 讲 的 山 14. 
13. 提 孙 :参考 本 剖 例 题 选 讲 的 例 16. 
14. 提示 ， 参 考 本 韵 例题 选 讲 的 倘 17， 
15， 操 示 : 参考 本 章 例 题 选 讲 的 例 18. 
16， 提 示 ， 用 单调 有 界定 理 证 般 存 在 性 用 反 证 法 征明 奏 ~… 性 ， 
17， 旭 承 ， 参考 本 章 例题 选 讲 例 12 的 证 明 过 程 ，l1ma。= 二 
18， 提示 ， 参 考 本 章 例题 选 讲 合 13 的 证 明 过 程 ，Jimo, = 纺 六 
19. 1) 收 ， £2) 收 ; {3 路} 《44) 发 
82.4 
20. {3) 提示， 要 腿 定 x 站 1; - - 
(4) 提示 ， 恨 定 wx%< -3 则 同时 有 一 14x -4 + D>0 和 和 
+ 
(6) 
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提 基 :了 眼 业 加 < 了 ,有 |~ 15x + 25| 209 


(?) 提示 ， 限定 ~ 一 1<x 之 有 一 给 士 22 
22. {10 存在 | 《27 在任 (3) 不 存在 ， 
(4) 不 存在 。 
23, CloR, Cay TI C3 0 Ce) 0, 
4a ,5 


24. (1) Us (2) 本 (3) Bi (4) 4 05)0 


1 
(6) 8; (7) -到 (8) 3 (9 3: (10)— 21 


(11) 1, (1%) 去 1 (13》 -Ti 1. 


| -2 ， 当 #%= 放 时 ， 
23. lim R = bs 
全 


0， 当 # 之 协 时 


26. I= 多， 提示 ， 利用 左 ，、 右 极限 存在 且 相 等 来 确定 &。 
27. 所 示 ， 用 反 下 法 ， 不 能 断定 limf (x) g(x) 是 否 存 在 。 事 实 上 : 


车 用》 = x g(xY = sin 


，6= 0， 显 热 limf (x) 存 在, 而 limg (x) 


= timsin .了 
尖 一 淖 亚 


林 行 在 ， 可 是 lim f (% " (84) 
和 


= Jim xsin- 1 存在 ， 


Ld | En 


1 
xi 


若 有 1= 人 显然 jimf (x) 存在 ， lim ECx) 
K+ 一 上 
= lim 4. 不 存在 ， 可 是 lim jx) 8 2) =1im 一 二 
治平 让 让 Ed) 二 一 和 党 


=]im 一 不 存在 . 
Ed 蔚 


027 


28， 不 一 定 。 
24， 如 网 2.14 有 图 2.15 示 ， 
32.6 


30 (1) 2 (2) -J (3) 到 《二 1; 


提示 ， 邻 Y= aretigxs 
{5) 12， 提 示 ， 在 分 子 卡 加 1 减 1， 
《6) 3, 提 示 ， 利 用 等 式 ， 
cosyv’ cos2r 8 cos3% 
= cosr+ cot — CO cosor 3 cosgx 
= (1 cor} + chsxrtl 一 
COD to COD “VV Coan% 8 cos3x) 
= eosx) tT coartl — Cos ) + coax coma 
(1 -学 oos3xy 7 
{7 ain2t 担 计 imt 人 一 Sini 一 《sin 芝 十 sim (sinx 一 Sinay 


(8) el (9) ea (0) e (ly ed (2 er， 


831. 提示， 参考 定理 2.18 下 面 的 对 比 宸 。 此 时 到 ss = 去， “= 广 ， 


22， 提示 ， 般 述 柯 西 收 伍 准 则 可 参考 定理 2 .9. 
《1 可 参考 经 .6 中 的 例 7 了 的 证 法 ! 
《27 对 任意 给 定 的 >>0， 解 不 等 式 《 当 后 | 之 全 :| )， 


Sing! _ sinw, < + 1 < 2 gE 
守 | Tz x, xal [x 
§2.7 


34. (1) 20 (2) 1 (3) 3 (4) 2 


385, (1) 2 (2) 1., 

36. (1》 3; (2) 可 . 

1 1 

37. {1) +1 (2) 可. 
32.8 


38， 提示， 参考 到 .8 的 例 z 和 例题 选 讨 中 二 34。 
39， 提 示 : 参考 驻 .8 同 例 1，。 
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40， 提 示 ， 首 先 证 明 奇 偶 子 列 不 收 竹 于 同一 和 极限 ， 其 次 应 用 海 凑 定 
理 的 必要 性 证 明之 ， 


$3.1 
1, 提示 ， 利用 limdy = 0. 
3. 《1) 连续 (3) 间断 (3) 都 间断 ， 提 示 : 用 lim 1(2) = 
bd 
lim fw) = 7x0), 
Ce 


4. 4 三 1 时 ， 涵 数 f( 直 在 《+ 9) 上 连续 ， 
5. 提 孙 ， 参 考 本 章 例题 选 讲 中 的 例 4. 


§3.2 
和 《1) “= 一 4 为 可 去 间断 点 ， 补 论 定 立 jf( 一 人 = 一角 
(3) x=0 为 可 去 间断 上 点， 改变 定义 1(0) =2} 


z= 二 kr + ) ‘上 三 让; 十] 土 2 为 第 二 类 间断 点 


(3) Y=0 为 可 去 间 疡 点 ， 补 充 定 尽 f(D 0 
(4)》 xY=1 为 第 一 类 间断 点 # 
5) x= kr 人 =0， ， 寺 1， 寺 2 …) 为 第 一 类 向 断 点 ， 


《 刁 时 兰 土 3。 土 2， 为 第 一 类 间断 点 ， Ye 站 为 第 


二 类 间断 点 # 
《?)》 x=0 为 第 一 类 间断 点 : 
(8) =1 为 第 一 类 冯 断 眠 。 


了 ] ,， 区 二 此 开 ， ~ a 
了 。 (1) 一 1 0 二 3 大， (k= 0 土工 土 2， jy 


故 当 x= 三 时 为 第 一 类 间 肠 点 
(2) y={ 各 “全 9， 故 本数 为 处 处 连续 。 
$3.3 
8， 提示 ， 委 考 定理 ?2.12， 
9， 提示 : 参考 定理 2.13， 
10. 提示 在 [e，+ 00) 上 构造 一 个 闭 区 半 Co， 对 3 在 [4; 烛 ] 利 
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用 有 界 性 定理 ， 在 [La，+es) 利用 Lim fw) 在 在， 


11. 提示 : 充 间 其 点 处 将 fo 的 分 成 有 限 个 半 区 间 ， 在 每 个 闭 区 间 
上 上 应 用 有 界 性 定 埋 ， 再 以 有 限 个 当中 选 出 量 太 者 

12， 提示 急 考 33.3 的 例 2. 

13. 提示 : 甸 考 本 章 例 题 选 讲 的 出 14 之 ( 1). 

14。 提示 ， 恋 Ftx} = 有 人 十 门 -下 并 将 国 数 下 (在 [0 工 - 门 上 
应 用 学 点 定理 ， 

§3.4 

15。 提示 设 有 zy = 了 Cx) +f (x)， 若 在 点 x。 fx) 与 站 (2) 之 
一 者 为 不 注 续 和 脂 ， 则 (tx) 一定 不 过 续 ， 用 反 证 法 来 证 明 ;车 在 点 zx， 
fA 不 达 半 ， 而 ALx} 到 有 过 续 的 可 能 ; 如 了 Cx) = sgnx， 
fy = -nr 下 (一 0， 在 *=0 处 当 热 连续。 

16， 提 未， 证 表 x=0 为 第 一 类 间断 点 ， 连续 区 间 为 : -3， 们 与 
{Or 31, 

17, x=1 时 前 数 连 续 ，% = 0 时 函数 也 连续 ， 利用 lim f(x) 
-lim Try = fo, 


I8， 提 示 : 利用 y=4:， = 了 x y= | w= fx), 
§3.5 


19， 因 为 钞 数 j(w) 的 定 义 域 由 孤立 点 z= 2 + (k=0, 土 1， 


主 2,,……》 组 成 ， 故 函数 f(x) 不 存在 达 续 区 间 ， 
20，(1》 0， 提示 ， 利 用 和 差 化 积 公式 ， 


1+-200. 
2 日 
(2) -2, 提 示 ，_-00+ 基 - 


人 
1+100x 100+ 
多 


(3) 了 ,提示 nCtVEt9 ED) = ltt 


wi 
+ 二 Im 
”Ya ~. lncoamx sf[_H lncosax 
‘4) \ bh 放 提示 lncosbhs ( 已 下 (ss 
《bo ] 
incogpz 小 


830 


1+ x" 2" =1+ Xia a 
了 十 各 + 入 1 + 3 


2 让 志 ， 
5) Br 提亲 ， 


Bi 一 有 上 


《6 1 提示 ， 入 将 ln 的 分 子 分 母 辣 用 x 除 ， 


{79) nw 提示 《如 攻 ” i sy 
(8) vv 厂 ， 提示， 如 9 _ = 


9 - 守 ， 提示 ， 因 lim 一 全 这 二 -Ss = 一 oo 


010) -1np2， 提示 ， 因 1ogs2=~ 了 a2 ， 再 令 y= x~1。 


第 四 章 


$4.2 : 

(1) 3 (C2) 4 (3) 401 C4)-. 4+Ary (A) 4, 
.=10 PC 人 一 一 和 天 (一 2 

1 


. {1) Sr 《23 a C3) 一 in 


-1 
CD) ries (bY ang。 


， 提 未 ， 把 分 式 并 只 的 分 于 分 母 则 除 z， 朋 利用 对 数 定 多 


pr) 
8 7 
;._ 1 1 1 Bi-6t-1 
.1) yy ts (C2) 了 ov 


(3) p= pcos 


CAY y= Cittgr) (sinx+ eosy) — vsinrseci 
， 《1 十 YEXTE 


(5) yesinxlnzst+zeonxlinrt+ sinx, 
"t+! 


(6) ym lHns CF) ysgn(r- 1), zl 


634 


3 


2 


， 1 3 — 2 
二 1 1 
YT Sh (0) Nr 


CY = ty- Or da- by+ (#2 od), 


{11) 


(13) 


(15) 


《167 


长 47 


.1) 


2) 
3) 


(1) 


{3) 


(C4) 


‘5) 


一 上 一 电 芝 
4 一 = nm re 
基干 十 【将 012) 7 d (1+xit : 
2 (Cx? + 20:) 
y= (C14 Y= 
2 wa Prt 
Y= (ros -| : 
sain 2 
1 
了 = 可 sin 人 eg 去 可 ee 
I~ 2 1 ro 2 2 * 
Tt 18} Y=seciy(l— tgix + tgix), 


FO) = 80 FC26) = 9. (C25) fC96) = 3. (96). 
1 (3°) =3. (03) 六 (2 = 8. (562)1, fy 30) 
feat) = 00) 2, Fon = (人 Fy:) = dr)2, 
2~ 2%+ Bx ~ %! ， 


jr (2) Y= 3x7- 38 


ste- 1)? 


7 > 《1+xE7T 


r _ ，， 交 Ei 玫 次 
DNFarctgt 十 Tomet 十 二 
卫 十 多 


yr. 1 
(resint) i /Tri 


yl _ Xtartcgosrv ] x 
Ti 1 一 和 
1+3wz td/x "wi 证 
i 
BE "VV Ft "Et tw (s~>03 


Y= nsins™ lycos Ch + 1)xs 
”一 再 
3 = Enmcosgy (sr 2k~ DF, 上 =0， 士 1 土 2 


y= — 2xe-"t, 


y=[2sin(t(e + sinr}:) “Conttst ains) .20x+ sinx) 


帮主 十 Cost 


(12) y= (C95inx: coarsinyt sin: 
十 全 5 in rin) 
tr Copx rsinirrainte i) 

¢13) Y= co:(x? + sin(xt + sinwt))}" Cost cos(xt + sinx?y) 
(2+ ToaT Ys 


{14) Ya co 一 一 一 7 一) 


-rtsinr~— x! orz) 
瑟瑟 ?x 


3xrvin( Es cosf 0.), :{ 


号 1 下 区 


$ 


{15) He 


-1 区 十 1 x+ 1 x*:+1 
二 CT Meogct 
6 (dct 3 "3 4 ) 


2 dx: 


PP 
(16) 3? DTI rl or+ xr) 


QT) 晃 Vv lait Karcsing 


WE 一 YE 
(C18) Y=e iarccos 1 [一 一 二 areeos J 
马 A . 
re eer 一 1 
0 0 YE 


(21)》 w= 2 oni lnlD. (CtE2x + 2xaccT 25)y 
Jnx 
(23) y 了 | Cad4) Y vy i =- 了 
洛 一 1 
(25) y 二 证 且 关 (26 Yr 


《9 
{277 = t ~ 07 一 卫生 
?7 = EY x+ tv x~b6 0 ” 4 


二 一 Ww 

证 卫 多 

in (一 -< TT ) 
wx (Clrvr i! 


(28) Y= 
-1 fx 
29) Y= 2 [二 wa) 


$3 


1 sl 
C30) ~ = pr (31) y= nl+ inx) 


es 
WTF a” +1 5 也” 世 


. 1 
《327 y=9xrarcsinzs C33) Y= ir 

‘ ‘= inay? xl < 二 «35) y= 
347 Yarcain 173 CI 


(46) ont) ( se nh， 为 整 教 ) 


Bintx 十 让 蓄 


(37] 入 = intsh (cost — tosg) {post XEensgyy 
1 — COBQcost 


《383》 y'= i C lxf < 1) 


(39) Y=2xtsgnCeoary + ogntainy:)) \ 村 去 -， 点 二 站 1， 
2 


(403 ys "pullenos) cosm{tarcsinzy (ix| < Is 
~ 


_ 8 Cahxy _ 2 
(dl) y= (zx 所 的 《4427 Ei 《和 > 人 


一 时 1 = 
(43) y= ne ) (ae0), 
(1 一 站 一 2 演 


Tw 
CA4) y= i arcetga™ . (0), 


ln2, 


i 和 
(1) y=- 1 Bis Bec 
% 
(2 y=0p Itor™ia Jnatoro lanas 


ro 8 
3) 了 xlnxln tin yy (0 


C4 y=— Bre (x > 0 #1 


《 一 ACE 


(6 3 a tlnx), Cs>0Ds 


LA. 


C7Y yp rellnirtlnv+ 本 (x > 03 


C8) y= shixchy 
C9 y=shtshr)ehzrt 


, 1 
《10 y=thxy Oi) YY tr + ! 


,. _1 
(12) y rchitlne) " 


1 PP CX) + PND Cr) 
10, <1 一 一 0 
1) vy pr Tor PK + CR) 0? 


r PP PO CY) ， 
《23) y GTi? pK) + PCr) 0, 


C4) y= 1 _ PX) .lngftx) 
Px) lnptr) ¥en np) “ 


ii. £1) = 当 %* 不 为 整数 时 ，Y 的 导数 不 存在 ， 当 * 为 束 
数 时 ， 
《2) =1， 当 * 不 为 整数 时 ，Y 的 导数 不 存在 ， 当 x 为 束 
数 时 。 
《3) y= 当 z 不 为 零 时 ，y 的 导数 不 存在 ， 当 %* 为 零 时 。 
12， 提 示 。 利 用 复合 消 数 的 导数 做 ， 凤 令 -x= f(x) = 大 -区 = 


CD. : . 
13。 提 示 ， 利 用 导数 定 义 和 周 期 函数 的 定义 做 ， 并 福音 1 (x+ 1+ dx) 
= (x+ dr), 

14。56 酝 米 /小 时 ， 

4 

15。 提 示 : (1) 利用 点 e 的 堪 、 右 极限 存在 且 相 等 ， 又 等 于 该 点 的 
铺 数 值 不 Ca) = fla} = ge) 说 明 画 数 (tx) 在 点 上 处 连续 f; (3 ) 再 证 明 
册 教 (7) 在 点 0 处 的 左 、 右 导数 存在 且 相 等 。 

18， 提 示 : 雪 考 例题 选 讲 中 的 例 9 ， 

17. 提示 : 参考 例题 选 讲 中 的 例 6 

18， 提 示 ; 从 gta》 的 定 交 开始 ， 再 利用 极限 的 两 边 夹 定理 


$435 


19, 
20, 


21, 


22., 


23 ， 


z 4 


6838 


提示 ， 研 究 应 数 在 x*= 0 处 的 左 、 厂 导数。 
提示 ， 套 考 “ 几 点 说 明 ” 中 下 理 后 而 的 反例 。 
§4.7 

4 


ly dy= 


3 | < Eel 


7 


C2}) dy= Es dx 


__ 1 FS 站 
(4) 三 ™ 一 一 一 -一 一 一 -一 一 -站 位 ' 
Y (3 3TCein 芝 ww 一 了 1+x’ ee) 5 
1 十 区 
| 
人 


{5) dy= (ae*ecosbx— berrainbr) dr, 


uk )as 


(HY ds 
+” (Fr wl—xr! 


] 
_ -万 一 > 和 3 0<sY< 1， 
1 


pt 一 二 < 区 


(7) dy= Srinla(x+D)* | 


3% 寺 1 光 


《名 》 dy= (Fed! 4 ja 


(1) dy= vwdn t+ twa ti Hudws 


wodW + Podw -2ndy 

(2) dy= 一 一， 
人 在昌 vi 

(3) dy= -2 
{UY 
Wd + vdy 
(dy dy 一 


vd dy 


(5) dy= 下 


(1 1,007 ( 查 志 为 ，1,0068) + 
《3 0.8 将 表 为 ，0,4848) 1 


26, 


26 ， 


27. 


28 . 


《3) 
《和 
《1 
‘23 
(3) 
(da) 


《3) 


‘4 


(1) 


{4 


0,.8104 弧 度 = 46"26! 《〈 查 甫 为 ， 46 240 4 
].043 ( 查 表 为 : 1.041) 。 

2.083 ( 查 表 为 ，23,080) ，! 

2.9907 ( 查 表 为 2,9905) 3 

1,938 〈 杏 表 汐 ，1,931) 3 

1.9954 《 查 表 为 ，1.99533 。 


r d+ ort 
yr 莹 人 世 


3 (Co) Y= ori! ~ 1 
(1l+ ey 


a al 
y= ,ss (4) > 


ainlnx, x->0, 


477 = _ 
yi 人 十 fx) = Be (wi) 十 了 2 人 
mr 1 
7 = 2 rt (i ) + rf 和 ) 
1 1 6 1 6 1 
Ye) 
ye en) terf (en), y=erp" (er) + et"f" te") 
+ es Let}y 
Ed ns) 一 j{lnx}), ye 一 于 CH {nx) sm 


— 3" (nz) + 27 (nz) 
提示 | ?= 2(1- _2)- (1- 多 二 (5 


Ci 19711 C309 ~ x} 1 
了 2 Ta i }3 


提示 :注意 总 结 一 般 规 律 ， 
y= xshz + 100chrs 


_ E ， 3 1 
提示 ， 因 为 了 + 了 
om Dl 
了 =mf 1 T+ + {1l— Xx}*+! }; 

提示 ， 注意 总 结 一 般 规 律 ， 


$37 


29 ， 


30. 


y= -2 《光一 Mx Oo 
六 


+ i— ly nxt <— 1"n)y 


《5) 提示 ;cosix= 到 + 二 cos2Y， 
yi") = D7 oos (2% + 了 2 


《6) 提示 ， 利用 积 化 和 差 公 式 ， 


0 Ca-b) _ HT 
4 = cos byx+ 党 


a+b)" Hn 
-os (rbyr+t oF}. 


$4,.9 
C1) y= ctg (9kx， 为 坦 数 }， 
(C2) = sgnt COOL) 


(3) y= Yin 


$ 
2 4(1 一 各 


(Ca) yi 


caeth: ctgé 


1 -1 
ya 


1 yw ，= - nk 
A 《时 | Li i (i " 


提示 ， 不 能 用 参数 形式 的 敬 遂 公式 敏 ， 因 为 当 := 0 时 ，- 蹄 -不 


(8B) y= OD re = 


存 和 下。 应 当 玉生 但 是 要 把 dr， 地 邦 用 4 的 形式 讲 示 ， 
再 研究 增 最 比 -分 的 极限 ， 


1, 


B38 


第 五 章 


四,1 
提示 ， 检验 洛 尔 定理 的 条 忻 ， 证 明之 。 


2.、 三 个 根 。 血 别 在 人 ，1)，(《t1，2)，(2，3) 内， 
3，{ 2 ) 提 未 ， 设 FI = ny， 灰 区 问 Cl，1+ 科 上 应 用 控 梢 朗 日 


《3 提示， 难 考 85.1 中 的 例 4 
4， 提 示 ， 雳 考 市 章 例 题 选 讲 的 例 6 。 


5， 提 示 ， 利用 已 知 条 件 lim -长 可 二 人 = (Ey = 0， 根据 归结 


原则 有 Jim se = 0， 其中 {各} 有 lim ,= 厨 应 用 中 信 
虹 一 尼 血 十 下 -hn 直 一 TD 
定理 


Et) fC,) = Ft}, Ts Est) 
十 | 一 此 。 


8、 提 示 ， 在 [zi 3z]J 上 应 用 中 值 定 理 ， 并 注音 Ptxy 在 [a,b 上 


?. 提示， 参考 本 机 例题 选 讲 的 例 9 。 
8$，。 提 记 ， 利 用 柯 西 定理 ， 设 ECY) = ]nx。 


35,2 
9. (1) J (2) Bs C3) 0 (4) 0 (5) 
(C6) er C7) wn 8) 2) (9) 1 (I0) 1 


1) 1 (2) 一 


10。(1) 不 是 二 种 不 定型 ; 
Lim () 下 
C2) ry ee 不 着 在 


《3) 同上 . 
§5.3 
11. prtw) = 一 56 十 21 人 一 和 办 十 37 巡 一 和 二 11 人 一 本 二 售 一 和 
12.e = 1 一 x+ 之 -~ 区 (- De + ot, 
中 中 1rt 
Sih?x sin3w Si 各 


在 1] 8 和 十 十 十 基 一 1 一 一 -一 
好 


2[ 31 


+ osin'y}., 


6699 


13, 


14。 


15, 


营 ， 3， 


城 ， 


3, 
4. 


一 13 区 一 村 十 上 
全 ‘a | i a D+ 


1 好 | 


二 


x otr tly, 
Em ft2) = 2, fy = 一 1, "27 = 2, f= 一 二 |， 


4 
() -2)]= _ 
1 C2+8tx— 0] FT Or 
区 
区 一 ] 


Cx 一 23 1 
-= = = 3 一 一 
二 全 一 一 二 23 — (x— 2) YT ro 和 


Oeil, 
《1) 4 二 3.10724， 提 示 ， 令 f= 0L+ 3 30 
= (97 + 9)1 = 31 + 41) 因为 误 
RN<3 8 (= 10 1.2.10, 
(2) sin18 =0.3090。 握 示 ， 令 f(x) = sinx; sin18” 


。 元 二 一 和 
= sin Ts, JR <4.05:10-1, 
sin 1 上 | 4.05.10 


第 六 章 


(1) y 在 (- seo， 言 ) 内 严格 递增 ， 在 (+oo) 内 严格 通 


52) yy 在 [010 内 严格 递 详 ， 在 C100，+ oe) 内 严格 遵 泪 | 
{3) ?在 如 +eooy 内 严格 递增 
《4 YY 在 (~c9， 二 oo0) 内 严格 递增 ， 


《1) 站 《-o，+00) 内 有 一 个 实 根 ; 


(3 在 tv 3) 和 《~“3， 旨 内 各 有 一 个 实 根 ， 
独 示 ， 考 考 本 意 例 题 选 讲 的 例 1、 
提示 ， 设 Fx) = 和) — OT), 利用 P= jo 一 pt) = 


讨论 FCx} 的 符号 。 


0 


中 ,之 
5.《1) xs= 二 是 极 大 估 点 ， 极 大 值 是 生 ， 
(3)》 因为 画 数 在 〈《- co, + eco) 上 是 严格 递增 ， 故 无 极 信 ， 
C3) x= 1 是 极 小 全 点 ， 极 小 值 是 0 
C4) y= 一 e+，x= 0 是 稳定 点 当 n 是 奇数 时 ，x= 0 


bt 


是 极 大 值 点 ， 极 大 值 是 1 当 # 是 个 数 时 ， 不 论 Y 人 8 还 是 x 之 0，y' 之 0， 
所 以 不 最 极 位 ， 
6 <1) 7(2)= 3 是 最 小 信 ， #1 们 = 856 起 最 大 值 ， 
C3) fCOD)=23 是 最 小 从，1t0.0D= 1(100) = 100.01 是 最 大 


信 ， 
{3) -=3 填 最 大 人 入，1(1) = 1 是 最 小 情 : 
(4) 忒 -至 )= -2 是 最 小 值 ， 玫 节 )=/ ( 记 二 )= 雪 是 最 
大 值 ， 
7， 设 等 大 三 角形 之 腊 长 为 x*， 阁 长 为 5 由 面积 为 
i— ax 
号 三 


TY 和- 二 ， 当 正 兰 角形 面积 为 最 大 ， 
8， 设 阅 柱 的 席 半径 为 r， 高 汶 百 ， 则 VF=rzriH， 由 +1:+H*= RR 
， 看 3 RY 
得 V=2x8CR! 一 1 所 以 当 召 = -7 有 时 体积 为 最 大 ， VW ) 


pr 


3 


§6.3 
9 《1) OD 在 《~-o0,0) 内 上 由， 在 (0; + seo) 内 末 贡 ，(j 们 
是 拐点 ， 
(C2) f(x) 在 (-00, +o0) 内 下 攻 ， 无 措 点 1 
C3》 天 区 在 (0, 子 内 上 的 ， 在 (于 ,7) 肉 下 的 ，( 竺 ， 夺 ) 基 
拐点 ， 


10， 提 东 ， 酝 联 。 x ss 人 对 每 一 个 


zi Ga 13,3) 在 点 x 展 成 泰昌 公式， 
64 


了 (FY+1 (CFC x + (Cx; 一 XY}, i=1], 


2,3， 因 为 fg = 20 和 人 30 所 以 可 行 
让 攻守 十 不 《 天 一 x), 
进一步 可 推 得 嫩 论 ， 
]1， 提示， 利用 定理 8.5 或 定理 .6 证 均 可 ， 
12 (1) *= 一 1 为 f(x) 的 各 直 渐 近 线 ，y=%*~1 为 jx) 的 射 渐 
诈 颖 | 
Cay =0 为 f(x) 的 水 平 浙 近 线 | 无 冬 渐 近 级 ， 
13, (1) 提示 : 解 += -忠于 一， 县 lim x= 5， 因 此 x=5 为 类 
y: 


线 答 直 同 近 线 ， 


(2) 提示 解 y= 二 


了 上 且 limy = cay 因 才 = 由 和 = 一 此 
一 4 


是 昌 名 的 牌 直 汤 近 强 。 
14,. (1) 
出 Ce 一 上 CD 一 上 〖《 一 起》 0 C0, + 00) 
ro + 0 | - 下 存在 - | 0 | 二 
fr) - - - 不 存在 + | + + 
-. -一 一 一 一 
/ce | 上 四 股 大 | vit 定义 由 | 下 凸 概 小 | 7 下 加 
x = -1 为 ft 的 还 直 渐 近 J 
训 ，y=x-1 为 任 毅 近 强 。 如 


图 6 水。 


器 二 2 


I 4 . 了 
. {- ooo,0} ， $ | 了 ' 3 
ftry | 一 | 
| 
fr 中 
| 
拐点 的 拥 点 的 | 
17) 和 下 同 模 坐 标 和 上 上 横 坐 标 ~» 


《3) 由 于 销 数 是 奇 函 数 ， 故 列表 如 下 ， 


643 


第 七 章 
$7.1 


1. 1) 可 构成 ，(2) 可 构成 1 (8》 不 能 构 践 ，(4) 不 能 
构成 。 

2 提示 ; (1) 证 明 ;iimea 和 limb, 存在 2} 证 阴 lima, 本 
lim D0， 租 等 ， 用 上 反 证 法 ， 


3 提示， 使 用 构造 性 证 明 。( IT)》 将 数列 的 记 有 项 连同 数列 的 上 、 
下 界 与 笋 轴 上 的 点 建立 一 一 对 应 (2) 两 等 分 以 上 、 下 界 为 端点 移 辐 区 
同 [e;, 的， 并 将 其 含有 数列 无 窃 多 个 点 的 区 间 记 为 [ap3， 如 此 等 等 ， 
3》 与 此 同时 也 构造 子 列 上 | (4) 属于 财 开间 套 的 实效 # 就 是 子 列 的 极 
限 . 
4, 1) 4 可 被 2 覆 羔 ， 但 不 能 有 有 限 独 盖 ，{2) 不 能 覆盖 

(3) 相 能 锌 盖 ，(4) 4 可 被 了 覆盖 ， 并 有 有 有限 驯 资 ， 
5， 提示， 用 反 证 法 。 构 造 出 闭 区 间 套 ， 使 画 数 (x) 在 闭 区 间 套 的 
亡 有 了 周 区 间 上 无 界 ， 再 用 阁 区 间 午 定理 痛 定 一 点 局 于 所 有 闭 区 间 ， 另 
着 ， 由 网 数 - ftx》 的 连 捷 性， 可 构造 一 个 地 域 人民 ,的 (8 守 0)， 使 西数 
ftz) 在 世人 人 上 有 办。 于 是 对 充分 大 的 4 将 出 现 矛 盾 . 
$7.3 
6. 《1) 一 至 连续 ! 《2) 一 致 连续 , 提示 ， 利 用 jinzi - ning| 


二 出 co 2 sin™ 了 < xs 一 区 让 。 


《3) 一 政 连 练 ， (4) 非 一 臻 连续， 提示 凡 $7.3 的 全 1 ， 


(5) 一 至 连续 ! (6 ) “ 非 一 臻 连续， 提示， 地 zi = mr 人， 


多 二 mr+ 3 则 有 


Ix iainx 一 Lainx;| 二 2 ein .> 
当 % 充分 大 时 。 
7 了 7. 提示 ， 只 要 注意 了 6= min{$.，#;} 凤 可 。 


8，(1) 提 术 ， 国 为 Lim xsin_i -= 0 
二 一 有 十 由 和 


[| 


inxs | 


2) 提示 ， 因为 iim 


站 呈 十 吧 


《3) 提示， 因为 f(x) = wz 在 [1 + co) 上 有 界 ， 


第 八 章 


$8.2 
1, 


里 家 — J 
C1) olnkl -tC (2) SV Est2a n+ 


2x 
43) 于 一 一 -2 [x| + Cs Ca recosr~= ln |costl + Cs 
1 pe or* _ 5 
5) 可 27 一 经 士 和 二 人 (6) yina -2 n+ 
(C7) Breein 和 二 人 4 长 昌 了 【和 一 攻 。 
2, 
{1y tn |z= al 十 尼 ， (C2) sinme+ Cs 


1 ry 
(9) Barctg (Fx+1)+C (C4) -etb E+C, 


68.3 
3， 
1 LT - 
C1y x0 Cox 1 + 
(2) -44-3 I+C, 提示 ， 令 f= 4- 3x 


(3) 2 Taogs tC (4) -er- Be + 


全 于 让 下 二 B* r i 


时， ne “inE 1 + 
《6?3 jn 人 一 3 十 时 十 它 《7 》 tir+C) 
Cay bnlintlnx)| + C9 ln linsin#| + 


(ti0》 -J]nfeosw 1T+xz |+C， 提示 ， 念 f= ww 1+x: ， 太 
注 者 38.3 的 便 6; 
(11) 1 aretg (A tgs }+C, 提示: 在 分 母 担 出 coe?x， 
二 再 B " 
化 为 1g:x 型 ， 今 igx= 站 
(12) 到 aretgsiazz+ C, 提示 ， 人 和 sinix= 十 或 sixcosxd*= 
desinixys 
£13) tg +C, 提示 ， 国 1+ cos% = Peost Fs 
(4) -+ (16) 2arcigy x + 
a 
《I6) 一 cose* + 已 ， 提示 ; 令 c= 
《17》 部 aresinzt+ C， 提示 ， 盗 微分 法 dx? = ?rdxy 
(18) -lnCeon)It + C, 提示 ， 令 lntrcosx)= 和 
《19) 芝 二 二 sin2x+ 20 3 ing — 言 sinIx+ Cs 
1 ， 
21} gx+ Tt A+ 所 东 ， 用 一 一 atom 信 tax= 和 
_ 1 dz ， 
《227 一 一 一 -一 一 +L， 提示 ， 关 分 一 一 ”一 一 = diarcsin#)| 
县 TC 有 Il ~ 
wl—xt 
(23) 二 Cnlx+ VITwr J?+C, 提 示 ， 冯 微分 
1 dr= diln(Ge + T+*r )); 
Et 
《24) 言 t45 -484+3+C， 提示 ， 变 形 ， t8 人 x= (see2x ~ 1) 
令 1gf= 到 
25) tg + 
安心 县 沾 


B46 


+ 已 ， 提示 ， 今 和 = 2sec 


{ 3 rd arceos— 


{2) 200sw 人 十 心 ， 提 薄 ， 令 w x* = 锯 


2 
C3) Fare sin 一 人 到 于 al 一 x?+C， 提 瀛 ， 令 X= asinlh 


(C5) rncl+v 1+er )+C， 提示 ; 令 v 1te" = 和 色 


} 
【站 (ln 这 } +C, 提示 ， 代 tn 一 十 = | 
- 一 里 1l-—™ 


2 
7) + Cr 提示 ， | 1+ 一 :ax=d 


- " 一 一 一 
Cay) -sre, 提示 ， 今 x= 


0 T+C， 提示 ， 他 


各 二 = Fl 
+ 提示 “3 


QT7C1 x) AQGCI- A gl x)? 
1~ 2(C1—x}+ (1 -Ty)*} 


-11 ln + 
1+e” 
C12) 1 [2 + zln2- 2in(2s4+1)3+C， 提示， 分 子 可 变 成 ， 
d+ = 《29 十 1 一 全 2 
5， 
CY wlnr—s+ 人 di， C2) Bx?e eri + 


CY exeinx t+ Cosxy) — xt*eosxt+ CC 


GAT 


《4) 
C57 
《6 
(7) 


(2) 


(3) 


648 


2 2 本 由 
(mn 经 Sbnxs+ 可 名 


xchr— Ehx+ Cs 


i , ， 
Zaresinz+ wl x +C 提示 |， 令 u= arcsinx,v 二 1 


2 rlln -4 + 提示 ， 令 W= iaw 和 ， We 
i 4 


eostlns) + in(nx)] + 人 提示 + 令 W= cosQnx),V= 3 


1 


一 一 
3XtE 乞 十 19 jcosxl 二 C， 提示， 人 = XT,V 二 Si! 


XarTcainz) + 1 arcsinx— 2%+ 旋 , 提示 ， 才 = 
Carcsinx} ls v= 1 

wintztorltrt ) -w+ +C 提示 ， 令 t= ln(*+ 
wl+xr 了 5 i 1) 


一 和 etE 均 十 ]a |isnz| +C 提示 : 多 HH= 入 Va i 


tgxClncosys+ 1}-*+ 忆 ， 提示 ， 用 分 部 积分 法 ， 仿 = 


1 


j neoa 和 yx v= — 
coat 


于 in(4+ gt) — #2 + Zarctge+ C, 提示 ， 先 换 元 后 分 部 积 


分 ， 令 XY= 自 令 ，lnt4+ #7) = WU'= 1 


计生 | + C 提示 先 三 角 代 所 
后 分 部 积分 ， 念 %m asechy 令 = tg = tgstfaect: 


+ 
上 ”一 世 ， b 
名 好 


+C， 提示 ， 使 用 分 部 积分 ， 令 
We At 一 六 3， v= 一 


+t arctgx 一 ]ntx+w1+s }+C 提示 ， 用 分 部 积 


这 


《6 7 


(7) 


C10) 


衣 ， 会 WW 8retgt Uo 


T+ 


-1nfcostx%+ A 1+enosdz 7)+Cr 提示 ， 先 变形 ， 后 换 元 ， 
村 Cos 二 + 于 二 t; 


z+ 全， 提示 ， 令 "= ty 


-一 一 一 -一 里 
王 C1+x9 Inv’l+2x’ -+ 提示 ， 令 和 = in ww lt 
v= | 


{C2 +C, 提示 ， 令 2%= 身 


ee 


fr)22 + 提示, 令 天 = 下 


§8.4 


xz 9 
FE + x- 271n iz+3| + 


2 RICE 
-19 ”的 


1 ，1 2z+ 1 40, 


VRH3HT Y3 Y 


| 1 | -到 sretgs* C， 


和 多 十 全 


nx 1) + darctgs+ Cp- 


I + 


1 z 一 2X+533 
了 3 arctg 2 二 人 


了 


和 
Fri + inAwr+] + 人 仿 ， 


了 


i — 


万 
过 部 2 提示 :， 念 tg 一 乌 


$ 相 


(2) -2 arotg{ + C， 提 示 ， 令 t8 计 = 


3 
| 1 tg lt 
(3) Fn + 松 示 仿 t 部 二 
”1-V 了 了 
《47 1 rez) + + 握 未 ， 礼 co 二 所 
SEOaT 交趾 在 党 


(5) 于 im| -2 sn | + C, 提 示 ， 仿 cos%w= 色 


3 {ltceosty? 
‘87 计 sinnt 一 十 sin +C， 提示 ， 令 sinx= 占 
1 tg :x— IRX+ 1 1 21tgY 一 1 
| 
(7) 下 ” tg 下放 vs a] 《 
提示 | 令 1BX= 所 
Cay + B+ indx+ -了 sin6y+C， 提 示 ! 先 将 tonx* 


coasy 全 为 和 关 形 ， 热 后 将 cos2xcoads 化 为 和 次 


(9) -oseos (3 +b) + costa%+ a+.b) 一 六 Cd 攻关 十 站 一 


了 +C， 提 僚 ， 同 (8 》。 


IE Gain* 153im 江 15 
10) -一 二 
‘10) Geosts dcoade BeOSEE dy 48 


提示 ， 利 用 骨 题 选 讲 中 骨 12 的 递 推 公 式 ， 


ln [setwt+ tL + 人心 , 


有 LT 


《了 和 言 sinaeosT + ineos ts + i 由 


+ -98_ainxeosy 二 这 z+ 提示 ， 利 用 二 亚 选 许 中 霄 夺 的 


138 
递 挫 汉 式 ， 
9， 
j, wl Xl+x ee 
Ki) vvI vi + 2rctgA TT 填写 


《2) BT -+ tn (Sr+1)+ 人 提示 ， 邻 和 所 


C9) 6K1 二 区 天 -3 全 的 下 -20 四 到 二 : + 号 re 


-Sr + Sinrl+ (14 0)8) -Garctig (1+ ot 
+C, 提 示 ; 令 (1+ 坟 t= 名 


~ x-b RE 。 Ti 
4} db VY aa + 提示 : 令 一 一 ph 和 


(5) im 人 x+1+2w +Y+11 +C， 提 示 ， 用 氛 近 弯 岳 


1 


C8} -六 arcsin 二 +C， 提 未 ， 击 人情 伐 技 ， 


LZ Saresin 全 一 + C， 提 东 ， 配 成 完全 


CaY VTet1-z+ 广 In x+ asta 1xtl 


一 2 二 + 1 让 +C， 担 示 ， 用 欧 拉 恋 换 v/AzTZ+ 
= f=-#¥. 


第 九 章 


§9.1 
1. 


(1》 名所 示 ，4r= 一 + 


t2) -3 提示 ， de = -> Cin 二 


$9,2 
2。 提示 ， 盘 考 本 章 几 点 说 绷 的 例 1 ， 
”3 不 一 定 ， 提 示 : 不 可 积 的 例子 见 本 章 例题 选 讲 的 便 4。 
.3 
*， 


| 1 县 中 
《1) | dz>| sid (C2) | as> 作 an 
昌 | ' 


851: 


了 
《3 | ca<| emia 《二 | Inadz>) (Cnry ds, 
h 志 1 
8, 


C1) 提示 ， 因 为 sing<x， 即 2 1 


_ 1 
未 — 。 
(2) 所 乐 ， 因为 全 1 


《1》 提示 :参考 本 章 傅 夯 选 讲 的 傅 13 之 人 173 
(2) 拱 和 所: 大 考 村 前 例 题 选 讲 的 情 13 之 5( 2)。 


了 ， 
[| 
(1) se| {1+ Yi 1， 提示; 因为 1] 志 * 寺 4， TIEwt16, 
1 


2 雪上 十 E17 
A 


《2 3 “< xarctgd tT 提示 ， 因 为 arctgx 是 x 的 严格 


递增 函 浆 ， 当 一 


和 


本 3 侍 ， 有 志 < 妇 aretgx 鹤 二 了 故 有 -7 避 < 和 


1 = _ 1i 1 ro 1， ,noly 
(1) 读 ， 提 示 ， 原 式 = lim 于 + 


(2) 个 ， 提示， 原 式 = lim 下 -一 一 于 + 一 一 


1+ (2) 


(3) pi 提示 ， 原 式 = lim 荆 [( 一 ) + 六 + 六 


2 
{1) ertite"y, 2) i 
wltal? wlte! 


10 ， 


1 
12, 


13， 


14， 


15. 
16 ， 


‘1) 


(3) 


V3, 
2 


9 = etgtk 提示 ， 利用 参数 式 求 导 公式 。 
提示 : 有 雁 须 证 明 


目 


2 | 
lim = 1, 


Ee 1 
| ph 


2 


最 大 怕 = a 日 最 小 值 = 0 。 


提示 :， 利用 三 角 函 数 的 积 化 和 差 公式 以 及 积分 ， 


| eondzo | sinnmwdr= 0 NEN, 


™_ 


提示 + 利用 信 角 公式 以 及 上 题 提示 的 积分 ， 


oo: -$+1) (2 4 
a6 (4) 3 

1 《667 x- 
1- 开 《3) 了 

-$9.5 

-这 (C2) 32(2-1n3)， 
3 <) 2 

2 (6) 2- 3 
埋 ， (8) i 
-二 1 9 人 人 C10) 互 。 


是 5 全 


18. 

(1) 不 正确 ， 提 示 ， 考 不 定理 9.18 的 条 件 (1 7) 
(2) 不 正确 。 提 示 ， 考 虑 定理 9.18 的 条 件 (2). 
19。 提示 : 令 1-x=# 

20. 


(0 03) 到 -6 (3 0 1- Ie. 


第 十 章 


《Et tT 


(2 ) 3 提示 ， 利 用 公式 (10.5) ， 注 9'(D 的 得 导 及 积分 限 


的 次 序 。 

9。 

(1) 一， 提示 ， 因为 pz0， 所 以 sin3 人 Fz0， 从 而 坷 确定 由 的 
变化 范围， 


(2) sra:， 提示 网 (1 )，。 
4。 提 示 ， 可 用 方程 六 = 2px 来 证 ， 因 为 该 抛物 拱 的 面积 与 放置 的 
位 置 无 关 ， : 
§10.2 
5. 


(1) 地 (2' + 了， 提示 利用 公式 (10.7)， 只 须 把 y 看 成 涌 变 县， 


(C2) IntE[ 去 + 全 


师 专 


《3 8a C4) 8a， 皂 东 ， 积 分 限 是 0 到 区。 


站 。 
1 1 

(17》 ~ 2) —: C3) 

和 Saxy das P 世 | 
【 ra 

ocd: + DY 
7 了 ， 

+ pb? 2 _ 

《1) €=2 人 一 六 = -和 


(2) €= Tecort P= Gsint, 提示 ;利用 公式 {10.1， 和 鼻 教 方程 
的 求 导 散 方 法 。 


的 户 换 掉 ， 
号 。 
167 2 rt : 
1 1 TT 2) EE 2) 1) 本 2) 2 。 
10， 


dT 39+ 139 1 
1) 2 (21v 13 +2ln 一 了 让 
{2) 1) 2nb? + 2rab ene, 


arb 可 ali-bi 
2) 2ret + ln [E+ ] 其 中 的 f= 一 站 


撕 疼 的 离心 率 ! 
ca) dxrtab; 
4) 19 rel 号 +aih-22 )， 3) 2x4 (a+bsh i -eche ). 
T0044 
11，4 吨 ， 提 示 : 建立 坐标 系 ， 利 用 微 元 法 。 
位 有 
t2 富 。 


3. 1740《〈 于 具 洲 ) ， 提 示 ， 驮 考 810.4 的 斌 4， 
+ 4 一 
14. (0)， 提 示 ， 参 考 $10.4 的 全 5 ， 


=k 


15 ,xs 133 训 米 提示 ; (1) 要 建立 48 的 直线 方程 ，(3 ) 求 # 的 
神华 标 ，( 3 ) 分 两 段 求 面积 算 ， 
&10 ,5 
18. 


C1) 2 (2》 10 《3) (4)》 12。 


后 旋 


本 书 是 在 总 续 我 系 水 科 和 函授 本 科 数 学 分 析 教学 经 验 的 基础 上 ， 参 
照 教育 部 所 和 制定 的 商 师 《数学 分 析 教 学 大 网 ?编写 的 。 全 书 分 上 .下 两 册 ， 

本 书 的 上 册 系 统 地 介绍 了 极限 理论 ， 一 元 微分 学 、 一 元 积分 学 和 实 
数 的 一 些 基本 定理 。 考 虑 到 冰 授 生 、 进 奏 生 和 自学 读者 的 需要 ， 在 每 章 
末 增 编 了 学 习 指导 ， 它 包括 ， 内 容 概要 、 儿 点 说 明和 出 题 选 讲 。 在 内 容 
概 齐 中 ， 既 指出 重点 和 要 求 ， 又 概括 地 总 结 了 主要 内 容 ， 而 有 在 形 式 上 
力求 图 形 化 ， 在 几 点 说 明 中 ， 对 某 些 内 容 加 以 深化 和 扩充 ， 将 有 了 助 于 读 
者 对 基本 内 容 的 理解 和 掌握， 在 例题 选 讲 中 ， 对 常见 的 一 些 类 型 时 和 具 
有 中 等 程度 的 典型 古 进 行 分 析 和 详解 。 以 培养 读者 分 析 问 题 和 解决 问题 
的 能 力 。 在 学 习 指 导 的 后 面 配 有 一 定数 年 的 习题 ， 并 在 本 册 最 后 附 有 答 
案 和 提示 。 
”参加 本 书 上 贡 编 写 的 还 有 王 凤 阁 、 王 淑 兰 、 王 大 海 。 搬 图 由 陈 广 义 
绘制， 

本 书 上 项 由 刘 玉 斑 副教授 审定 ， 

此 外 ， 辽 宁 大 学 数学 系 部 分 同志 协助 审 稿 , 并 提出 一 些 很 好 的 意见 ， 
在 此 致 以 谢意 . 

由 于 我 们 水 平 有 限 , 书 中 一 定 存在 不 少 缺 点 和 错误 ,欢迎 读者 批评 指 
正 。 编者 

1982 年 7 月 于 长 礁 
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